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二通道线性相位犖犲狏犻犾犾犲犔犪犵狉犪狀犵犲提升小波

滤波器组设计

陈　冬　张田文　李　东
（哈尔滨工业大学计算机科学与技术学院　哈尔滨　１５０００１）

摘　要　基于提升格式的第二代小波可以通过对第一代小波滤波器组采用劳伦多项式的欧几里德分解而得到，而

直接设计符合提升格式的二代小波一直是需要深入研究的热点问题．文中把Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理论和Ｌａｇｒａｎｇｅ插值

理论结合起来，构造了二通道线性相位ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组，并证明了其线性相位性质，讨论了其

归一化方法．文中给出了二通道线性相位的 ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ４４（简称 ＮＬ４４）提升小波滤波器组实例，并与

ＪＰＥＧ２０００的９／７小波做了图像压缩实验比较．实验结果表明：ＮＬ４４提升小波滤波器组的图像压缩效果要明显

好于９／７小波滤波器组，其在低比特率（犫狆狆＜１）时的图像压缩效果要好于９／７小波的ｌｉｆｔｉｎｇ格式．而且相对于９／７

小波，二通道线性相位ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组还具有良好的潜在发展空间，例如其可以用来构建自适

应提升小波滤波器组，可以扩展到纯二维提升小波滤波器组等等．
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１　引　言

近年来，离散小波变换（ＤｉｓｃｒｅｔｅＷａｖｅｌｅｔＴｒａｎｓ

ｆｏｒｍ，ＤＷＴ）
［１２］在图像压缩领域逐渐占据了主导地

位，并被新的图像编码标准ＪＰＥＧ２０００所采用，成为

其静态图像压缩的核心方法［３４］．基于提升格式

（ｌｉｆｔｉｎｇｓｃｈｅｍｅ）
［５７］的第二代小波能够从简单的传

统小波分解开始逐渐提升小波的一些重要性质（例

如消失矩等）到所期望的值，且其结构本身为超大规

模集成电路（ＶＬＳＩ）
［８１０］的实现提供了崭新的思路，

所以设计用于图像压缩的第二代小波滤波器组具有

重要意义．提升格式给出了由现有的小波滤波器组

通过劳伦多项式的欧几里德分解方法获得提升步的

方法，但如何由提升格式直接设计适合具体应用的

提升小波滤波器组仍然是个需要深入研究的课题．

小波滤波器组的线性相位属性对图像处理、语音处

理、通信等许多领域的应用来讲都是至关重要

的［１１１２］，因此对于提升小波滤波器组设计来讲，使其

具有线性相位属性是很关键的．

Ｋｏｖａ̌ｃｅｖｉ＇ｃ和Ｓｗｅｌｄｅｎｓ构造了任意维小波族
［１３］，

作为其理论核心的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理论对于二代小

波滤波器组的设计具有重要意义．Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理

论很好地解释了ｌｉｆｔｉｎｇ结构中预测算子犘 和更新

算子犝 的含义，但该理论存在着一些缺陷．首先，该

理论在建立过程中使用的是劳伦多项式系数的反转

形式，这就造成了其理论本身表述的混乱．其次，在

把该理论应用到ｌｉｆｔｉｎｇ小波滤波器组的设计时，其

所使用的ＦＩＲ滤波器组的通道表示形式并不符合

Ｍａｌｌａｔ关于多分辨率信号分解的小波滤波器组表示

方法［１４］，这就造成了其所设计出的预测滤波器和更

新滤波器必须根据 Ｍａｌｌａｔ方法进行相应的转换才

能使用，而Ｋｏｖａ̌ｃｅｖｉ＇ｃ和Ｓｗｅｌｄｅｎｓ并没有考虑到这

一点，也没有给出相应的转换方法．最后，该理论并

没有考虑小波滤波器在实际应用中的归一化问题．

本文修正了这些问题，引入了小波滤波器组的多相

表示形式，把小波滤波器组的通道表示、多相表示和

ｌｉｆｔｉｎｇ表示结合起来，建立了这三种表示之间的等

式关系，给出了小波滤波器组的通道表示和ｌｉｆｔｉｎｇ

表示之间的转换公式，解决了归一化问题，从而建立

了一套完整实用的二代小波滤波器设计理论．

本文首先根据 Ｍａｌｌａｔ关于多分辨率信号分解

的小波滤波器组表示方法，重新推导并完善了

Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理论，给出了ＦＩＲ滤波器组的通道表

示、多相表示和ｌｉｆｔｉｎｇ表示之间的相互转化公式．

然后，采用拉格朗日插值方法［１５１６］构造了用于提升

小波结构的预测滤波器犘，并根据Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理

论的相关定理得到更新滤波器犝，我们称用这种方

法构造的滤波器组为ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤

波器组．其次，本文给出了二通道线性相位Ｎｅｖｉｌｌｅ

Ｌａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组的设计定理，并给出了

线性相位性质的证明．进一步，本文讨论了二通道线

性相位ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组的归一

化方法．最后，本文设计了二通道的具有４阶对偶消

失矩和４阶主消失矩的 ＮＬ４４提升小波滤波器

组，并与ＪＰＥＧ２０００的９／７小波做图像压缩实验的

比较和分析．

２　犖犲狏犻犾犾犲滤波器理论

２．１　符号及其含义

信号狓是用指标集κ作下标的实值序列狓＝

｛狓犽∈犚｜犽∈κ｝，κ为整数集犣或其子集．有限信号是

指信号序列中只有有限个狓犽值非零的信号．

π（狓）表示以信号狓为变量的多项式．π（犣）表示

π（狓）在以整数集犣为下标时的取值．Π犖表示所有阶

数严格小于犖 的多项式序列组成的空间．

称线性时不变算子犃为一个滤波器，表现为脉

冲响应序列犃＝｛犪犽｜犽∈κ＝犣｝．

脉冲响应序列的狕变换是一个劳伦多项式

犃（狕）＝∑
犽

犪犽狕
－犽，如果令狕＝ｅｊω，那么犃（ｅｊω）就成了

脉冲响应的离散傅立叶变换．

抽取因子犕＝２时，可得到整数集犣的两个不相

交子集，偶整数集犣犲＝２犣和奇整数集犣狅＝２犣＋１，

且有犣＝犣犲＋犣狅

差分算子定义为Δ＝
ｄ

ｊｄω
，Δ 总是与ω 相关联

的，当把符号Δ与狕变换结合使用时，狕仅仅是ｅｊω的

符号表示．

由以上的定义可以得到如下公式：

Δ狕
α＝α狕

α （１）

Δ
狀犃（狕）＝犃

（狀）（狕）＝∑
犽

犪犽（－犽）
狀狕－犽 （２）

Δ
狀犃（狕α）＝犃

（狀）（狕α）＝犪狀∑
犽

犪犽（－犽）
狀狕－α犽 （３）

２．２　犖犲狏犻犾犾犲滤波器理论

如引言所述，Ｋｏｖａ̌ｃｅｖｉ＇ｃ和Ｓｗｅｌｄｅｎｓ的Ｎｅｖｉｌｌｅ

滤波器理论在建立过程中使用的是劳伦多项式系数

的反转形式，这就造成了其理论本身表述的混乱．本
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节采用脉冲响应序列ｚ变换的劳伦多项式表示形式

重新建立了Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理论，作为后面ｌｉｆｔｉｎｇ小

波滤波器组设计的理论基础．

定义１．　如果滤波器犘满足犘π（犣）＝π（犣＋τ），

ｆｏｒπ∈Π犖，则称犘是犖 阶τ∈犚平移的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤

波器．

定理１．　称犘为犖 阶τ∈犚平移的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤

波器，当且仅当其脉冲响应满足

∑
犽

狆犽（－犽）
狀＝犘

（狀）（１）＝τ
狀，ｆｏｒ狀＜犖．

证明．　首先证明必要条件．

用脉冲响应｛狆犽｝来表示Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器的定义

式，且令犘［犽］＝狆犽．

把单项式π（犾）＝犾
狀（犾∈犣）代入犘π（犣）＝π（犣＋

τ），ｆｏｒπ∈Π犖得

　犘π（犾）＝π（犾＋τ）＝（犾＋τ）
狀，犾∈犣，ｆｏｒ狀＜犖 （４）

这里的犘π（犾）相当于犘［犾］＝狆犾与π［犾］＝犾
狀的卷积

犘π（犾）＝犘［犾］π［犾］＝∑
犽

犘［犽］·π［犾－犽］

＝∑
犽

狆犽·π［犾－犽］＝∑
犽

狆犽·（犾－犽）
狀 （５）

综合式（４）和式（５）得

∑
犽

狆犽·（犾－犽）
狀＝（犾＋τ）

狀，犾∈犣，ｆｏｒ狀＜犖 （６）

对移不变的多项式空间，只需考虑犾＝０的情

况，即

∑
犽

狆犽（－犽）
狀＝τ

狀，ｆｏｒ狀＜犖 （７）

由式（２）有Δ
狀犘（狕）＝犘

（狀）（狕）＝∑
犽

狆犽（－犽）
狀狕－犽

当狕＝１时

犘
（狀）（１）＝∑

犽

狆犽（－犽）
狀 （８）

综合式（７）和式（８）得

∑
犽

狆犽（－犽）
狀＝犘

（狀）（１）＝τ
狀，ｆｏｒ狀＜犖 （９）

所以定理１的必要条件得证．

由以上的推导过程可知其是可逆推的，所以定

理１得证， 证毕．

定理２．　如果犘是犖 阶τ∈犚平移的Ｎｅｖｉｌｌｅ

滤波器，则犘（犘（狕）＝犘（狕－１））是犖 阶－τ平移的

Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器．

证明．　设狇是犘
 的脉冲响应，即犙（狕）＝

犘（狕－１），故犙
（狀）（狕）＝犘

（狀）（狕－１）．

由式（３）得

犘
（狀）（狕α）＝α

狀

∑
犽

狆犽（－犽）
狀狕－α犽 （１０）

当α＝１时，有

犘
（狀）（狕）＝∑

犽

狆犽（－犽）
狀狕－犽 （１１）

当α＝－１时，有

犘
（狀）（狕－１）＝（－１）狀∑

犽

狆犽（－犽）
狀狕犽 （１２）

令式（１１）和式（１２）中狕＝１得

犘
（狀）（１）＝∑

犽

狆犽（－犽）
狀 （１３）

犙
（狀）（１）＝（－１）狀∑

犽

狆犽（－犽）
狀 （１４）

因犘是犖 阶τ平移的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器，故由定

理１得

犘
（狀）（１）＝τ

狀，ｆｏｒ狀＜犖 （１５）

综合式（１３）～（１５）得

犙
（狀）（１）＝（－１）狀犘

（狀）（１）＝（－τ）
狀，ｆｏｒ狀＜犖

（１６）

由定理１和式（１６）可知定理２得证． 证毕．

３　小波滤波器组的通道表示、多相表示

和犔犻犳狋犻狀犵表示之间的关系

虽然提升小波理论已经建立很多年了，但目前

为止还没有资料系统地给出它和小波滤波器组的通

道表示，多相表示之间的公式关系，这主要是由小波

滤波器组ｌｉｆｔｉｎｇ表示的预测步和更新步的数目不

定所造成的．本文基于Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理论的ｌｉｆｔｉｎｇ

小波滤波器组设计能够保证其只含有一个预测步和

一个更新步，基于此，本节建立了小波滤波器组的通

道表示、多相表示和ｌｉｆｔｉｎｇ表示之间的公式关系，

这些公式关系是应用 Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理论设计二通

道ｌｉｆｔｉｎｇ小波滤波器组的前提和条件．

小波理论的本质是用空间的基来逼近函数，小

波消失矩就是这个逼近的一个度量尺度．小波消失

矩在滤波器组上的表现为：如果高通滤波器消去了

某些阶的多项式，相应地，在通道的另一端的低通滤

波器就要重建相应阶的多项式．所以有结论：分析高

通滤波器珟犌和综合低通滤波器犎 具有相同的消失

矩阶数珦犖；分析低通滤波器珮犎 和综合高通滤波器犌

具有相同的消失矩阶数犖；其中 珦犖 称为对偶消失

矩，犖 称为主消失矩．

定义２．　小波滤波器组具有珦犖 阶对偶消失矩

和犖 阶主消失矩，如果珟犌
π＝０，ｆｏｒπ∈Π珦犖，ａｎｄ

犌
π＝０，ｆｏｒπ∈Π犖．

其中珟犌（狕）＝珟犌（狕－１），犌（狕）＝犌（狕－１），珟犌和犌

分别表示分析小波滤波器和综合小波滤波器（参看

图１）．

５１４１７期 陈　冬等：二通道线性相位ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组设计



图１　ＦＩＲ滤波器组的通道表示

图２　ＦＩＲ滤波器组的多相表示

图３　ＦＩＲ滤波器组的ｌｉｆｔｉｎｇ表示

３．１　小波滤波器组的通道表示与多相表示之间的

关系

３．１．１　分析端

令

珮犕（狕）＝
珮犎犲（狕） 珟犌犲（狕）

珮犎狅（狕） 珟犌狅（狕
［ ］） （１７）

把珮犎（狕－１）和珟犌（狕－１）的各项作奇偶分解得

珮犎（狕－１）＝珮犎犲（狕
－２）＋狕珮犎狅（狕

－２） （１８）

珟犌（狕－１）＝珟犌犲（狕
－２）＋狕珟犌狅（狕

－２） （１９）

综合式（１７）～（１９）得

珮犎（狕－１）

珟犌（狕－１
［ ］） ＝

珮犎犲（狕
－２） 珮犎狅（狕

－２）

珟犌犲（狕
－２） 珟犌狅（狕

－２［ ］）
１［］
狕

＝珮犕（狕－２）狋
１［］
狕

（２０）

其作用于信号后，可表示如下（参看图１）

犡′０（狕）

犡′１（狕
［ ］）＝

珮犎（狕－１）

珟犌（狕－１
［ ］）犡（狕）＝珮犕（狕－２）狋

１［］
狕
犡（狕）

（２１）

注意：式（２１）中矢量乘法的顺序是先右后左．

式（２１）的等效表示图如图４所示．

图　４

由滤波器组理论可知图２左半部分的等效易位

表示图如图５所示．

图　５

所以，综合以上的推导，参考图１、图２以及上

面的两个等效表示图得出结论：

ＦＩＲ滤波器组的通道表示的左半部分（分析部

分）与多相表示的左半部分是等价的，且有

珮犕（狕）＝
珮犎犲（狕） 珟犌犲（狕）

珮犎狅（狕） 珟犌狅（狕
［ ］）．

３．１．２　综合端

由滤波器组理论可知图２右半部分的等效易位

关系图如图６所示．

图　６

由图６得

１ 狕［ ］－１ ·犕（狕２）·
犢′０（狕）

犢′１（狕
［ ］）＝犡^（狕） （２２）

注意：式（２２）中矢量乘法的顺序是先右后左．

设犕（狕）＝
犿１１（狕） 犿１２（狕）

犿２１（狕） 犿２２（狕
［ ］），有

犕（狕２）＝
犿１１（狕

２） 犿１２（狕
２）

犿２１（狕
２） 犿２２（狕

２［ ］），
故

犕（狕２）·
犢′０（狕）

犢′１（狕
［ ］）＝

犿１１（狕
２） 犿１２（狕

２）

犿２１（狕
２） 犿２２（狕

２［ ］）
犢′０（狕）

犢′１（狕
［ ］）

＝
犿１１（狕

２）犢′０（狕）＋犿１２（狕
２）犢′１（狕）

犿２１（狕
２）犢′０（狕）＋犿２２（狕

２）犢′１（狕
［ ］） （２３）

综合式（２２）和式（２３）得

犡^（狕）＝ １ 狕［ ］－１ ·犕（狕２）·
犢′０（狕）

犢′１（狕
［ ］）

＝ １ 狕［ ］－１
犿１１（狕

２）犢′０（狕）＋犿１２（狕
２）犢′１（狕）

犿２１（狕
２）犢′０（狕）＋犿２２（狕

２）犢′１（狕
［ ］）

＝（犿１１（狕
２）犢′０（狕）＋犿１２（狕

２）犢′１（狕））＋

狕－１（犿２１（狕
２）犢′０（狕）＋犿２２（狕

２）犢′１（狕））

＝（犿１１（狕
２）＋狕－１犿２１（狕

２））犢′０（狕）＋

（犿１２（狕
２）＋狕－１犿２２（狕

２））犢′１（狕） （２４）

由图１得

犎（狕）犢′０（狕）＋犌（狕）犢′１（狕）＝犡^（狕） （２５）

综合式（２４）和式（２５）得

犎（狕）＝犿１１（狕
２）＋狕－１犿２１（狕

２），

犌（狕）＝犿１２（狕
２）＋狕－１犿２２（狕

２），

又因为

犎（狕）＝犎犲（狕
２）＋狕－１犎狅（狕

２），

犌（狕）＝犌犲（狕
２）＋狕－１犌狅（狕

２），
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可得

犿１１＝犎犲，犿１２＝犌犲，犿２１＝犎狅，犿２２＝犌狅，

故

犕（狕）＝
犎犲（狕） 犌犲（狕）

犎狅（狕） 犌狅（狕
［ ］） （２６）

综合以上的推导，参考图１、图２及式（２４）～（２６）

得出结论：

ＦＩＲ滤波器组的通道表示的右半部分（综合部

分）与多相表示的右半部分是等价的，且有

犕（狕）＝
犎犲（狕） 犌犲（狕）

犎狅（狕） 犌狅（狕
［ ］） ．

３．２　小波滤波器组的多相表示与犔犻犳狋犻狀犵表示之间

的关系

由图２得

犃（狕）

犇（狕
［ ］）＝珮犕（狕－１）狋

犡犲（狕）

犡狅（狕
［ ］）和

犡犲（狕）

犡狅（狕
［ ］）＝犕（狕）

犃（狕）

犇（狕
［ ］） （２７）

由图３的左半部分得

犇（狕）＝－犘（狕）·犡犲（狕）＋犡狅（狕） （２８）

犃（狕）＝犡犲（狕）＋犝（狕）·犇（狕） （２９）

式（２８）等效表示为

犡犲（狕）

犇（狕
［ ］） ＝

１ ０

－犘（狕）
［ ］

１

犡犲（狕）

犡狅（狕
［ ］） （３０）

式（２９）等效表示为

犃（狕）

犇（狕
［ ］）＝

１ 犝（狕）［ ］
０ １

犡犲（狕）

犇（狕
［ ］） （３１）

由式（３０）和式（３１）得

犃（狕）

犇（狕
［ ］）＝

１ 犝（狕）［ ］
０ １

１ ０

－犘（狕）
［ ］

１

犡犲（狕）

犡狅（狕
［ ］）

（３２）

由式（２７）和式（３２）得

珮犕（狕－１）狋＝
１ 犝（狕）［ ］
０ １

１ ０

－犘（狕）
［ ］

１

＝
１－犝（狕）犘（狕） 犝（狕）

－犘（狕）
［ ］

１
（３３）

由图３的右半部分得

犡犲（狕）＝犃（狕）－犝（狕）·犇（狕） （３４）

犡狅（狕）＝犘（狕）犡犲（狕）＋犇（狕） （３５）

式（３４）等效表示为

犡犲（狕）

犇（狕
［ ］） ＝

１ －犝（狕）［ ］
０ １

犃（狕）

犇（狕
［ ］） （３６）

式（３５）等效表示为

犡犲（狕）

犡狅（狕
［ ］）＝

１ ０

犘（狕）
［ ］

１

犡犲（狕）

犇（狕
［ ］） （３７）

由式（３６）和式（３７）得

犡犲（狕）

犡狅（狕
［ ］）＝

１ ０

犘（狕）
［ ］

１

１ －犝（狕）［ ］
０ １

犃（狕）

犇（狕
［ ］）

（３８）

由式（２７）和（３８）得

　 犕（狕）＝
１ ０

犘（狕）
［ ］

１

１ －犝（狕）［ ］
０ １

＝
１ －犝（狕）

犘（狕） １－犝（狕）犘（狕
［ ］） （３９）

因为

１ ０

犘（狕）
［ ］

１

１－犝（狕）［ ］
０ １

１犝（狕）［ ］
０ １

１ ０

－犘（狕）
［ ］

１
＝
１０［ ］
０１

（４０）

综合式（３３）、（３９）和（４０）得

犕（狕）·珮犕（狕－１）狋＝犐，

即

犎犲（狕） 犌犲（狕）

犎狅（狕） 犌狅（狕
［ ］）·

珮犎犲（狕
－１） 珟犌犲（狕

－１）

珮犎狅（狕
－１） 珟犌狅（狕

－１［ ］）
狋

＝犐．

由以上的推导，得出珮犕（狕）、犕（狕）与犘、犝 之间

的内在关系

珮犕（狕）＝
珮犎犲（狕） 珟犌犲（狕）

珮犎狅（狕） 珟犌狅（狕
［ ］）

＝
１－犝（狕－１）犘（狕－１） －犘（狕－１）

犝（狕－１）
［ ］

１
（４１）

犕（狕）＝
犎犲（狕）犌犲（狕）

犎狅（狕）犌狅（狕
［ ］）＝

１ －犝（狕）

犘（狕）１－犝（狕）犘（狕
［ ］）

（４２）

３．３　小波滤波器组的犔犻犳狋犻狀犵表示与通道表示

之间的关系

由式（４１）和式（４２）得

　珟犌（狕）＝珟犌犲（狕
２）＋狕－１珟犌狅（狕

２）＝－犘（狕－２）＋狕－１，

珮犎（狕）＝珮犎犲（狕
２）＋狕－１珮犎狅（狕

２）

＝１－犝（狕－２）犘（狕－２）＋狕－１犝（狕－２）

＝１＋犝（狕－２）（－犘（狕－２）＋狕－１）

＝１＋犝（狕－２）·珟犌（狕），

犎（狕）＝犎犲（狕
２）＋狕－１犎狅（狕

２）＝１＋狕－１犘（狕２），

犌（狕）＝犌犲（狕
２）＋狕－１犌狅（狕

２）

＝－犝（狕２）＋狕－１（１－犝（狕２）犘（狕２））

＝狕－１－犝（狕２）（１＋狕－１犘（狕２））

＝狕－１－犝（狕２）·犎（狕）．

综合上面的推导，得出如下公式：
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珟犌（狕）＝狕－１－犘（狕２） （４３）

珮犎（狕）＝１＋犝（狕２）·珟犌（狕） （４４）

犎（狕）＝１＋狕－１犘（狕２） （４５）

犌（狕）＝狕－１－犝（狕２）·犎（狕） （４６）

式中犘（狕）＝犘（狕－１），犝（狕）＝犝（狕－１），所以有

犘（狕２）＝犘（狕－２），犝（狕２）＝犝（狕－２）．

根据上面的公式可以由犘，犝 求出珮犎，珟犌，犎，犌．

４　犖犲狏犻犾犾犲滤波器与二通道犔犻犳狋犻狀犵

小波滤波器的设计

如引言所述，Ｋｏｖａ̌ｃｅｖｉ＇ｃ和Ｓｗｅｌｄｅｎｓ的Ｎｅｖｉｌｌｅ

滤波器理论应用到ｌｉｆｔｉｎｇ小波滤波器组的设计时，

其所使用的ＦＩＲ滤波器组的通道表示形式并不符

合 Ｍａｌｌａｔ关于多分辨率信号分解的小波滤波器组

表示方法，这就造成了其所设计出的预测滤波器和

更新滤波器必须根据 Ｍａｌｌａｔ方法进行相应的转换

才能使用，而Ｋｏｖａ̌ｃｅｖｉ＇ｃ和Ｓｗｅｌｄｅｎｓ并没有考虑到

这一点，也没有给出相应的转换方法．本节根据

Ｍａｌｌａｔ关于多分辨率信号分解的小波滤波器组表示

方法，重新推导并完善了基于Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器的ｌｉｆｔ

ｉｎｇ小波滤波器的设计理论，给出了基于Ｎｅｖｉｌｌｅ滤

波器的二通道提升小波滤波器的设计定理．

４．１　预测滤波器犘与犖犲狏犻犾犾犲滤波器的关系

定理３．　犘是满足定义１中对偶消失矩条件

（对偶消失矩阶数是珦犖）的二通道小波滤波器，当且

仅当犘是珦犖 阶τ＝
１

２
平移的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器．

证明．　首先证明必要条件

由定义２的对偶消失矩条件得

珟犌
π（犣）＝珟犌

犲π（２犣）＋珟犌

狅（２犣＋１）＝０，ｆｏｒπ∈Π珦犖

（４７）

由式（４１）得珟犌犲＝－犘（狕
－１），珟犌狅＝１，所以有

－犘π（２犣）＋１·π（２犣＋１）＝０，ｆｏｒπ∈Π珦犖，

犘π（２犣）＝π（２犣＋１），ｆｏｒπ∈Π珦犖．

进一步得到

犘π（犣）＝π犣＋（ ）１２ ，ｆｏｒπ∈Π珦犖 （４８）

由式（４８）和定义１得：犘 是 珦犖 阶１
２
平移的

Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器

由以上的推导过程可知其是可逆推的，所以定

理３得证． 证毕．

４．２　更新滤波器犝 与犖犲狏犻犾犾犲滤波器的关系

定理４．　设预测滤波器犘是珦犖 阶τ＝
１

２
平移

的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器，且有犖珦犖，那么更新滤波器犝

是满足定义１中主消失矩条件（主消失矩阶数是犖）

的二通道小波滤波器，当且仅当犝 是犖 阶τ＝－
１

２

平移的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器的
１

２
．

证明．　首先证明必要条件．

由定义２的主消失矩条件得

犌
π（犣）＝犌

犲π（２犣）＋犌

狅π（２犣＋１）＝０，ｆｏｒπ∈Π犖

（４９）

由式（４２）得犌犲＝－犝（狕），犌狅＝１－犝（狕）犘（狕），

所以有

－犝
π（２犣）＋（１－犝犘）π（２犣＋１）＝０，ｆｏｒπ∈Π犖，

－犝
π（２犣）＋π（２犣＋１）－犝犘

π（２犣＋１）＝０，

ｆｏｒπ∈Π犖 （５０）

由式（４８）和定理２得

犘
π（犣）＝π犣－（ ）１２ ，ｆｏｒπ∈Π珦犖，

犘
π（２犣）＝π（２犣－１），ｆｏｒπ∈Π珦犖，

犘
π（２犣＋１）＝π（２犣），ｆｏｒπ∈Π珦犖 （５１）

当犖珦犖 时，综合式（５０）和式（５１）得

－犝
π（２犣）＋π（２犣＋１）－犝

π（２犣）＝０，ｆｏｒπ∈Π犖，

有

２犝
π（犣）＝π犣＋（ ）１２ ，ｆｏｒπ∈Π犖 （５２）

由式（５２）和定义１得：２犝是犖 阶τ＝
１

２
平移

的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器．

又由定理２得：犝 是犖 阶τ＝－
１

２
平移的

Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器的
１

２
．

由以上的推导过程可知其是可逆推的，所以定

理４得证． 证毕．

４．３　基于犖犲狏犻犾犾犲滤波器的二通道提升小波滤波器

组设计

定理５．　若犖珦犖，则小波滤波器组是具有珦犖

阶对偶消失矩和犖 阶主消失矩的二通道提升小波

滤波器组，当且仅当预测滤波器犘为珦犖 阶τ１＝
１

２
平

移的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器，且更新滤波器犝 为犖 阶τ２＝

－
１

２
平移的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器的

１

２
．
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证明．　综合定理３和定理４可证得定理５．

证毕．

定理５的几点说明：

（１）预测滤波器 犘
珦犖 是阶 珦犖、平移τ１＝

１

２
的

Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器，更新滤波器犝犖是阶犖、平移τ２＝

－
１

２
的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器的

１

２
，这里的犝犖本质上不是

Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器．

（２）在图像压缩中，众所周知的一个规则是对

偶消失矩珦犖 要比主消失矩犖 重要（犖珦犖）．因为珦犖

对应分析小波和综合尺度函数，大的珦犖 一方面可以

使更多的小波系数为零，另一方面可以使重建尺度

函数更平滑，从而产生好的重建效果．

（３）更新算子的直观含义：更新操作的目的是

使小波变换后的低频数据与原始数据有相同的均

值．两个数的平均等于一个数加上这两个数差值的

一半（犪狏犵＝犪＋
犫－犪
２
），这就解释了因子１

２
的由来．

５　二通道线性相位犖犲狏犻犾犾犲犔犪犵狉犪狀犵犲

提升小波滤波器的设计

拉格朗日插值是一种非常好的多点预测方法．

在基于ｌｉｆｔｉｎｇ的小波变换中，首先经过懒散小波变

换把信号分解成偶下标集和奇下标集两个子集合，

然后由偶下标集来预测奇下标集．对于每一个奇下

标点，都可由与这一点相邻的若干个偶下标点来预

测．显然，距离这个奇下标点越近的偶下标点与其相

关性越大，那么此偶下标点所对应的权重也就越大；

随着与奇下标点距离的加大，相应的偶下标点的权

重逐渐减小．因为拉格朗日插值完全符合奇偶下标

点预测的这一规律，所以本节把拉格朗日插值理论

引入小波滤波器组设计中，结合Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理论

得出二通道线性相位ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤

波器的通用设计公式，并根据小波滤波器组的双正

交条件对其进行修正，从而建立了一套完善的二通

道ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组设计方法．

５．１　犔犪犵狉犪狀犵犲的１／２点插值

拉格朗日插值公式：

犘２犖（狓）＝∑
２犖－１

犽＝０

∏
２犖－１

犼＝０，犼≠犽

（狓－狓犼）

∏
２犖－１

犼＝０，犼≠犽

（狓犽－狓犼

烄

烆

烌

烎
）

·狔犽＝∑
２犖－１

犽＝０

犔２犖，犽·狔犽

（５３）

由图７知

　 （狓－狓０）（狓－狓１）…（狓－狓２犖－１）

＝（（犖－１）·２犪＋犪）（（犖－２）·２犪＋犪）…

（２犪＋犪）·犪·（－犪）（－２犪－犪）…

（－（犖－２）·２犪－犪）（－（犖－１）·２犪－犪）

＝（－１）犖犪２犖·∏
犖－１

犼＝１

（２犼＋１）
２ （５４）

图７　拉格朗日１／２点插值

求狓－狓犽得

狓－狓犽＝（２（犖－１－犽）＋１）犪 （５５）

由式（５４）和式（５５）得

∏
２犖－１

犼＝０，犼≠犽

（狓－狓犼）＝
（狓－狓０）（狓－狓１）…（狓－狓２犖－１）

狓－狓犽

＝

（－１）犖犪２犖·∏
犖－１

犼＝１

（２犼＋１）
２

（２（犖－１－犽）＋１）犪

＝

（－１）犖犪２犖－１·∏
犖－１

犼＝１

（２犼＋１）
２

２（犖－１－犽）＋１
（５６）

∏
２犖－１

犼＝０，犼≠犽

（狓犽－狓犼）

＝（狓犽－狓０）（狓犽－狓１）…（狓犽－狓犽－１）（狓犽－狓犽＋１）…

（狓犽－狓２犖－１）

＝（犽·２犪）（（犽－１）·２犪）…２犪·（－２犪）…

（－（２犖－１－犽）·２犪）

＝犽（犽－１）…１·１·２…（２犖－１－犽）·

（－１）２犖－１－犽·（狀犪）２犖－１

＝（－１）２犖－１－犽·２２犖－１·犪２犖－１·犽！·（２犖－１－犽）！

（５７）

综合式（５３）、（５６）、（５７）得

犔２犖，犽＝
∏（狓－狓犼）

∏（狓犽－狓犼）
，０犽２犖－１

＝

（－１）犖犪２犖－１·∏
犖－１

犼＝１

（２犼＋１）
２ （２（犖－１－犽）＋１）

（－１）２犖－１－犽·２２犖－１·犪２犖－１·犽！·（２犖－１－犽）！

＝

（－１）犖－１－犽·∏
犖－１

犼＝１

（２犼＋１）
２

（２犖－１－２犽）·２２犖－１·犽！·（２犖－１－犽）！
，

　　　　　　　０犽２犖－１ （５８）

定理６．　令０犽２犖－１，若犔２犖，犽如式（５８）
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所示，则有犔２犖，犽＝犔２犖，２犖－１－犽成立．

证明．

由犔２犖，犽得

犔２犖，犽＝

（－１）犖－１－犽·∏
犖－１

犼＝１

（２犼＋１）
２

（２犖－１－２犽）·２２犖－１·犽！·（２犖－１－犽）！

（５９）

在犔２犖，犽中把犽用２犖－１－犽表示得

犔２犖，２犖－１－犽＝

（－１）犖－犽·∏
犖－１

犼＝１

（２犼＋１）
２

－（２犖－１－２犽）·２２犖－１·犽！·（２犖－１－犽）！
＝犔２犖，犽

（６０）

证毕．

定理６说明：犔２犖，犽是关于中心对称的．

５．２　二通道线性相位犖犲狏犻犾犾犲犔犪犵狉犪狀犵犲提升小波

滤波器组设计定理

利用式（５８）中犔２犖，犽的表达式可设计二通道线

性相位的提升小波滤波器．因为设计方法是基于拉

格朗日插值系数犔２犖，犽的，且所设计的提升小波滤波

器满足定理５，所以，我们称该方法所设计的滤波器

组为二通道线性相位ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤

波器组．下面给出二通道线性相位ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇ

提升小波滤波器组的设计定理及其证明．

定理７．　 若犖珦犖，令犘２珦犖（狕）＝∑
２珦犖－１

犽＝０

犔２珦犖，犽狕
珦犖－犽，

则我们可以按如下方法构建具有２珦犖 阶对偶消失矩

和２犖 阶主消失矩的二通道线性相位的提升小波滤

波器组：令预测滤波器为犘２珦犖（狕），选择更新滤波器

为１
２
犘２犖（狕

－１）．

证明．　

（１）首先证明犘２珦犖（狕）和
１

２
犘２犖（狕

－１）构成二通道

提升小波滤波器组的预测滤波器和更新滤波器．

由５．１节的推导可知：利用拉格朗日插值系数

犔２珦犖，犽可以由临近的２珦犖 个整数点上的值来预测区间

中点（１／２点处）的值，所以由定义１可得犘２珦犖（狕）是

２珦犖 阶τ∈犚平移的 Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器，又由定理３知

犘２犖（狕）是对偶消失矩为２珦犖 的提升小波滤波器组的

预测滤波器，由定理５可知
１

２
犘２犖（狕

－１）是主消失矩

为２犖 的提升小波滤波器组的更新滤波器．

（２）其次证明该提升小波滤波器组具有线性相

位性质．为了证明小波滤波器组具有线性相位性质，

只需证明其通道表示的珮犎（狕）和犎（狕）是对称的．

首先证明犎（狕）的对称性：

由犘２珦犖（狕）＝∑
２珦犖－１

犽＝０

犔２珦犖，犽狕
珦犖－犽和式（４５）可得

犎（狕）＝１＋狕－１犘２珦犖（狕
２）＝１＋∑

２珦犖－１

犽＝０

犔２珦犖，犽狕
２珦犖－１－２犽

（６１）

在式 （６１）中，用 ２珦犖 －１－犽 替 代犽 可 得

狕－（２珦犖－１－２犽）的系数为犔２珦犖，２珦犖－１－犽．

由 定 理 ６ 可 知 犔２珦犖，犽 ＝ 犔２珦犖，２珦犖－１－犽，所 以

狕－
（２珦犖－１－２犽）和狕２

珦犖－１－２犽有相同的系数犔２珦犖，犽．

因此犎（狕）的对称性得证．

其次证明珮犎（狕）的对称性：

由式（４３）和式（４４）得

珮犎（狕）＝１＋犝
２犖（狕

２）·（狕－１－犘
２珦犖（狕

２））

＝１＋
１

２
犘２犖（狕

２）·（狕－１－犘２珦犖（狕
－２））

＝１＋
１

２
狕－１犘２犖（狕

２）－

１

２
狕－１犘２犖（狕

２）·狕犘２珦犖（狕
－２）．

由式（６１）对称性的证明可知：狕－１犘２犖（狕
２）和

狕犘２珦犖（狕
－２）都是对称的，

因此珮犎（狕）的对称性得证．

结合（１）、（２）可得定理７成立． 证毕．

５．３　二通道线性相位 犖犲狏犻犾犾犲犔犪犵狉犪狀犵犲提升小波

滤波器组的修正（系数归一化）

对于图像处理应用来讲，第一代小波滤波器的

系数需要满足归一化条件，归一化对于图像压缩等

应用来讲是至关重要的，没有归一化的小波滤波器

组其图像压缩效果要差很多．同样的，提升小波滤波

器组也要满足相应的归一化条件，两者的不同在于

它们的归一化模式不同．第一代小波的归一化是通

过放缩小波滤波器组的系数来实现的，而以提升格式

为代表的第二代小波则是通过放缩信号分解之后的

系数来实现的．本节给出二通道线性相位 Ｎｅｖｉｌｌｅ

Ｌａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组的归一化方法．

令狕＝１，由定理７和定理１得

犘２珦犖（１）＝（１／２）
０＝１ （６２）

令狕＝１，由定理７和式（６２）得

犝２犖（１）＝
１

２
犘２犖（１）＝

１

２
（６３）

令狕＝１，将式（６２）和式（６３）代入式（４３）～（４６）

得

珟犌（１）＝１－犘（１）＝０ （６４）
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珮犎（１）＝１＋犝（１）·珟犌（１）＝１ （６５）

犎（１）＝１＋犘（１）＝２ （６６）

犌（１）＝１－犝（１）·犎（１）＝０ （６７）

所以由式（６４）～（６７）可得如下关系式

∑
犽

珘犺犽＝１，∑
犽

珟犵犽＝０，∑
犽

犺犽＝２，∑
犽

犵犽＝０

（６８）

由多分辨率分析理论可知：满足标准双正交基

条件的小波滤波器组，其滤波器系数满足如下归一

化条件：

∑
犽

珘犺犽 槡＝ ２，∑
犽

珟犵犽＝０，∑
犽

犺犽 槡＝ ２，∑
犽

犵犽＝０

（６９）

所以，比较式（６８）和式（６９）可知其归一化处理

方案为

∑
犽

珘犺犽＝∑
犽

珘犺犽·槡２，∑
犽

珟犵犽＝∑
犽

珟犵犽／槡２，

∑
犽

犺犽＝∑
犽

犺犽／槡２，∑
犽

犵犽＝∑
犽

犵犽·槡２ （７０）

因为传统小波滤波器组的归一化是用通道滤波

器组（图１）来描述的，体现在ｌｉｆｔｉｎｇ结构上就是对

提升之后的系数进行缩放操作，也就是将对应于

珮犎，珟犌，犎，犌 通道的系数分别进行


槡２，１／槡２，１／槡２，


槡２操作．归一化之后的系统才是真正可用的图像压

缩系统，修正后的系统结构原理如图８所示．

图８ 二通道ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升

小波滤波器组的修正结构图

５．４　设计实例（犖犲狏犻犾犾犲犔犪犵狉犪狀犵犲４４提升小波滤波

器组）

式（５８）中，当犖＝２时，有

犔２犖，犽＝
（－１）１－犽·３２

（３－２犽）·２３·犽！·（３－犽）！
，

所以有

犽＝０时，犔４，０＝
（－１）１·９

３·８·（２·３）
＝－

１

１６
；

犽＝１时，犔４，１＝
（－１）０·９
１·８·２

＝
９

１６
．

由定理６得

犽＝２时，犔４，２＝犔４，１＝
９

１６
；

犽＝３时，犔４，３＝犔４，０＝－
１

１６
．

由ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组的设计

定理７可知：当珦犖＝犖＝２时，可以构造出对偶消失

矩和主消失矩都是４的提升小波滤波器组，我们称

其为ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ４４（简称ＮＬ４４）提升小波

滤波器组．预测滤波器犘４（狕）和更新滤波器犝４（狕）

如表１所示．

表１　犖犔４４提升小波滤波器系数表

狕２ 狕１ 狕０ 狕－１ 狕－２

犘４（狕） －
１

１６

９

１６

９

１６
－
１

１６

犝４（狕） －
１

３２

９

３２

９

３２
－
１

３２

６　二通道线性相位犖犲狏犻犾犾犲犔犪犵狉犪狀犵犲

提升小波滤波器的实验分析

用 本 文 设 计 的 二 通 道 线 性 相 位 Ｎｅｖｉｌｌｅ

Ｌａｇｒａｎｇｅ４４提升小波滤波器对５１２×５１２×８ｂｉｔ的

Ｌｅｎａ图像进行图像压缩实验，并与ＪＰＥＧ２０００用于

有损压缩的９／７小波及其ｌｉｆｔｉｎｇ结构下的图像压缩

效果进行比较分析．此外，还从波形上分析阐述了

ＮＬ４４提升小波滤波器和ＪＰＥＧ２０００的９／７小波

滤波器的压缩效果比较的深层原因．图像分解后的

小波系数采用ＳＰＩＨＴ算法进行编码，且压缩过程

中不进行熵编码．

６．１ 压缩效果与犑犘犈犌２０００的９／７小波实验对比分析

图９　犫狆狆犘犛犖犚曲线比较图

图９给出了ＪＰＥＧ２０００的９／７小波滤波器组，

ＪＰＥＧ２０００的９／７小波滤波器组的ｌｉｆｔｉｎｇ格式，以

及本文所设计的ＮＬ４４提升小波滤波器组图像压

缩的比特率峰值信噪比曲线比较图．从图中可以看

出：ＪＰＥＧ２０００的９／７小波滤波器组的ｌｉｆｔｉｎｇ格式

和本文的ＮＬ４４提升小波滤波器组的图像压缩效

果要明显好于ＪＰＥＧ２０００的９／７小波滤波器组；相

１２４１７期 陈　冬等：二通道线性相位ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组设计



比于ＪＰＥＧ２０００的９／７小波滤波器组的ｌｉｆｔｉｎｇ格

式，本文的ＮＬ４４提升小波滤波器组虽然在高比

特率（犫狆狆＞１）时效果差一点，但是在低比特率时取

得了较好的效果．

６．２　波形图与犑犘犈犌２０００的９／７小波对比分析

在应用小波滤波器组对图像分解的时候，希望

得到尽可能多的趋近于零的小波系数，也就是希望

分析小波的消失矩尽可能的高；而重建图像的时候，

希望恢复图像的质量尽可能的好，也就是要求综合尺

度函数的消失矩尽可能的高；由小波滤波器理论可

知，分析小波和综合尺度函数具有相同的消失矩．所

以，综合尺度函数的平滑性越好，滤波器的图像压缩

效果也就越好．从图１０的波形图可以看出：本文所设

计的具有４阶主消失矩和４阶对偶消失矩的ＮＬ４４

提升小波滤波器组的综合尺度函数的平滑性要好于

具有相同消失矩阶数的ＪＰＥＧ２０００的９／７小波滤波

器的综合尺度函数，这也是本文所设计的 ＮＬ４４

提升小波滤波器在低比特率（犫狆狆＜１）下的压缩效

果好于９／７小波的原因．影响滤波器图像压缩效果

的另外一个因素是小波滤波器的长度，较长的小波

滤波器固然能够使其小波平滑性更好，但因为用滤

波器作图像分解时对图像作更多点的延拓，所以也

会在高比特率时引入更大的误差．但对于有损图像

压缩来讲，低比特率情况才真正有实际的意义．

图１０　波形对比图

７　结论及分析

本文根据 Ｍａｌｌａｔ关于多分辨率信号分解的小

波滤波器组表示方法，重新推导并完善了Ｋｏｖａ̌ｃｅｖｉ＇ｃ

和Ｓｗｅｌｄｅｎｓ提出的 Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理论，建立了小

波滤波器组的通道表示、多相表示和ｌｉｆｔｉｎｇ表示之

间的关系，给出了相互之间的转换公式，从而建立了

一套完整实用的Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器设计理论．本文结合

Ｌａｇｒａｎｇｅ插值理论和 Ｎｅｖｉｌｌｅ滤波器理论，建立了

二通道线性相位ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器

组的设计理论和归一化方法，并给出了二通道的

ＮＬ４４提升小波滤波器组的设计实例．实验结果表

明：ＮＬ４４提升小波滤波器组的图像压缩效果要

明显好于ＪＰＥＧ２０００所推荐的９／７小波滤波器组，

其在低比特率（犫狆狆＜１）时的图像压缩效果要好于

ＪＰＥＧ２０００的 ９／７ 小波的ｌｉｆｔｉｎｇ 格式．另外，从

ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组的设计过程来

分析，其相对于ＪＰＥＧ２０００的９／７小波还有以下几

点优势：（１）ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小波滤波器组只

包含一个预测步和一个更新步，因此能够用来构造

压缩效果更好的自适应的ＮｅｖｉｌｌｅＬａｇｒａｎｇｅ提升小

波滤波器组，而ＪＰＥＧ２０００的９／７小波的提升格式

是由两组预测步和更新步组成，不能用来设计自适

应的小波滤波器组．（２）Ｎｅｖｉｌｌｅ理论可以很容易地

扩展到二维（把采样因子扩展到采样矩阵），从而构

建效果更好的不可分离的纯二维ｌｉｆｔｉｎｇ小波滤波

器组．
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