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重采样方法与机器学习

毕　华　梁洪力　王　珏
（中国科学院自动化研究所复杂系统与智能科学重点实验室　北京　１００１９０）

摘　要　Ｂｏｏｓｔｉｎｇ算法试图用弱学习器的线性组合逼近复杂的自然模型，以其优秀的可解释性和预测能力，得到

了计算机界的高度关注．但Ｂｏｏｓｔｉｎｇ只被看作是一种特定损失下的优化问题，其统计学本质未曾得到充分的关注．

作者追根溯源，提出从统计学角度看待Ｂｏｏｓｔｉｎｇ方法：在统计学框架下，Ｂｏｏｓｔｉｎｇ算法仅仅是重采样方法的一个有

趣的特例．作者希望改变计算机科学家只重视算法性能忽略数据性质的现状，以期找到更适合解决“高维海量不可

控数据”问题的方法．
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１　引　言

１９８４年，Ｖａｌｉａｎｔ
［１］在他的论文中提出机器学习

的另类理念．他认为，学习模型无需绝对精确，只需

概率近似正确（ＰｒｏｂａｂｌｙＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙＣｏｒｒｅｃｔ，

ＰＡＣ）即可．由此，他建立了ＰＡＣ的理论基础．这个

理论可以简单描述如下：令犉（狓）是自然模型，犳（狓）

是从样本集学习后建立的模型，犉（狓）－犳（狓）ε

以概率１－δ成立．这里的关键是“概率１－δ成立”

而不是以概率１成立．这个理论对Ｖａｐｎｉｋ建立有限

样本统计机器学习理论有重要的意义．Ｋｅａｒｎｓ和

Ｖａｌｉａｎｔ
［２３］（１９８８，１９９４）在ＰＡＣ的基础上，提出弱

可学习的理论．他这样描述一个概念是弱可学习：

犉（狓）与犳（狓）定义如上，犉（狓）－犳（狓）ε成立的概

率大于（１／２）＋δ，０δ１／２．这意味着，一个概念如



果是弱可学习的，那么只要求一个弱可学习算法产

生的模型的精度高于５０％，也就是比随机猜想稍

好．同时他将满足ＰＡＣ原始定义的概念可学习称为

强可学习．进而，他问了如下一个问题，强可学习在

什么条件下与弱可学习等价．

１９９０年，Ｓｃｈａｐｉｒｅ
［４］回答了这个问题．他使用构

造的方法证明：一个概念弱可学习的充要条件是这

个概念强可学习．这是一个有些“不可思议”的结论．

正是由于这个定理，开始了至今还在人们关注视野

中的一类机器学习的研究，机器学习研究者将这类

学习方式称为集群学习（ｅｎｓｅｍｂｌｅｌｅａｒｎｉｎｇ）
［５］．从

此以后，统计学家开始介入机器学习的研究．这是本

文讨论的重点，我们将在本文以后部分详细说明统

计学家对这个问题的描述．以后Ｆｒｅｕｎｄ和Ｓｃｈａｐｉｒｅ

提出了Ａｄａｂｏｏｓｔ算法
［６］，由于这个算法如此简单且

灵活，立即受到计算机科学技术界的推崇．特别是，

人们在使用这个算法时，发现很少出现“过学习

（ｏｖｅｒｆｉｔｔｉｎｇ）”现象，这个性质大大超出了人们的期

望，并派生了研究这个问题的很多课题［７］．

事实上，尽管Ｓｃｈａｐｉｒｅ的定理是基于ＰＡＣ理

论，但是，其使用的构造性证明方法与统计学家

Ｅｆｒｏｎ比他早十余年发展的属于重采样方法的自助

法（Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ）没有本质区别．如果说有区别，那也

只是Ｓｃｈａｐｉｒｅ的方法使用了一种特殊的采样策略．

目前，大多数计算科学家称其为“富信息”策略，即，

一个弱学习器不能很好学习的样本（概念），将尽可

能成为下一个弱学习器着重学习的样本．这就是

Ａｄａｂｏｏｓｔ的原理．这里，需要指出，由于机器学习强

调从样本学习获得模型，因此，“概念可学习”是指一

个基于样本表述的概念，可以通过学习获得一个可

以在ＰＡＣ意义下概括这个概念的模型，即，可以概

括样本的模型．

为了与统计学重采样方法相比较，我们首先简

单描述Ｓｃｈａｐｉｒｅ的方法：给定一个样本集，它是与

自然模型同分布且独立采样获得．首先，假设样本集

上每个样本对模型的贡献是相同的，即每个样本具

有相同的权重，使用一个学习算法，建立一个模型；

然后，根据这个模型改变样本集上样本的权重（对样

本重新排序），使得在新的样本集中，不能被这个模

型正确概括的样本具有较大的概率；使用这个样本

集再次学习，获得另一个模型；重复这个过程，直到

满足停止准则，过程结束．由于每个模型只可以正确

概括部分样本，故称其为弱模型．然后，使用投票方

式将它们集群，构成强模型．由于投票方式可以描述

为加性模型形式，这也就是为什么 Ａｄａｂｏｏｓｔ算法

被认为是一种“集群学习”的由来．从这个过程来看，

特别是基于给定样本集的采样方式，其主要贡献是

解决算法设计复杂性问题，尤其是针对非线性问题

的算法设计．如果我们使用的每个学习算法是线性

的话，上述的学习过程就有些类似分段线性的思想．

对机器学习来说，这个方法涉及４个重要的要

素：样本采集、采样策略、算法类型、集群方法．这４

个要素将是本文展开讨论的线索．

与Ｓｃｈａｐｉｒｅ以及他的合作者发表他们的研究

结果的同时，统计学界也开始从模型角度关注重采

样方法．Ｂｒｅｉｍａｎ很快发表了他设计的方法———

Ｂａｇｇｉｎｇ
［８］（ＢａｇｇｉｎｇＰｒｅｄｉｃｔｏｒｓ）．这个方法与 Ａｄａ

ｂｏｏｓｔ方法相比较，解决算法复杂性的意图大大降

低，统计学的痕迹更为清晰．正是由于其目的与计算

机科学家有区别，因此，这项研究没有像 Ａｄａｂｏｏｓｔ

那样受到计算机学界的关注．在算法类型和集群方

法两个方面，Ｂａｇｇｉｎｇ与 Ａｄａｂｏｏｓｔ没有任何区别，

它们最大区别是在于“采样策略”．具体地说，Ｂａｇ

ｇｉｎｇ沿袭了经典重采样方法———随机采样策略，而

Ａｄａｂｏｏｓｔ则使用“富信息”策略．这个差别导致了

“样本采集”步骤不同，后者暗示，“富信息”策略一定

是基于满足独立同分布的当前给定样本集，否则“重

采样”过程就没有“富信息”一说了，而前者则没有这

个限制，它暗示的样本集既包含已经观测到的样本，

也包含以后可能被观测到样本．显然，对关注从样本

集通过算法设计，建立模型的计算机学界，后者更具

有吸引力．由于在原理上，这些方法没有本质的区

别，因此，目前在重采样意义下，大家仍沿用Ｓｃｈａ

ｐｉｒｅ对其的称谓，将这类方法统称为 Ｂｏｏｓｔｉｎｇ

方法．

从自然模型或样本集多次采样建模的角度来

看，重采样方法已经有很长的历史（见本文第２节）．

然而，将重采样方法引入传统统计学的研究应该是

Ｑｕｅｎｏｕｉｌｌｅ
［９］于 １９４９ 年提出的 “刀切法”（Ｊａｃｋ

ｋｎｉｆｅ）．但是，真正包含样本采集、采样策略、算法类

型、集群方法４个要素，而目前最具影响力的重采样

方法则是Ｅｆｒｏｎ
［１０］在１９７９年提出的“自助法”．

高维海量不可控数据的涌现，对统计学是一个

挑战，算法复杂性也已成为统计学家不得不面对的

严肃问题．但是，通过“样本采集”获得的样本集，并

应用统计方法获得的结论，对自然模型的真实性拟
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合仍然是统计学的本质．目前，高维海量不可控数据

的涌现对统计学提出了挑战性的问题，为了解释这

些问题，我们需要了解统计学对数据统计分析的发

展历程．

２　高维数据的两个基本问题

统计学始于被观测的数据，Ｗｅｇｍａｎ
［１１］把统计

描述为一种将原数据转化为信息的方法，以区别于

传统统计学的描述———传统统计学是关于收集和分

析带随机性误差的数据的科学和艺术［１２］．从统计学

的发展可以看出数据的采集方式经历了大样本到小

样本，再到大样本的过程．在１９０８年以前统计学的

主要用武之地是社会统计（尤其是人口统计）问题，

后来加入生物学统计问题．这些问题涉及到的数据

一般都是大量的，自然采集的．而所采用的方法，以

拉普拉斯中心极限定理为依据，总是归结到正态．到

２０世纪，受人工控制的实验条件下所得数据的统计

分析，日渐引人注意．由于实验数据量一般不大，直

接导致了依赖于近似正态分布的传统方法的失效，

在这种小样本的研究方向上，Ｇｏｓｓｅｔｅｔａｌ．发展了确

定正态样本统计量的精确分布的理论［１３］．无论大样

本理论还是小样本理论，它们的共同特点是数据维

数一般不大，最多几维，即自然模型涉及的变量数量

很少．然而，现在我们面临自然涌现的数据除了观测

的数据数量剧增之外，最大的不同是，数据维数少则

几十维，多则上万维．如果再考虑数据性质的复杂性

和数据表述的多样性，这不仅对计算机科学是一个

挑战性的问题，对统计学同样是一个挑战性的问题．

例如，银行的巨额交易数据，电话呼叫记录，文本数

据等，数据量达到ＧＢ甚至ＴＢ级．适合分析和处理

以精心设计实验获得独立同分布、同方差和低维数

据的传 统统计学 理论 已 不能 适应，需 要 新 的

思考［１４］．

在统计建模中高维数据会遇到两个困难：

（１）Ｂｅｌｌｍａｎ的维数灾难（ＣｕｒｓｅｏｆＤｉｍｅｎｓｉｏｎ

ａｌｉｔｙ）现象
［１５］．维数灾难现象表明，在给定模型精度

下估计模型，需要的样本数量将随着维数的增加指

数增长（图１）．而与此相关的问题是空空间现象

（ｅｍｐｔｙｓｐａｃｅｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ）
［１６］，即高维空间的本质

上是稀疏空间．一个典型的例子是高斯分布中的３σ

准则：当样本集在二至三维空间时，采用高斯函数，

可以证明，９０％以上的样本集分布在３σ范围以内．

然而，当维数显著增加时，样本集的分布更多地集中

在高斯函数的边界（３σ以外）而不是中间．这表明在

高维样本集中，数据可能大多数分布在超球的外壳，

而不是在球的中心．由此产生的困难是，在多元数据

分析中缺乏一般性的方法来直接分析高维空间的密

度估计和几何性质，因为相对低密度的区域包含了

样本集的大部分，反而高密度区域可能完全没有数

据存在［１７］．

图１　高维空间的维数灾难
［１８］

　　（２）不适定问题．我们对自然模型，几乎一无所

知，如果使用传统统计学的理论、方法和理念，估计

概率密度函数，这一定是一个不适定问题［１９］．２０世

纪初 Ｈａｄａｍａｒｄ在某些情况下求解线性算子方程

犃犳＝犉，犳∈犉的问题（寻找满足这一等式的函数犳）

是不适定的．即使方程存在唯一解，如果方程右边有

一个微小变动（如用犉δ取代犉，其中 犉－犉δ ＜δ任

意小），也会导致解有很大的变化（即可能导致

犳δ－犳 很大）．２０世纪后半叶，人们发现根据数据

估计密度函数这个统计学中的主要问题是不适定
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的：使泛函犚（犳）＝ 犃犳－犉δ
２最小化的函数犳δ并

不能保证在δ→０时是方程真实解的一个好的近似．

高维空间的数据在拟合模型时的稀疏性，使得

所获得的样本集不足以表现自然模型；传统统计学

的不适定问题使得我们无法在高维复杂数据的情形

下精确估计自然模型．这两个有关高维的、复杂的、

自然涌现数据的问题，是重采样方法出现与成长的

温床．特别是，当前一些重要的领域，例如，银行交易

数据、文本数据、Ｗｅｂ数据都是自然涌现的，不但数

据量庞大，而且维数很高，并且可能不能简单以一个

固定的样本空间进行描述，即数据不能使用相同维

数的向量表述．而重采样方法恰恰为处理这类数据

提供了工具，并在理论上给出了统计解释．

３　重采样方法的思想来源

重采样方法的思想来源大致有两个方面：

（１）试验设计；（２）抽样调查．其出现的本原是为了

更准确地获得“有代表性的样本”①．由于当前海量

涌现的高维数据具有天生的稀疏性，因此，“获得有

代表性样本”对需要满足同分布条件的各种机器学

习研究具有重要的现实意义．

重采样方法最早可以追溯到２０世纪３０年代

Ｆｉｓｈｅｒ（１９３５）提出的配对随机化检验（Ｒａｎｄｏｍｉｚａ

ｔｉｏｎＴｅｓｔ）和Ｐｉｔｍａｎ（１９３７）提出的两个独立样本②

的随机化检验［２０］．对两样本情形，试验者从可能不

同的自然模型中得到两个样本，希望用统计假设检

验来判断两个自然模型是否相同，以决定“两个自然

模型相同”这个零假设是否被拒绝③．一个直观的方

法是将两个样本组合成一个有序的样本，不管每个

值是来自哪个自然模型，从小到大给样本赋“秩”，而

检验统计量就可能是来自其中一个自然模型观测值

的“秩和”．如果这个秩和太小（或者太大），就意味着

来自这个自然模型的值趋向于比来自另一自然模型

的值小（或者大，视具体情况而定）．由此可知，如果

与一个样本相关的秩趋向于比另一个样本相关的秩

大，则“两个自然模型相同”这个零假设可能被拒绝．

Ｆｉｓｈｅｒ（１９３５）用数据本身作为秩来判断配对数

据是否来自同一自然模型，描述如下：

两个独立的随机样本集｛狕，狔｝分别来自两个自

然模型犉，犌

犉→狕＝ （狕１，狕２，…，狕狀）；

犌→狔＝ （狔１，狔２，…，狔犿）．

　　希望根据样本检验“两个自然模型相同”这个零

假设，犎０：犉＝犌，如果 犎０为真，两样本来自同一自

然模型．检验统计量是观测值之和：犜＝∑
狀

犻＝１

狕犻，将

｛狕，狔｝混合成一个样本集，从中抽取出狀个样本，在

犎０假设条件下，每一种狀个样本的组合方式都是等

概率的，考虑所有组合的可能性，可得零分布④．之

后采用标准的假设检验原理构造概率狆值，做出接

受或者拒绝的结论．

在随机化检验中采用数据组合的方式构造假设

检验的过程，体现出了早期的重采样思想，当两个样

本集融合在一起时，除非来自不同自然模型，否则重

新采样后的统计指标和原样本统计指标应没有差

别．此方法先于计算机发展，所以一般限制在小样本

数据上，在样本容量较大的情形下，需要的计算工作

量很大，在当时，其应用必然受到限制．

几乎是同一时期，抽样调查方面也开始冒出了

重采样的萌芽，这种早期的重采样思想是从有限自

然模型中无重复采样．在Ｐｅａｒｓｏｎ的统计框架中，针

对一个自然模型，其对应着一个庞大的却有限的样

本的集合．在理想情况下，科学家会搜集所有的这些

样本，并确定其分布参数．如果无法搜集到全部样

本，那么就搜集一个很大的并且具有代表性的数据

子集．通过大量的且具有代表性的子集计算模型的

参数，如果数据具有足够的代表性，被计算出的参数

将与自然模型的参数相同．然而Ｐｅａｒｓｏｎ学派的方

法存在一个根本性的缺陷，如果所获得的数据被称

为“便利样本”（ｏｐｐｏｒｔｕｎｉｔｙｓａｍｐｌｅ），即属于那些最

容易得到的数据，这些数据并不能真正代表自然

模型．

２０世纪３０年代的早期，印度发现了一个便利

抽样的典型案例，为了估计孟买码头上大批黄麻的

价值，需要从每包中抽取一些样品，黄麻的质量由这

些样品来确定．抽样是将一把中空的圆形刀片插入

包中，再拔出来，刀片中央的空处带出了少量的黄
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①

②

③

④

其本质就是同分布条件．
这里的“样本”就是“样本集”，在统计学中，由于一般不考虑
单独样本的问题，因此，在计算机科学中使用的“样本集”，
在统计学中就称为样本．由于本文涉及统计学的内容，对它
的概念和事实，使用“样本集”很别扭且可笑，因此，在不致
引起混乱时，我们有可能不加指出地使用“样本”一词，但
是，其含义就是计算机科学中的“样本集”．
零假设：关于自然模型未知分布的信息所做的统计假设．根
据零假设可以构造出一个性质优美的统计量，通过这个统
计量来做统计推断．
承认零假设成立的基础上，构造一个统计量，这个统计量的
分布即为零分布．



麻，但是由于天气和包装运输的原因，外层黄麻会变

质，而由于在中间的黄麻被压紧，并结成一块，导致

空心刀片难以插入，这样，所取的样本多是外层已经

变质的黄麻，这种“便利样本”就会产生偏差，由此，

导致评价整包黄麻质量偏低，实际上整包黄麻的质

量要高得多［２１］．

这个例子说明了收集具有代表性样本对估计模

型准确性的重要性．为了收集能够准确估计自然模

型的具有代表性的子样本，当时出现了“判断样本”

（ｊｕｄｇｍｅｎｔｓａｍｐｌｅ）的方法
［２１］．这个方法是将自然模

型划分为几个子模型，每个子模型都由某些样本来

“代表”，这些“代表”的样本组成的集合作为判断样

本．但是只有对自然模型有充分了解之后，才能将自

然模型划分为一些能用个体样本来代表的子模型，

这样判断样本才具有代表性，如果我们对自然模型

已经了解得那么清楚，就无需进行抽样［２１］．

Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ
［２１］建议采用随机样本（ｒａｎｄｏｍ

ｓａｍｐｌｅ）来推断有限自然模型．这种采样得到的样本

优于 便 利 样 本 和 判 断 样 本．最 初 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ

（１９４６）在研究作物产量上使用交叉抽样方法（Ｈａｌｆ

Ｓａｍｐｌｅ），之后 ＭｃＣａｒｔｈｙ（１９６６）将其扩展到抽样调

查领域．在抽样调查领域，仅从自然模型随机抽取，

得到所有可能样本中的一次采样，并依此来推断自

然模型，其推断结果是否准确可靠，无法衡量，通过

重复采样法进行抽样得到犓 个子样本集，由于各个

子样本集都独立且采样方式相同，若各子样本集的

估计结果一致或者比较接近时，推断结果的真实性

比较容易让人信服．此时的采样方法是基于从自然

模型上重复采样的原则．１９６９年 Ｈａｒｔｉｇａｎ提出了

ＲａｎｄｏｍＳｕｂＳａｍｐｌｉｎｇ方法，并首次将此方法用在

统计量估计中［２２］．

传统统计学需要研究的问题是：如何利用样本

犡＝｛犡１，犡２，…，犡狀｝中的信息，对自然模型分布做

出判断．将样本中的信息加工处理，用样本上的函数

来构造统计量犜＝犜（犡）（如样本均值、样本方差、回

归曲面、分类函数等），用统计量来体现自然模型的

信息．统计量只依赖于样本，而与参数无关．

无偏性是衡量统计量的一个基本准则，其实际

意义是无系统误差，即统计量的数学期望等于自然

模型的参数θ（犈犜＝θ）．对实际问题，无偏估计一般

是不可能的，我们只是希望能够找到偏差较小的统

计量，或者采用某种方法降低统计量的偏差．重采样

方法刀切法［９，２０］就是其中一种．

４　刀切法

１９４９年，Ｑｕｅｎｏｕｉｌｌｅ提出了刀切法，这是近代

重采样方法的标志，以后，由 Ｑｕｅｎｏｕｉｌｌｅ（１９４９，

１９５６）和Ｔｕｋｅｙ（１９５８）不断完善，重采样方法成为统

计学的重要方法之一．

刀切法的原始动机是降低估计的偏差．常用做

法是：每次从样本集中删除一个或者几个样本，剩余

的样本成为“刀切”样本，由一系列这样的刀切样本

计算统计量的估计值．从这一批估计值，不但可以得

到算法的稳定性衡量（方差），还可以减少算法的偏

差．这个方法暗示，刀切法的样本集需要事先给定，

即，它的重采样过程是在给定样本集上的采样过程．

最简单的一阶刀切法描述如下［９］：

假设独立同分布的样本犡＝｛犡１，犡２，…，犡狀｝

来自一个未知概率模型犉θ，θ＝θ（犉）是未知参数，

＾
θ＝犜（犡）是估计统计量，则θ的刀切法估计为

θ
～

＝狀
＾
θ－（狀－１）

１

狀∑
狀

犻＝１

＾
θ－犻，

其中＾θ－犻＝犜（犡（犻））是刀切样本集犡（犻）上的统计量，

犡（犻）＝｛犡１，…，犡犻－１，犡犻＋１，…，犡狀｝，是把原样本集

中第犻个样本剔除后剩余的狀－１个样本组成的

集合．

刀切法的最重要的性质是：刀切估计可以将偏

差从犗（１／狀）减少到犗（１／狀２），并可以修正估计为无

偏估计，但是并不能保证减少方差．这个性质描述如

下［２３］：

设犡＝｛犡１，犡２，…，犡狀｝为独立同分布样本集，

犡犻～犉（狓，θ），其中θ∈Θ为未知参数，统计量犜（犡）

为θ的估计，若其偏差为

犅犻犪狊（θ）＝犈（犜（犡）－θ）＝∑
∞

犽＝１

犫犽（θ）

狀犽
＝犗

１（ ）狀 ，

则θ的刀切法估计的偏差为犅犻犪狊犑（θ）＝犗
１

狀（ ）２ ．
虽然刀切法可以降低估计偏差，但当参数不光

滑（ｓｍｏｏｔｈ）时，刀切法会失效．此处光滑是指样本

集上的微小变化，只会引起统计量的微小变化．最简

单的不光滑的统计量是中位数（ｍｅｄｉａｎ），中位数是

刻画随机变量分布“中心”的统计量．满足犘（犡

犿（犡））１／２且犘（犡犿（犡））１／２的实数犿（犡）

称为中位数，在样本集上，样本中位数定义为犿（犡）＝

１／２犡［狀／２］＋犡［狀／２］［ ］＋１ ．通俗地说，将一维样本排序，

处在最中间位置的那个数据（或最中间两个数据的
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平均数）即为这组数据的中位数．Ｅｆｒｏｎ指出
［２４］刀切

法在估计中位数时会失效，而自助法可以有效地给

出中位数的估计．用老鼠数据
［２４］的例子来说明，９个

排好序的样本分别为

１０，２７，３１，４０，４６，５０，５２，１０４，１４６，

这个样本集的中位数是４６（样本个数是奇数，中位

数为最中间位置的样本）．如果改变第４个样本狓＝

４０，当狓增加至并且超过４６，中位数才会改变，之前

中位数不改变．当样本从４６继续增加直至５０，中位

数和此样本值相同，超过５０之后，中位数变为５０．

使用一阶刀切法估计中位数，先去掉第一个样本

狓＝１０，剩余８个样本的中位数是４８（４６与５０的算

术平均值），依次去掉相应的第犻个样本，得到如下

中位数估计结果：

４８，４８，４８，４８，４５，４３，４３，４３，４３．

刀切法只得到３个不同的中位数估计，方差较

大．而自助法的采样方法使得样本集变化较大，会得

到比较敏感的中位数变化．并且，在大样本性质上，

中位数的刀切法估计的标准差是不相合的（不能收

敛到真实的标准差）．而自助估计是相合的．

５　自助世界

１９７９ 年 Ｓｔａｎｄｆｏｒｄ 大 学 统 计 系 的 Ｂｒａｄｌｅｙ

Ｅｆｒｏｎ在统计学刊物《ＴｈｅＡｎｎａｌｓｏｆＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ》上发

表了开创性论文———“自助法：从另一个角度看刀

切法 （Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ Ｍｅｔｈｏｄｓ：ＡｎｏｔｈｅｒＬｏｏｋａｔｔｈｅ

Ｊａｃｋｋｎｉｆｅ）”
［１０］．发表过程具有戏剧性，最初，杂志编

辑毫不客气地拒绝了这篇文章，理由是“太简单”，目

前，这个方法的影响可从有影响的重要杂志发表有

关文章上得到证实：从１９８２年开始几乎在每个数理

统计期刊上都刊登一篇或者多篇与自助法相关的文

章．并且关于自助法主题的论文也不断出现在计算

机学科的杂志上．

Ｅｆｒｏｎ在１９７９年的这篇文章指出了自助法与

刀切法的关系．（１）自助法通过经验分布函数构建

了自助法世界，将不适定的估计概率分布的问题转

化为从给定样本集中重采样．（２）自助法可以解决

不光滑参数的问题．遇到不光滑（Ｓｍｏｏｔｈ）参数估计

时，刀切法会失效，而自助法可以有效地给出中位数

的估计．（３）将自助法估计用泰勒公式展开，可以得

到刀切法是自助法方法的一阶近似．（４）对于线性

统计量的估计方差这个问题，刀切法或者自助法会

得到同样的结果．但在非线性统计量的方差估计问

题上，刀切法严重依赖于统计量线性的拟合程度，所

以远不如自助法有效．

Ｅｆｒｏｎ的这篇文章是对刀切法的一种新的统计

学解释．Ｅｆｒｏｎ将刀切法纳入了自助法的体系中，并

构建了从真实世界（自然模型）到自助世界的采样过

程．这里，自助世界是基于经验分布函数从给定样本

集重采样获得．

样本集犡＝｛犡１，犡２，…，犡狀｝来自一个未知概率

模型犉，θ＝θ（犉）是我们关注的未知参数，^θ＝犜（犡）

是估计参数的统计量，它们可以通过传统统计方法

（极大似然，ＭＡＰ等）获得，定义犚（犡，犉）＝犜（犡）－

θ（犉）．然而我们不仅关注估计值本身，同时也关注

统计量的准确程度，是无偏估计吗？距离真实值的偏

差是多少？稳定吗？方差是多少？但是这样的问题往

往无法回答，因为我们不了解自然模型本身，我们面

对的只有从自然模型中的采样结果———样本集．

我们可以在给定样本犡的条件下，构造犉的估计

＾
犉狀，然后从分布

＾
犉狀中重新生成一批随机样本犡

＝

｛犡
１，犡


２，…，犡


犿｝．如果

＾
犉狀是犉 的一个足够好的估

计，那么犡与犉 的关系会从犡和＾犉狀的关系中体现

出来（图２）．

图２　自助采样示意图
［２４］

自助法定义如下［１０］：样本集｛犡１，犡２，…，犡狀｝来

自一个未知概率模型犉，关注统计量犜（犡１，犡２，…，

犡狀；犉），定义
＾
犉狀：^犉狀（犡）＝

１

狀∑
狀

犻＝１

犐（犡犻狓）（其中

犐（·）为示性函数）是样本集｛犡１，犡２，…，犡狀｝上的

经验分布函数（ＥｍｐｉｒｉｃａｌＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ），

其中每个样本的概率均为１／狀．从
＾
犉狀上犿 次随机采

样得到自助样本集为｛犡
１，犡


２，…，犡


犿 ｝，目的是用

自助样本集上的统计量犜（犡
１，犡


２，…，犡


犿 ；^犉狀）的

分布去逼近原样本集上统计量犜（犡１，犡２，…，犡狀；

犉）的分布．其中犿表示自助样本集中样本的个数，狀

７６８５期 毕　华等：重采样方法与机器学习



表示原始样本集中样本的个数．产生过程如下：

犉 →
ｉｉｄ
｛犡１，犡２，…，犡狀｝→犜（犡１，犡２，…，犡狀；犉）

＾
犉狀 →

ｉｉｄ
｛犡

１，犡

２，…，犡


狀｝→犜（犡


１，…，犡


狀 ；^犉狀）

从自然模型采样得到样本集，基于此样本集进行学

习．如果样本集是对自然模型的独立同分布的采样，

那么，在统计上，这样的样本集对自然模型是理想

的，它可以很好地拟合自然模型．传统统计学的样本

是定义在事先给定的空间上，即空间维数确定，通常

可以理解为欧式空间中的点．对自然模型进行估计，

并基于这个估计使用自助法得到自助样本集，可以

不受样本空间维数固定的制约，并且可以追加新样

本．学习的模型在统计意义下可对自然模型进行解

释．重采样的次数是有限的，需要我们设计采样方法

使得重采样样本构建的算法具有代表性，虽然自助

法本身没有对算法类型做任何限制，但是弱可学习

这个条件对于算法建模来说，容易满足，并且能够适

用在自助样本集上．从自助法的采样过程来看，弱可

学习建立的模型只依赖于部分样本，为了得到自然

模型的拟合，需要考虑某种集成方法，将这些自助样

本集上的学习算法集群起来．

６　自助法的统计性质

我们斟酌再三，还是决定在本文的正文中包含

这一节．在这一节中，我们描述了自助法的统计性

质，并简单说明了这些性质的证明．正是这些性质解

释了自助法之所以被广泛应用的原因．我们之所以

描述这些性质，主要原因是：这篇文章的读者应该是

计算机科学家和工程师，他们是从 Ａｄａｂｏｏｓｔ之类

的算法了解自助法的，而讨论这些算法的文章，往往

不介绍这些统计学的结论．当我们试图将这个方法

用于解决更为广泛复杂的问题，而不是仅仅局限在

算法设计复杂性时，例如，经验模型问题、结构化数

据问题等，我们就需要了解这些性质以及它们成立

的条件．我们将有些重要定理的证明罗列在正文之

中，就是显现地引起读者注意这个问题，以便激发大

家的联想．

６１　自助样本集上均值的相合性

定义原样本集上估计偏差为犚（犡，犉）＝犜（犡）－

θ（犉），自助样本集上估计偏差为犚＝犚（犡，^犉狀）．

注意，这里衡量的是自助样本集与原样本集的差别，

并试图用犚近似犚．

最早统计学方面关于自助法收敛的定理，特指

自助样本集上样本均值的收敛，结论是１９８１年由

Ｂｉｃｋｅｌ与Ｆｒｅｅｄｍａｎ
［２５］和Ｓｉｎｇｈ

［２６］分别独立给出的．

他们分别指出方差或三阶矩有限的独立同分布随机

变量的样本均值在自助样本集上的渐进相合性．考

虑最简单的参数均值μ，常用的统计量样本均值

μ狀＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犡犻，样本方差狊
２
狀＝

１

狀－１∑
狀

犻＝１

（犡犻－μ狀）
２．

由中心极限定理，犚（犡，犉）＝槡狀（μ狀－μ）／狊狀 →
犘

犖（０，１），即样本均值分布收敛到标准正态分布．

自助样本集上的均值估计定义为μ

犿＝
１

犿∑
犿

犻＝１

犡
犻，

自助样本集上的方差狊狀 ＝
１

犿－１∑
犿

犻＝１

（犡
犻 －μ


犿 ）

２．在

重采样过程中，｛犡
１ ，犡


２ ，…，犡


犿｝被看成从经验分

布函数
︵
犉狀上独立同分布的采样，犚

 ＝槡犿（μ

犿 －

μ狀）／狊

犿，如下定理说明自助样本集上的犚

的弱收

敛性．

定理１
［２５］．　一维情况．

假设样本｛犡１，犡２，…，犡狀，…｝满足独立同分

布，并具有有限方差σ
２．沿着几乎所有的样本序列

犡１，犡２，…，犡狀，…，给定｛犡１，犡２，…，犡狀｝，当狀，犿→

∞有：

（１）槡犿（μ

犿－μ狀）条件概率弱收敛于犖（０，σ

２）；

（２）狊犿 →σ
２条件概率收敛：即ε＞０，犘｛｜狊犿 －

σ｜＞ε｜犡１，犡２，…，犡狀｝→０，犪!狊!．（犪!狊!即几乎处处收

敛或概率１收敛）．

定理２
［２５］．　高维情况．

假设样本犡１，犡２，…，犡狀，…满足犚
犽空间上的

独立同分布，并具有有限方差犈｛犡１
２｝＜∞，^犉狀

是给定｛犡１，犡２，…，犡狀｝上的经验分布函数，｛犡

１，

犡
２，…，犡


狀 ｝是从

＾
犉狀上条件独立同分布采样．沿着

几乎所有的样本序列犡１，犡２，…，犡狀，…，当狀，犿→

∞，有：

（１）槡犿（μ

犿 －μ狀）的条件分布依概率收敛到正

态分布，其均值为０，协方差为犮狅狏（犡）．

（２）｛犡
１，犡


２，…，犡


犿 ｝的经验协方差条件收敛

到犮狅狏（犡）．

１９８１年Ｓｉｎｇｈ进一步证明了在三阶矩有限的

条件下自助样本集上统计量的一致收敛性，同时收

敛速度比传统正态方法的收敛速度快．

定理 ３
［２６］．　 问 题 描述同 前，定义 　∞ 即

ｓｕｐ狓∈犚 　：

（１）若犈犡３＜∞，犉非格分布①，那么

８６８ 计　　算　　机　　学　　报 ２００９年

① 格分布是一种离散分布，其取值表示为犪＋犫狀的形式，其中

犪，犫≠０，狀是整数



狀１
／２
‖犘｛狀

１／２（μ狀－μ）／σ狓｝－犘
｛狀１

／２（μ

狀 －μ狀）／

狊狀狓｝‖∞→０，ａ!ｓ!；

（２）若犈犡３＜∞，犉格支撑为犺①，

ｌｉｍｓｕｐ狀→∞狀
１／２
‖犘

｛狀１
／２（μ


狀 －μ狀）／狊狀 狓｝－

犘｛狀１
／２（μ狀－μ）／σ狓｝‖∞ ＝犺／ ２πσ槡

２ａ!ｓ!．

　　由上面的两个定理可知，自助法的理念认为：

如果独立同分布样本采自自然模型，同时满足方差

有限或者三阶矩有限这个条件，并且样本个数无限，

通过自助法采样构造出的自助世界可以估计出真实

世界的有效信息，并且估计的速度也优于传统的统

计方法．样本均值在传统统计学中是一个重要统计

量，它衡量了样本的平均程度的刻画，并且是正态分

布的重要参数，自助方法能够在大样本性质下（样本

个数趋于无穷，同时自助样本集中的样本个数也随

着趋于无穷）具有均值的相合性，只需满足独立同分

布和矩有限两个条件．

６２　均值自助估计的相合性

１９９０年Ｄｒａｇｏ
［２７］指出，之前那些研究自助法收

敛的文章主要集中在样本容量和自助样本容量趋向

无穷时的收敛性质．他定义了诸如均值、方差、均值

标准差此类统计量的自助估计，并给出在样本容量

有限的条件下，这些统计量的自助估计随着犅→∞

的收敛性．

先给出统计量的自助估计的定义：独立地进行

自助法采样 犅 次，得到 犅 个自助样本集犡犫＝

｛犡犫
１ ，犡

犫
２ ，…，犡

犫
犿 ｝，犫＝１，２，…，犅 （每个自助样本

集都包含犿 个自助样本）．可以得到第犫个自助样

本集上的统计量：犜（犡犫；^犉狀）≡犜
犫，犫＝１，２，…，犅．

定义统计量的自助估计为

＾
犜（·）＝

１

犅∑
犅

犫＝１

犜犫．

偏差的自助估计为

犫犻犪狊犅＝
１

犅∑
犅

犫＝１

犜犫－犜＝
＾
犜（·）－犜．

方差的自助估计为

犞犪狉犅＝
１

犅∑
犅

犫＝１

（犜犫－
＾
犜（·））２．

定理４
［２７］．　样本集｛犡１，犡２，…，犡狀｝独立同分

布，且方差有限，考虑最简单的统计量样本均值时，

犅→∞，均值方差的自助估计就是均值方差的传统

估计，即

犞犪狉犅＝
１

犅∑
犅

犫＝１

（μ
犫－^μ

（·））２→犞犪狉（μ狀）．

需要注意的是统计量的自助估计偏差衡量的是

与原样本集上统计量的差别，而非与真实世界的参

数的差别．

证明．　

（１）先给出样本均值方差的传统形式：

样本均值μ狀＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犡犻，样本方差狊
２
狀＝

１

狀－１
·

∑
狀

犻＝１

（犡犻－μ狀）
２．样本均值的方差为

犞犪狉（μ狀）＝犞犪狉
１

狀∑
狀

犻＝１

犡（ ）犻 ＝ １狀犞犪狉（犡犻）＝
１

狀
σ
２．

　　用样本方差代替方差可得样本均值的方差估计：

犞犪狉（μ狀）＝
１

狀
狊２狀．

（２）样本均值的自助方差估计

均值的自助估计为

＾
μ
（·）＝

１

犅∑
犅

犫＝１
μ
犫，μ

犫＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犡犫
犻 ．

均值的方差的自助估计为

犞犪狉犅＝
１

犅∑
犅

犫＝１

（μ
犫－^μ

（·））２．

根据Ｔｃｈｅｂｙｃｈｅｆｆ不等式：

犘｛｜犞犪狉犅－犈（犞犪狉犅）｜＜ε｝＞１－
１

ε
２犇（犞犪狉犅）．

由（Ｃｒａｍｅｒ（１９４６））定理可以得到

ｌｉｍ
犅→∞
犇（犞犪狉犅）＝０，　犈（犞犪狉犅）＝

１

狀
狊２狀．

　　所以由弱大数收敛定理可得：

ｌｉｍ
犅→∞
犞犪狉犅 ＝犈（犞犪狉犅）＝

１

狀
狊２狀，

　　所以得到结论． 证毕．

算法建模中样本容量都是有限的，研究在有限

样本的情况下样本均值的性质是重要的，从定理的

证明可以看出，ｌｉｍ
犅→∞
犇（犞犪狉犅）＝０，样本均值的方差在

自助法的意义下，是稳定的．重采样的这个过程当

犅→∞时可以得到很稳定的估计量．

７　自助法的理论基石

自助法之所以成功，是因为自助法不需要对未

知自然模型做任何假设，也无需事先推导出估计量

的精确解析式，只需重采样并计算估计值．这样看

来，本质上是一种非参数方法［２８］．在实现过程中，计

算机的地位不容忽视［２９］．因为其中用到了大量的计

９６８５期 毕　华等：重采样方法与机器学习
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算，如果没有计算机，自助法理论只能是纸上谈兵．

同时由于对于自然模型参数的一些估计无法得到明

确的解析式，自助法的出现使得我们绕过这种繁琐

的理论推导．自助法有两个重要的理论基础，其暗示

了这种方法需要满足的条件．

犌犾犻狏犲狀犽狅犆犪狀狋犲犾犾犻引理

１９１６年 Ｃａｎｔｅｌｌｉ发现了统计学基本原理即

ＧｌｉｖｅｎｋｏＣａｎｔｅｌｌｉ引理，指出尽管存在一些数据，对

其概率分布一无所知，但数据本身可以用来构造一

个非参数分布．虽然其数学函数不优美，还有很多断

点，但是还是可以通过增大观测值的数量，来使不那

么美的经验分布函数（ｅｍｐｉｒｉｃａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃ

ｔｉｏｎ）越来越接近真实的分布函数．经验分布的构造

只需一系列的简单数学［３０］．

早期的ＧｌｉｖｅｎｋｏＣａｎｔｅｌｌｉ引理针对一维变量，

１９３３年，ＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖＳｍｉｒｎｏｖ发现经验分布函数

收敛到真实分布函数的渐近准确估计，并指出这种

收敛不依赖于真实分布函数的具体形式．这为自助

法在高维分布上的使用提供了定理保证．

非参数检验

非参数检验有两个很重要的问题：若数据具有

一个已知的参数分布，比如正态分布，这种情况下我

们采用非参数分析方法会产生什么问题？若数据不

太适合采用参数模型（ｐａｒａｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌ），那么数据

必须偏离参数模型多远时，使用非参数方法才会更

优．１９４８年Ｐｉｔｍａｎ成功地解决了两大疑问．他指

出：当知道参数模型和本应使用特定的参数检验时，

即使采用非参数检验，效果也根本不差；如果数据稍

稍偏离参数模型，则非参数检验将远远地胜于参数

检验［３０］．这就为自助法在非参数检验方面扫清了障

碍．传统的参数检验依赖于正态分布的假设，但是如

果假设错误，会造成很大的偏差，自助法本质上是非

参数的不依赖于自然模型的具体形式．

８　自助法的几何解释

１９９３年，Ｅｆｒｏｎ
［２４］给出了自助法的几何解释．在

这一节中，不再把参数＾θ看成样本犡 的函数，而是

固定样本犡 把概率分配给每个样本．设概率向量

犘＝（犘
１，犘


２，…，犘


狀 ）满足０犘


犻 １和∑

狀

犻＝１

犘
犻＝１，

使得＾犉＝
＾
犉（犘）是分布函数．定义

＾
θ
作为犘的

函数，记为犜（犘）．
＾
θ
＝犜（犘）≡狋（^犉（犘））这样的

定义使得犉上的函数狋转换成了犘上的函数犜．

向量犘是一个狀维单纯型（ｓｉｍｐｌｅｘ）．狀＝３时单纯

型是一个等边三角形（图３）．

图３　３维单纯型

图４　单纯型的平面图

我们定义犘０＝
１

狀
，１
狀
，…，１（ ）狀

Ｔ

，此时犜（犘０）表

示３维单纯型的中心（图４）．刀切法的统计量为
＾
θ（犻）＝

犜（犘（犻）），其中犘（犻）＝
１

狀－１
，…，０，

１

狀－１（ ，…，１
狀 ）－１

Ｔ

（见图４的空心点）．

　　而自助法相等于一个多项分布抽取狀犘
：

犘
～
１

狀
犕狌犾狋（狀，犘０）．

此分布的均值向量和协方差矩阵如下：

犘
～ 犘０，

犐

狀２
－
犘０犘０Ｔ［ ］（ ）狀

．

犜（犘）构成了单纯型上一个曲面，如图５所示．

图５　犜（犘）构成的曲面
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自助法的几何解释使得我们可以从样本集上采

样策略来理解自助法，所关心的统计量犜（犡）可以

看成犘的函数，犘被认为是自助样本集上的采样

策略．

９　自助法研究现状

Ｅｆｒｏｎ于１９７９年提出了自助法，他指出通过经

验分布逼近真实分布，可以在原样本集上“有放回抽

样”，从而得到自助样本集，重复犅次得到统计量的

偏差和方差，并证明了自助法和刀切法在估计中位

数上的显著不同．１９９１年Ｅｆｒｏｎ在Ｓｃｉｅｎｃｅ上发表

论文 （ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＤａｔａＡｎａｌｙｓｉｓｉｎｔｈｅＣｏｍｐｕｔｅｒ

Ａｇｅ
［３１］），确认自助法是计算机时代运算密集型

（Ｃｏｍｐｕｔｅｒｉｎｔｅｎｓｉｖｅ）统 计 方 法 之 一．１９９６ 年

Ｂｒｅｉｍａｎ研究了“重采样技术”在估计和分类器设计

中的应用，提出了Ｂａｇｇｉｎｇ
［８］和 Ａｒｃｉｎｇ

［３２］．２００３年

ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅ出版特刊，以纪念自助法发表２５

周年．３０年的系统研究使得有关自助法的书籍和论

文层出不穷，并广泛应用在统计学的各个领域．这

里，我们仅仅简要介绍自助法在丰富统计学研究上

的几种典型应用．

在２１世纪之前，自助法的研究主要集中在统计

量上，换句话说，就是研究这种方法在统计学上的性

质．在２０世纪后期，自助法的研究开始与统计建模

的研究联系在一起．之后，它的研究与机器学习的研

究越来越难以区分，尽管在文章的风格和关注的问

题上，可以看出作者属于哪个领域，但是，从解决的

问题来看，不外乎就是分类与回归．

如果是从给定有限样本集进行重采样，这时，独

立同分布是自助法必须满足的条件，目前所获得的

所有有关的性质均需要满足这个条件．Ｅｆｒｏｎ最早

在１９７９年的论文中使用的例子就是独立同分布数

据的自助法，它是重采样理论中发展最早的结果．

对于独立同分布样本｛犡１，犡２，…，犡狀｝，如前所

述，选取经验分布＾犉狀作为真实分布犉 的估计，当确

定犉的经验分布后，从自助世界采样这一过程就马

上简化为“有放回的简单随机抽样”（因为经验分

布的本质也就是每个样本出现的概率都相等），即

从｛犡１，犡２，…，犡狀｝中有放回地随机抽取｛犡

１，

犡
２，…，犡


犿｝．比如我们想要估计的统计量是均值，即

犜狀＝槡狀（珡犡狀－μ）／σ，其自助法估计是犜

狀＝槡犿（珡犡

犿 －

＾
μ）／^σ．

如何衡量自助法结果的逼近程度呢？上节给出

Ｂｉｃｋｅｌ和Ｆｒｅｅｄｍａｎ以及Ｓｉｎｇｈ证明自助法相合性

的定理，是渐进相合的．而Ｓｉｎｇｈ进一步证明了在方

差有限的情况下，自助法近似比传统正态近似的收

敛速度要快．自助法的优良性质都是在矩存在且有

限的情况下成立的，如果此条件不再符合，通常的自

助法就会失效．如随机变量的均值有限但方差无限，

具体如自然模型服从稳定分布（α∈（０，２）），此时方

差是无限的，这种情况下Ａｔｈｒｅｙａ
［３３］证明：如果仍然

对统计量犜狀进行常规的自助法逼近，那么这个近似

将收敛到一个随机极限．解决的办法是重采样的样

本量适当取小，让犿＝狅（狀），狀→∞．

１９８７年Ａｔｈｒｅｙａ指出在方差有限的情况下，统

计量的自助法估计才具有优良性质，如果条件不满

足，通常的自助法就会失效．并证明了如下定理．

定理４
［３３］．　样本集｛犡１，犡２，…，犡狀｝独立同分

布，犈犡２１＝∞，任给实数集｛狓１，狓２，…，狓狀｝，随机向量

序列 犎狀（狓犻，ω），犻＝１，２，…，犽｝收敛到随机向量

犎（狓犻，ω），犻＝１，２，…，犽，其中 犎狀（狓犻，ω）＝犘（犜狀

狓｜犡狀），犜狀＝狀（μ

狀 －μ狀）／ｍａｘ（犡１，犡２，…，犡狀）．

证明见文献［３３］．

从这个定理可以得知，在方差不存在的条件下，

自助法会失效，均值的自助估计的分布收敛到一个

随机向量，而非原样本集上的统计量的分布．

Ｅｆｒｏｎ在他１９７９年的论文中考虑了多元回归

的情形，主要是用自助法来近似回归系数的分布．

我们知道回归模型的常用方法是最小二乘法

（ＬＳＥ），但最小二乘法的使用有３个假设条件：误差

项独立且等方差；自变量不受噪音污染；误差项方差

有限．由于最小二乘法对模型假设很敏感，使得有重

尾①的误差分布或者有异常点（ｏｕｔｌｉｅｒ）时最小二乘

法就会失效．在面对异方差的误差②、残差有相关结

构，非线性模型，非高斯误差分布或者更复杂的数据

结构诸如此类的回归问题时我们可以采用自

助法［３４］．

有两种自助法处理回归模型．第一种是将自助

法参数化，对回归残差进行重采样．首先用所有样本

建立回归模型，得到相应残差之后将残差中心化，然

后从中心化的残差ε

犻 中重采样，并根据之前估计的

回归方程重新计算因变量的值，即

１７８５期 毕　华等：重采样方法与机器学习

①

②

重尾即高阶矩发散，从某一阶开始的高阶统计量变成无穷
大，直接限制了系统的预测性．传统统计学中常用的正态分
布和指数分布族不是重尾分布．
异方差指回归模型的误差方差不相等．



犢
犻 ＝狓犻β＋ε


犻 ，犻＝１，２，…，狀，

得到狔值后重新计算回归系数，重复这样的步骤，最

后就可以用重采样计算的回归系数来近似其分布．

第二种回归自助法是自助法采样的直接应用．

对样本集进行有重复采样，基于重采样的自助样本

集建立回归模型．Ｅｆｒｏｎ指出第二种回归自助法在

模型假设偏差的情形下不敏感．

自助法最初是为了评估统计量准确性或评估预

测精度而生的一种方法．如何用它来改进估计或改

进预测呢？机器学习中的算法多是不光滑非线性的，

基于此原因，自助法在改进算法性能方面的应用效

果受到了Ｂｒｅｉｍａｎ的关注
［３５３６］．１９９６年Ｂｒｅｉｍａｎ将

“重采样技术”用在估计和分类器设计中，提出了

Ｂａｇｇｉｎｇ，即Ｂｏｏｔｓｔｒａｐａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ（自助聚集），同

时Ｓｃｈａｐｉｒｅ基于ＰＡＣ框架提出了Ｂｏｏｓｔｉｎｇ．此后

Ｂｏｏｓｔｉｎｇ广泛应用在计算机各个领域，并且保持很

好的效果．

这和机器学习的特点有很大关系．机器学习算

法试图在假设空间中找到最优的函数（最接近真实

函数的假设函数）．设计假设空间时，需要注意两个

问题：假设空间的大小和假设空间是否包含真实函

数．如果假设空间很大，则需要更多的样本来限制搜

索［３７］．Ｄｉｅｔｔｅｒｉｃｈ
［３７］在统计、计算和表示等３个方面

总结了Ｂｏｏｓｔｉｎｇ集群各个弱分类器的效果优于单

个分类器的原因．

（１）统计上的原因

对于一般的学习任务，往往要搜索的假设空间

十分巨大，但是能够用于训练分类器的训练集中样

本个数不足以用来精确地学习到目标假设．这时，学

习的结果便可能是一系列满足训练集的假设，而学

习算法能够选择这些假设之一，作为学习到的分类

器的输出．然而，通过机器学习的过拟合问题的研

究［３８］，我们看到，能够满足训练要求的多个假设，却

不一定在实际应用中具有同样好的表现．这样，当学

习算法要选择哪个假设作为输出时，就会面临一定

的风险．如果把多个假设集群起来，则能够降低这种

风险（这可以理解为通过集群使得各个假设和目标

假设之间的误差得到一定程度的抵消）．

（２）计算上的原因

如果学习算法不够好，就无法解决上述搜索问

题．已经证明，试图使用人工神经网络和决策树学

习，得到最好的模型是一个ＮＰｈａｒｄ问题
［５，３７］．其它

的分类器设计算法也面临着类似的计算复杂度的问

题．这使得我们只能使用某些启发式的方法来降低

寻找目标假设的复杂度，但这样的结果是，找到的假

设不一定是最优的．通过把多个假设集群起来能够

使得最终的结果更加接近实际的目标函数值．

（３）表示上的原因

由于假设空间是人为规定的，在大多数机器学

习的应用场合中，实际目标的假设可能并不在假设

空间之中．如果假设空间在某种运算下不封闭，那

么，我们通过把假设空间中的一系列假设集群起来，

就有可能表示出不在假设空间中的目标假设．

在机器学习中分类器的优劣受以下几方面影

响：模型的不正确假设；分类器复杂程度太低以至于

不足以拟合模型；分类器变量的错误选择；分类器的

不稳定性（样本集的微小变化会引起分类器的较大

变化）．采用弱分类器集群可以避免这些条件限制，

从而通过集成方法得到强学习器．

１０　自助法与机器学习

１９９１年，Ｅｆｒｏｎ和Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ在Ｓｃｉｅｎｃｅ上发表

文章，将统计建模划分为３个步骤，并以３个问题的

方式说明这３个步骤
［３１］，这３个问题是：

（ａ）收集怎样的数据来解答我们面临的问题？

（ｂ）从这些数据中能得到什么结论？

（ｃ）这些结论的可信程度有多高？

应该说，统计机器学习与Ｅｆｒｏｎ讨论的统计建

模（Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ）是 有 差 别 的，但 根 据

Ｂｒｅｉｍａｎ在２００１年《统计科学》（《ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＳｃｉ

ｅｎｃｅ》）杂志上的文章
［３９］，统计机器学习可以看作统

计建模文化中的一种，因此，Ｅｆｒｏｎ对统计建模需要

考虑的３个问题，也就成为统计机器学习考虑的问

题了．

统计建模基于给定样本集，并认为这个样本集

是对自然模型的一次采样，因此独立同分布是统计

建模的重要条件，只有保证此条件，才能有信心从样

本集中学习到适用的统计模型．很多研究，严格假设

数据来源的分布，甚至更进一步假设为正态分布，但

如果此假设有误，建模就会出现严重偏差．统计机器

学习避免对数据的来源作出假设，如何获得对自然

模型的一个近似数学模型就是机器学习的主要问

题了．

对机器学习来说，根据算法设计的特点，基于重

采样技术的机器学习需要解决的４个问题是样本采

２７８ 计　　算　　机　　学　　报 ２００９年



集、采样策略、算法类型和集群方法．

（１）样本采集．一般来说，此步骤与机器学习无

关．但采样的数据是否足够体现自然模型的信息，对

机器学习来说却至关重要．如果数据不足或偏离太

大，机器学习无论如何努力，也无济于事．与机器学

习一样，统计学对这个问题也十分重视．一般地说，

无论机器学习还是统计学，解决这个问题的一个自

然的考虑是追加样本．但是，由于追加样本付出的代

价太大（时间代价或者花费代价）或者实验条件无法

重现使得这样的方式不可行．考虑经验模型也许是

一个可行的方法．经验模型可以看做是领域专家对

自然世界的一种解释性建模，而它在重采样方法中，

可以理解为专家从自然模型中采样，并由此获得的

模型．因此，它们可以纳入重采样理论框架之中．

（２）采样策略．这个问题与模型集群有关．假设

一个问题被多个子模型①描述，这些子模型是基于

重采样样本建立的，如果模型个数可以趋于无穷大，

此问题可以完美解答．但由于计算的限制，模型个数

是有限的，所以具有不同性质的模型个数必须平衡，

否则在数量上占有优势的模型将使得解答偏向这些

模型给出的解答，这就失去多个模型集群的本意了．

因此，在建立模型时，采用“富信息”策略来保证模型

的差异性，以保证被集群的模型不具有数据量上的

绝对优势．对机器学习来说，采样策略是必须的，其

原因是，我们无法处理无穷次重采样．传统统计学并

不涉及这个问题．

（３）算法类型．重采样没有显现指出使用何种方

法建立模型，也没有指出所建模型的表述形式，甚至

没有说明模型应该满足的条件（例如，Ｓｃｈａｐｉｒｅ的弱

分类器需要满足比随机猜想稍好），仅仅要求通过对

特定问题的观察数据来选择模型．究其原因，主要是

重采样方法的理论建立在采样次数趋于无穷大的基

础上．但是，对计算而言，“采样次数趋于无穷大”是

永远不能满足的，因此，在机器学习中使用这个方

法，还是需要满足弱可学习条件为好．重采样对算法

和模型这种相对宽松的条件，使得我们可以对此有

更多的期望，以解决目前很多难以解决的问题，我们

将在最后一节继续讨论这个问题．

（４）集群方法．如何将已建立的子模型组合在一

起，使其成为一个统一的模型，这就是集群的任务．

模型集群也有学者称为“元学习（ｍｅｔａｌｅａｒｎｉｎｇ）”，

其含义就是将所有子模型理解为一个空间的基集

合，集群就是在这个由子模型张成的空间上的学习．

目前，这个学习的基础是加性函数，或直观地说，就

是考虑子模型的线性组合，学习就是为每个子模型

加上不同的权值．事实上，加性模型暗示的就是一种

投票机制，并以少数服从多数作为问题求解的解答．

如果采用“一人一票制”，就没有在子模型空间上的

学习问题了．但是，被集群的子模型求解能力是不同

的．这就像对一家公司的投资人，不同的投资数量对

公司具有不同的决定权一样，需要对这些子模型加

权．可是如何加权呢？这就需要评价子模型的能力，

可以用重采样的方式解决这个模型评价问题．

尽管机器学习需要考虑的问题与统计学不尽相

同，但是，Ｅｆｒｏｎ提出的３个问题，应该是机器学习

不能逃避的问题．当然，对具体问题的具体考虑则不

同．其中采样次数的有限性和样本采集是在给定的

有限样本集还是自然模型可能是最大的区别．

对机器学习来说，样本集和采样策略是重要的．

后者由于涉及“富信息”问题，受到机器学习研究者

较大的关注．但是，前者似乎更具重要意义，就是如

何采样以及样本形式的要求．重采样方法对这些要

求比传统机器学习的要求低得多．传统机器学习，所

有样本需要定义在事先确定的空间上，这是一个很

大的限制．通过重采样方法建立的集群学习算法尽

管对建立同一子模型需要考虑这个限制，但是，对不

同子模型却没有要求它们必须考虑使用相同形式的

样本，除非重采样仅仅被使用在给定的样本集上，因

此，大大扩展了应用的范围．另外，对经验模型，即仅

仅表现为简单规则的由领域专家总结的知识，同样

可以理解为由专家经过采样后进行分析建立的模

型，这是一个非常有趣的事实．

研究者知道，经验知识是人工智能研究的基石

之一．但是，人们一般不将这类知识的获得与从样本

集经过数学方法建立的模型联系在一起，而且这两

类研究甚至是排他的．５０年前，人工智能就是针对

统计建模的缺陷而提出的一种处理复杂信息的方

法，而２０余年前，人工神经网络（统计机器学习的前

身）又是在人工智能面临困境时发展的产物．难道两

者只能存在之一吗？尽管统计机器学习的泛化理论

对理论研究和应用具有足够的吸引力，但是，要求采

样的样本集与自然模型“同分布”的条件，很多情况

下难以满足．这样，很多从这类样本集发展的算法和

方法可能就难以向实际问题推广．尽管经验模型同
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① 本文在基于ＰＡＣ的讨论中，根据Ｖａｌｉａｎｔ的说法，使用“弱模
型”，这里称它们为“子模型”．但是，它们的特点是相同的．



样具有这个问题，但是，将这类知识作为一种补充

（在某种情况下甚至是决定性的）不失为一种有效的

方案．当然，应该说明我们假设“专家之所以称为专

家，因为他们的确对某个领域有独到的见解”．当我

们将专家的经验知识理解为他们从观测数据总结的

模型时，除了建立模型的方法我们未知之外，观测过

程就可以理解为一次采样，而重采样方法对如何从

数据建立模型，即建模方法，没有确定的限制，这样，

将经验模型集群就是完全可行的方案了．

在基于重采样方法的机器学习中，对建立子模

型的方法没有限制，暗示其背后起作用的样本可以

来自给定数据集，也可以来自自然模型．

集群方法无需多言，只要注意如果将其理解为

一类学习的话，它的建模是在子模型张成的空间上，

而不是样本集或自然模型所依赖的空间．另外，有些

子模型可能有特殊性质，特别是如果考虑经验模型

的话，这就需要仔细研究损失函数的设计．同时，对

一个特定问题，并不是所有子模型都是有意义的，有

的甚至是干扰，这就需要在子模型空间上对其变量

进行选择，这是目前另一个热门话题了．

１１　总结与讨论

像大多数计算机科学家一样，我们首先关注重

采样方法不是从统计学角度，而是弱可学习定理，并

由此长时间研究集群学习，即，Ｂｏｏｓｔｉｎｇ．我们欣赏

这个方法的原因是，使用如此简单的方法，来解决算

法设计复杂性．当时人们的研究主要集中在这类集

群学习如何与 Ｍａｒｇｉｎ联系在一起，以便研究这类

学习范式的泛化能力．

近几年，一些统计学家加入机器学习研究，并将

机器学习研究纳入他们的研究范围，由于他们的研

究结果大多数发表在统计学杂志上，我们不得不开

始寻找这些我们不熟悉的杂志，并浏览这些杂志上

的文章．

事实上，我们第一次阅读Ｄｕｄａ和 Ｈａｒｔ合著的

经典著作《模式分类》（《Ｐａｔｔｅｒｎｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ》）
［４０］

第二版时，发现作者将这个版本发展成为一个模式

识别（也可以称为统计机器学习或基于统计的学习）

研究的大辞典，因此，作者将重采样方法作为一个小

节放在“独立于算法的机器学习”一章中．这个小节

的讨论不是从ＰＡＣ开始，而是基于统计学，因此，并

没有包含弱可学习定理的显现说明，但是，对Ｓｃｈａ

ｐｉｒｅ构造型的证明原理，是以算法的形式表述．这意

味着，作者可能并不欣赏有限样本的统计理论．鉴于

这本书并不是一本关于统计学的著作，因此，这一小

节中并没有包含重采样方法的理论结果．这样，就使

得我们无法了解重采样方法的基础假设和条件．

恰恰此时，我们开始关注变量选择的研究进展，

重采样中最重要的方法———自助法的创始人Ｅｆｒｏｎ

在２００４年给出了一个变量选择的算法ＬＡＲＳ
［４１］，

我们注意到，他研究变量选择的目的之一就是考虑

自助法中的子模型选择．尽管作者没有对这个论题

展开讨论，但是，却引起我们的好奇，并就困惑我们

已久的几个问题发生共鸣．

（１）“富信息”的采样策略依赖给定样本集，如

果这个样本集不能满足同分布条件，这个“富信息”

就成为无米之炊．

（２）目前在机器学习研究中已有大量算法，评

价的方法主要是Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ样本集的测试，相差几

个百分点的算法就能够评价其优劣吗？这些算法是

否应该保留，并让它们在问题求解时起不同作用呢？

（３）经验模型一直被排斥在统计机器学习之

外，这合理吗？它们可以成为一类子模型吗？

为此，我们感到需要详细了解重采样方法的统

计学解释，我们发现，由于隔行的原因，重采样方法

已经发展成为统计学习的基本方法之一，为了说明

这个现实，我们将１９７９年自助法发表之后三十年间

出版有关此问题论述的重要专著罗列如下：

（１）Ｅｆｒｏｎ关于重采样方法的理论基础的著

作［４２］．

（２）Ｈａｌｌ关于自助法和 Ｅｄｇｅｗｏｒｔｈ展开的著

作［４３］．

（３）Ｍａｍｍｅｎ关于自助法收敛的著作
［４４］．

（４）Ｅｆｒｏｎ和 Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ关于自助法在标准误

的估计、各种复杂数据结构、回归分析、偏差估计、与

刀切法的对比、区间估计、置换检验、交叉验证等方

面详细理论和应用的著作［２４］．

（５）Ｓｈａｏ和Ｔｕ关于刀切法和自助法理论和应

用的著作［４５］．

（６）Ｄａｖｉｓｏｎ和 Ｈｉｎｋｌｅｙ关于自助法方法的应

用的著作［４６］．

（７）Ｇｏｏｄ关于自助法用于各种假设检验的著

作［４７］．

通过对重采样方法的统计学研究，使得我们有

必要认清在机器学习中存在的问题及待研究的方
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向．我们从以下几个方面说明这个问题．

（１）自助法世界的分布

在自助法世界中，随机变异（ｒａｎｄｏｍｖａｒｉａｔｉｏｎ）

有两个来源：（１）从自然模型中随机采样得到的原

样本集；（２）从原样本集重采样得到自助样本集．传

统统计学主要集中在第一个变异来源，解决方式有

两种：无限样本的大样本理论或者小样本的精确分

布．基于目前统计学的研究现状，这两种解决方式都

会失效．无法获得无限样本，即使是无限样本，由于

高维数据的稀疏性，使得样本集不足以拟合自然模

型；而精确分布又是一个不适定的问题，人们试图采

用自助法作为逃脱此困境的办法．自助法可以不必

额外增加样本，也避免估计分布，但是，从原样本集

重采样这个过程会增加新的随机变异．第６节介绍

的１９８１年Ｂｉｃｋｅｌ和Ｆｒｅｅｄｍａｎ
［２５］、Ｓｉｎｇｈ

［２６］的两个

定理都是针对简单统计量样本均值的，指出在大样

本的意义下，如果矩有限，自助样本集可以消除第二

种随机变异．

（２）自助法与数据描述的无关性

在自助样本的构建过程中，与数据的描述无关，

给我们在高维空间的维数约简提供了可能．虽然这

种约简还不能达到人能够理解的程度，但是相信至

少提供了某种解释性．

（３）自助法与Ｂｏｏｓｔｉｎｇ的关系

从自助法的几何性质可以得知，所关心的统计

量犜（犡）可以看成犘的函数，而自助法相当于一个

多项分布抽取狀犘，犘
～
１

狀
犕狌犾狋（狀，犘０）．而Ｂｏｏｓ

ｔｉｎｇ可以看成“富信息”策略的重采样，其 犘＝

（ω１，ω２，…，ω狀），基于此点，可以试图将自助法和

Ｂｏｏｓｔｉｎｇ统一纳入重采样的框架中．

重采样方法的一系列的理论结果促使计算机科

学家开始考虑使用这个方法，只要我们注意这个方

法需要满足的条件，即，独立同分布与矩有限．对有

限观察来说，这个理论并没有比其他统计方法为我

们建模带来根本性的改善，但是，这个方法暗示我

们，可以多次采样，多种方式采样，不受建模方法限

制，这为我们带来了巨大的想象与发展空间．特别

是，使得将专家经验模型作为一次采样后的模型成

为可能．这使得人工智能与统计机器学习相互排他

的研究一致达成理解成为可能．

整体而言，对计算机科学来说，与其说重采样方

法是一个理论不如说是一个“方法论”更为恰当．事

实上，重采样告诉我们了一种工作的方法，它绝不是

仅仅简单地解决算法设计复杂性而已．这正是我们

写这篇综述的本意．

今年恰逢“自助法”发表３０周年，作为计算机科

学领域的研究者，将这个在统计学发展并被广泛应

用的理论用于解决机器学习研究中的问题，并希望

它在机器学习研究中扮演更为重要的角色，应该是

一件有趣的事情．
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