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体积平方度量下的特征保持网格简化方法
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摘　要　提出了一种基于体积平方度量的三角形折叠网格简化新方法．新方法通过极小化误差目标函数简化三角

形网格．简化误差定义为三角形简化后产生的网格模型平方体积变化，并以三角形几何形状因子和法向因子作为

约束．简化误差的表示形式为一个二次目标函数，因此，每次简化后三角形网格的新顶点是一个线性问题的解．与

目前简化效率最好的ＱＥＭ方法相比，新方法不增加算法复杂度．如果被简化的三角形是强特征三角形，则用其高

斯曲率最大的顶点作为新顶点，以保持原始模型的细节特征；对于非强特征三角形，新顶点用极小化折叠误差确

定．对于边界三角形，新顶点的位置由不同于内部三角形的方法进行计算，保持了网格的边界特征．最后用实例说

明新方法的有效性．

关键词　网格简化；三角形折叠；ＳＶＥ；特征因子；目标函数；高斯曲率

中图法分类号 ＴＰ３９１　　　犇犗犐号：１０．３７２４／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２００９．００２０３

犉犲犪狋狌狉犲犘狉犲狊犲狉狏犻狀犵犕犲狊犺犛犻犿狆犾犻犳犻犮犪狋犻狅狀犃犾犵狅狉犻狋犺犿犅犪狊犲犱狅狀

犛狇狌犪狉犲犞狅犾狌犿犲犕犲犪狊狌狉犲

ＺＨＯＵＹｕａｎＦｅｎｇ
１）
　ＺＨＡＮＧＣａｉＭｉｎｇ

１），２）
　ＨＥＰｉｎｇ

１）

１）（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犛犺犪狀犱狅狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犑犻狀犪狀　２５０１０１）

２）（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犛犺犪狀犱狅狀犵犈犮狅狀狅犿犻犮犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犑犻狀犪狀　２５００１４）

犃犫狊狋狉犪犮狋　 Ａｎｅｗａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｍｅｓｈｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｗｉｔｈｔｒｉａｎｇｌｅｃｏｌｌａｐｓｅｂａｓｅｄｏｎｓｑｕａｒｅｖｏｌｕｍｅ

ｍｅａｓｕｒｅｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．Ｍｏｄｅｌｓｃａｎｂｅｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｂｙｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇｅｒｒｏｒｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃ

ｔｉｏｎ．Ｓｑｕａｒｅｖｏｌｕｍｅｅｒｒｏｒ，ｓｈａｐｅｆａｃｔｏｒａｎｄｎｏｒｍａｌｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｆａｃｔｏｒｏｆｔｒｉａｎｇｌｅｓａｒｅｃｏｍｂｉｎｅｄｔｏ

ｇｅｔｈｅｒｔｏｄｅｆｉｎｅｔｈｅｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ，ｗｈｉｃｈｃａｎｂｅｄｅｓｃｒｉｂｅｄａｓａｑｕａｄｒａｔｉｃｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ．

Ｎｅｗｖｅｒｔｉｃｅｓｒｅｐｌａｃｅｄｃｏｌｌａｐｓｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｓｃａｎｂｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｌｉｎｅａｒｌｙ．ＣｏｍｐａｒｉｎｇｗｉｔｈｔｈｅＱＥＭ

ｍｅｔｈｏｄｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅｍｏｓｔｅｆｆｅｃｔｉｖｅｍｅｔｈｏｄｓｏｆａｒ，ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｗｉｌｌｎｏｔｂｅｉｎｃｒｅａｓｅｄ．

Ｇａｕｓｓｉａｎｃｕｒｖａｔｕｒｅｆａｃｔｏｒｉｓｃｏｍｐｕｔｅｄｆｏｒｅａｃｈｃｏｌｌａｐｓｅｄｔｒｉａｎｇｌｅａｎｄｕｓｅｄｔｏｉｄｅｎｔｉｆｙｓｔｒｏｎｇｆｅａ

ｔｕｒｅｔｒｉａｎｇｌｅ．Ｆｏｒｎｏｎｓｔｒｏｎｇｆｅａｔｕｒｅｔｒｉａｎｇｌｅ，ｎｅｗｖｅｒｔｅｘｐｏｓｉｔｉｏｎｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇ

ｔｈｅｅｒｒｏｒｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ｆｏｒｓｔｒｏｎｇｆｅａｔｕｒｅｔｒｉａｎｇｌｅ，ｎｅｗｖｅｒｔｅｘｉｓｔａｋｅｎｔｈｅｓｔｒｏｎｇｆｅａｔｕｒｅ

ｖｅｒｔｅｘｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｔｒｉａｎｇｌｅｖｅｒｔｉｃｅｓｆｏｒｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｔｈｅｍｏｄｅｌｆｅａｔｕｒｅ．Ｅａｃｈｃｏｌｌａｐｓｅｄｔｒｉａｎｇｌｅｉｓ

ｐｒｏｃｅｓｓｅｄａｓｉｎｎｅｒｔｒｉａｎｇｌｅｏｒｂｏｕｎｄａｒｙｔｒｉａｎｇｌｅｔｏｋｅｅｐｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｆｅａｔｕｒｅ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｆｏｒ

ｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｔｈｅｎｅｗａｌｇｏｒｉｔｈｍａｒｅｉｎｃｌｕｄｅｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　 ｍｅｓｈｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎ；ｔｒｉａｎｇｌｅｃｏｌｌａｐｓｅ；ＳＶＥ；ｆｅａｔｕｒｅｆａｃｔｏｒ；ｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ；

Ｇａｕｓｓｉａｎｃｕｒｖａｔｕｒｅ



１　引　言

在计算机图形学、虚拟现实、计算机辅助设计应

用中，三维几何模型通常用多边形网格来表示．网格

模型一般采用三角形网格和四边形网格，三角形网

格因为其数学表示简单，通用性、灵活性较好，应用

尤其广泛．随着三维激光扫描技术的发展，三角网格

模型的精度也得到了很大程度的提高，但是随着网

格模型复杂程度的提高，对于计算机的存储、计算和

绘制能力的要求也越来越高，而高复杂度的网格模

型并不是经常需要，因此网格模型的简化和多分辨

率表示显得更为重要．

网格模型简化是指用更少的网格对初始模型进

行表示，并且在简化过程中尽量保持模型形状变化

较小．对于三角形网格简化的研究已有很多，目前常

用的三角网格简化方法可分为几何元素删除法，网

格重新划分法和几何元素折叠法．几何元素删除法

包括顶点删除和三角形删除［１２］，这两种方法需要对

被删除顶点或三角形所在区域进行重新三角化，不

用产生新的网格顶点，但增加了简化操作的复杂性．

网格重新划分方法［３５］需要将原有的网格顶点删除，

通过优化方法重新计算新的网格顶点并作三角划

分，得到具有更少顶点的逼近网格．几何元素折叠

法［６１６］包括边折叠与三角形折叠，会产生一定数量

的新顶点，但不需要对折叠区域重新三角化，具有更

好的稳定性且简化速度快．Ｇａｒｌａｎｄ于１９９７年提出

了一种基于二次误差的边折叠网格简化方法［６］，该

方法简化速度快，简化生成的网格质量好，是目前普

遍认同的一种简化方法，但是该方法误差定义为顶

点到平面的距离平方和，并没有考虑网格自身的其

他几何特性，如三角形网格自身形状、网格模型的内

部体积变化等．文献［７］中提出一种边折叠的网格简

化算法，算法将网格简化和网格优化结合起来得到

了形状较好的网格简化模型，但该方法需要将三维

网格映射到二维平面后做参数化，并将参数化的结

果再映射回三维网格达到网格优化的目的，操作繁

琐．文献［８］中根据网格顶点的法向确定简化误差，

得到一种边折叠的网格简化方法．文献［１３］中提出

了一种体积保持的多分辨率网格模型构造方法，文

中采用了体积变化的绝对值作为误差标准，采用边

折叠方法进行网格化简．文献［１４］简单地引入了顶

点的尖锐特征度，在Ｇａｒｌａｎｄ算法的误差矩阵中加

入一项成为新的误差矩阵，较好地取得了保留网格

特征的效果，但是尖锐特征度的取法过于简单，而且

阈值和惩罚系数需要预先根据经验设定．文献［１５］

中提出了一种局部体积误差的半边折叠网格简化方

法，文中以半边体积变化的绝对值并结合网格曲率

信息定义误差函数，但文中的曲率因子计算方法过

于费时，并且边折叠后新顶点的位置并没有根据网

格体积变化量来确定．文献［１６］用体积变化衡量网

格简化质量，但也没有考虑三角网格形状以及网格

细节特征．

除了边折叠方法之外，基于三角形折叠的网格简

化方法也是构造多分辨率网格模型的重要方法之一．

基于三角形折叠的网格简化方法每次删除一个三角

形相当于作两次边折叠操作，因此在简化率相同情况

下，速度要比边折叠方法快．Ｈａｍａｎｎ于１９９４年提出

了一种基于三角形折叠的网格简化方法［９］，方法根

据三角形的曲率和等角度计算简化后的误差，首先

删除网格模型中狭长的三角形．Ｇｉｅｎｇ也提出了类

似的三角形折叠简化算法［１０］，三角形折叠代价定义

为三角形面积与曲率的乘积，但是这种算法的计算

复杂度较高，并且对于面积与曲率属于两个不同的

几何量，简单的相乘不能有效地反映面积与曲率两

个衡量标准．文献［１１］提出了一种基于二次误差的

三角形折叠简化算法，并给出了一种传递简化误差

的方法，但文中以点到被折叠三角形邻接三角形的

最大距离作为简化误差，对三角形做折叠处理时误

差矩阵对应的逆矩阵不存在，这意味着，对三角形简

化时新顶点位置的计算是不稳定的．从网格简化的

效率和速度出发，本文采用三角形折叠策略进行网

格简化，将简化网格的体积变化、网格形状、细节特

征等因素结合起来定义新的目标函数，使得新顶点

的确定同网格的几何误差之间具有了明确的关系．

图１　边折叠操作

２　基于犙犈犕的三角形网格简化

ＱＳｌｉｍ方法
［６］是Ｇａｒｌａｎｄ等于１９９７年提出的，

该方法基于边折叠机制（如图１所示），首先，为每一

个原始网格中的顶点狏犻＝［狓犻，狔犻，狕犻，１］
Ｔ分配一个对

称的误差矩阵犙犻，每条边的误差矩阵珚犙由两个顶点

的误差矩阵之和得到：珚犙＝犙犻＋犙犼．假设边犲折叠后

产生的新顶点为狏
－
＝［狓

－，狔
－，狕

－，１］，则该折叠操作产
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生的误差可定义为Δ（狏
－）：

Δ（狏
－）＝狏

－Ｔ珚犙狏
－ （１）

新顶点的最佳位置可由极小化式（１）确定，即

Δ（狏
－）／狓

－
＝Δ（狏

－）／狔
－
＝Δ（狏

－）／狕
－
＝０，方程组整

理为如下形式：

狇
－
１１ 狇

－
１２ 狇

－
１３ 狇

－
１４

狇
－
１２ 狇

－
２２ 狇

－
２３ 狇

－
２４

狇
－
１３ 狇

－
２３ 狇

－
３３ 狇

－
３４

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

狏
－
＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

１

，

解得

狏
－
＝

狇
－
１１ 狇

－
１２ 狇

－
１３ 狇

－
１４

狇
－
１２ 狇

－
２２ 狇

－
２３ 狇

－
２４

狇
－
１３ 狇

－
２３ 狇

－
３３ 狇

－
３４

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

－１

熿

燀

燄

燅

０

０

０

１

．

在ＱＥＭ方法中，式（１）中的未知系数由顶点到

该顶点邻接三角形距离的和确定．在图１中，假定顶

点狏犻，狏犼的邻接三角形所在的平面方程为犪狓＋犫狔＋

犮狕＋犱＝０，其中犪２＋犫２＋犮２＝１．令狆＝（犪，犫，犮，犱），

则点狏
－ 到该三角形所在平面的距离平方为（狆

Ｔ狏
－）２，

误差函数（１）可写为

Δ（狏
－）＝∑（狏

－Ｔ
狆）（狆

Ｔ狏
－）＝∑狏

－Ｔ
狆狆

Ｔ狏
－
＝狏
－Ｔ

∑狆狆
Ｔ狏
－，

其中，狆
Ｔ
狆＝

犪２ 犪犫 犪犮 犪犱

犪犫 犫２ 犫犮 犫犱

犪犮 犫犮 犮２ 犮犱

犪犱 犫犱 犮犱 犱

熿

燀

燄

燅２

．与式（１）比较可得

珚犙＝∑狆狆
Ｔ．

图２　三角形折叠操作

文献［１１］将ＱＥＭ方法引入基于三角形折叠的

网格简化方法中，该方法为每个三角形建立一个对称

的误差矩阵，简化步骤用三角形折叠代替Ｇａｒｌａｎｄ的

边折叠方法（如图２所示）．文献［１１］中的方法也采

用点到三角形的距离作为误差标准，其网格简化误

差定义为三角形折叠后产生的新顶点到该三角形的

邻接三角形距离的最大值，新顶点的求解使得这个

最大值最小化．但是在确定折叠后产生的新顶点狏
－

时，其误差矩阵为奇异矩阵，因此矩阵的逆是不存在

的．文献中通过比较三角形的３个顶点、中心和三边

的中点７个位置，取其中使得式（１）最小的点作为三

角形折叠后的新顶点，但是这样做使得折叠误差的

定义失去意义，因此其折叠误差的选取是不合理的．

并且，和ＱＥＭ边折叠方法一样，新顶点的确定仅是

在点到平面距离衡量标准下的最优解，没有考虑到

三角网格自身的其他几何特性，如三角形网格的自

身形状和网格顶点曲率等．

本文提出了一种新的基于三角形折叠网格简化

方法，新方法采用网格模型平方体积误差最小策略，

结合三角形特征因子，给出了类似于 ＱＥＭ 的误差

标准，并用该误差标准对网格模型做三角形折叠简化

处理．第３节给出了新方法的基本思想和详细步骤．

３　体积平方度量下的

三角形折叠网格简化

进行三角形折叠网格简化包括两个重要的因

素：一是确定被折叠的三角形，二是确定折叠三角形

后新顶点的位置．这两个因素决定了折叠简化后是

否能得到优化的新网格．网格折叠简化实质上可认

为是一个优化问题，解决该问题的常用方法是定义

目标函数，简化后的网格是目标函数的最优解，因此

网格简化的关键是如何建立该目标函数．显然，目标

函数应是表达新旧两个网格间差别的函数，通过极

小化目标函数得到新顶点的位置，并使新旧两个网

格间的差别在某种意义下达到最小．

本文中的目标函数采用网格的平方体积变化作

为衡量模型间差别的标准，为了尽量保持在简化过

程中网格的特征不变，还在目标函数中增加了三角

形的形状和法向特征因子约束条件，三角形曲率则

用于保持网格中具有尖锐特征的网格顶点不变．为

了提高网格简化速度和确保简化过程的可解性，目

标函数的极小化应归结为线性问题．以下是对简化

目标函数的详细描述．

３．１　基于平方体积误差（犛犞犈）的目标函数定义

概念约定：给定一个三角形网格犕，其点、边和

三角形分别记为狏、犲和狋．以点狏为顶点的三角形称

为狏的邻接三角形，三角形狋的３个顶点的邻接三

角形集合称为该三角形的邻接三角形．

在进行三角形折叠网格简化时，三角形折叠后

产生的新网格和初始的三角网格相比会产生体积变

化．好的网格简化方法应能够在简化过程中尽可能

地保持网格体积变化小，使简化模型更好地逼近原

始模型［１３，１５］．三角形折叠简化操作可看做每次删除

一个三角形，把删掉的三角形的３个顶点用一个新

顶点代替，新顶点与删掉三角形相邻接的区域做重
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新三角化．新的三角形网格和原网格体积的变化定

义为一些四面体体积之和．这些四面体的底面为被

删除三角形和与其邻接的三角形，我们把被删除的

三角形及其邻接三角形所在的区域称为被折叠区域．

如图３所示，被折叠的三角形为Δ狏０狏１狏２，其邻接三

角形分别为 Δ狏０狏３狏４、Δ狏０狏４狏５、Δ狏０狏５狏１、Δ狏１狏５狏６、

Δ狏１狏６狏７、Δ狏１狏７狏２、Δ狏２狏７狏８、Δ狏２狏８狏０、Δ狏０狏８狏３，生成

的新顶点为狏
－
．因此，在图３中折叠Δ狏０狏１狏２后引起

的体积变化为以狏
－ 为顶点、以这１０个三角形为底面

的四面体体积之和．下面讨论折叠一个三角形后，如

何计算三角形网格的体积变化．

图３　三角形折叠导致的网格体积变化

记简化过程中被折叠区域中的一个三角形狋的

面积为犛．设点狏
－ 的坐标为（狓

－，狔
－，狕

－，１）．由三角形狋

和点狏
－ 构成的三棱锥的体积记为犞．如图３中，设狋

所在的平面方程为犪狓＋犫狔＋犮狕＋犱＝０，其中犪
２＋

犫２＋犮２＝１．令狆＝（犪，犫，犮，犱），则犞＝
１

３
（狏
－·狆

Ｔ）·犛．

这是一个带符号的体积计算公式．如果在简化后，网

格模型的一部分的符号体积为正，一部分的符号体

积为负，虽然网格模型有变化，但网格的符号体积变

化总和却可能为零，无法对网格的体积变化进行度

量．在以往方法中，文献［１３，１５］均采用符号体积误

差的绝对值形式作为衡量误差，这样做的困难在于

需要判断体积变化的符号．因此，本文采用平方体积

累加变化作为误差度量标准，将这个变化定义为平方

体积误差，记为ＳＶＥ（ＳｑｕａｒｅＶｏｌｕｍｅＥｒｒｏｒ）．删除

一个三角形引起的总的平方体积误差可表示为

∑
犿

犻＝１

犞２
犻＝∑

犿

犻＝１

１

９
（狏
－·狆

Ｔ
犻狆犻·狏

－Ｔ）·犛２犻 （２）

其中犿为被折叠区域中的三角形个数．

为了得到体积平方变化较小的简化网格，可把

式（２）作为误差函数，新顶点狏
－ 应使得式（２）的值尽

可能小，既通过极小化该误差函数确定新顶点狏
－
．本

文中为网格中的每个三角形定义临时误差矩阵犙犻：

犙犻＝
１

９
犛２犻·狆

Ｔ
狆＝
１

９
犛２犻

犪２ 犪犫 犪犮 犪犱

犪犫 犫２ 犫犮 犫犱

犪犮 犫犮 犮２ 犮犱

犪犱 犫犱 犮犱 犱

熿

燀

燄

燅２

　（３）

三角形被折叠后产生的网格平方体积误差由

式（２）和式（３）结合可得，每个三角形的折叠误差矩

阵定义为三角形本身及其邻接三角形临时误差矩阵

的和：珚犙＝∑
犿

犻＝１

犙犻，其中犻包括该三角形自身及其邻接

三角形．由式（２）定义的误差函数只是对于网格模型

平方体积变化进行约束．对于网格简化来说，简化后

的网格质量也是需要考虑的重要因素，如三角形形

状较好和保持网格尖锐特征不变等．下面我们对于

式（２）施加新的约束，将约束因子与网格的平方体积

变化相结合，得到更为合理的简化目标函数．

３．２　定义特征约束因子

在平方体积误差的基础上，我们考虑删除对网

格体积变化影响小的三角形的同时，应将形状不好

的三角形优先删除．对于一般三角形网格，等边三角

形被认为形状最佳，若有一个内角接近零度，则认为

该三角形形状差．另外，从网格简化角度来看，两个

等角度的三角形，面积大的三角形应认为比面积小

的三角形“形状”要好，因此，网格模型中一个三角形

的形状可由下面的几何形状因子衡量：

犠＝２·（１－ｃｏｓ（ｍｉｎ（α）））·犛，

其中ｍｉｎ（α）为三角形最小内角．因为０＜ｍｉｎα

π／３，可得０＜２·（１－ｃｏｓ（ｍｉｎ（α）））１．这样对网

格模型的每一个三角形都定义了一个形状因子．因

为对于每一次三角形折叠的化简操作，是对被折叠

三角形及其邻接三角形区域进行重组，这样化简过

程不仅仅要考虑被折叠三角形自身的形状因子大

小，还要考虑被折叠三角形的邻接三角形．我们定义

简化目标函数考虑到了被折叠区域的每一个三角

形，因此可以将形状因子和三角形折叠后产生的网

格平方体积误差很好地结合起来．

给定的网格模型一般在曲率变化较大的区域网

格比较密集，其局部平方体积误差也是很小的，为了

避免在简化过程中首先化简局部区域不平坦的密集

三角形网格，我们在目标函数（２）中引入一个特征约

束因子．与三角网格的曲率估计相比，三角形的法向

更容易获得，为了不增加目标函数的计算复杂度，本

文采用法向定义特征约束因子．在已有的方法中，一

般用点或者三角形的邻接三角形法向量的加权平均

作为约束［５］，但是这样容易产生较大误差．如图４所

示，狋０表示一个三角形网格的剖面示意图，其两个相

邻三角形分别为狋１，狋２．图中狋１，狋２的法向狀１和狀２夹

角接近１８０°，其平均值会接近于０°，这样容易导致

网格尖锐区域被误判断为平坦区域．因此，本文提出

一种新的法向约束因子．狋０的法向约束因子应该与
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三角形狋０的法向和其邻接三角形法向的夹角成正

比，即狋０的法向和其邻接三角形法向的夹角越大，狋０

的法向约束因子就应该越大．令三角形狋０的邻接三

角形为狋１…狋犽，相应的法向分别为狀０狀１…狀犽．由于所

有三角形法向均为单位向量，因此三角形狋０的法向

和狋犻的法向间的夹角对法向约束因子的贡献可由

１－狀０·狀犻衡量，所以狋０的法向约束因子可定义为

犖＝
∑
犽

犻＝１

（１－狀０·狀犻）

犽
．

图４　网格三角形剖面示意图及法向

由三角形法向约束因子定义可知：０犖０１，

当三角形与其邻接三角形处于一个平面上时犖０＝０，

当两个邻接三角形法向夹角越接近１８０°时，犖 的值

越接近于１．

将每个三角形的形状因子和法向约束因子引入

目标函数中，由式（３）知，网格中的每个三角形狋犻的

误差矩阵可定义如下：

犙犻＝
１

９
犠犻
ｓｈａｐｅｆａｃｔｏｒ·犖

犻
ｎｏｒｍａｌｆａｃｔｏｒ·犛

２
犻·狆

Ｔ
犻狆犻　 （４）

设狏
－
＝［狓

－，狔
－，狕

－，１］为新顶点位置，基于三角形

的误差矩阵式（４），折叠一个三角形所产生的误差可

由下面的目标函数定义：

犈＝狏
－

∑
犿

犼＝１

犙（ ）犼狏－Ｔ＝狏－·珚犙·狏－Ｔ （５）

其中

珚犙＝

狇
－
１１ 狇

－
１２ 狇

－
１３ 狇

－
１４

狇
－
１２ 狇

－
２２ 狇

－
２３ 狇

－
２４

狇
－
１３ 狇

－
２３ 狇

－
３３ 狇

－
３４

狇
－
１４ 狇

－
２４ 狇

－
３４ 狇

－

熿

燀

燄

燅４４

，

新顶点的最佳位置可由极小化目标函数（５）确定，

式（５）展开与式（１）具有相同的表达形式，极小化求

解过程为一个线性问题．

式（５）说明，每个三角形的误差矩阵引入了该三

角形的形状因子和法向约束因子，因此，每个三角形

的折叠误差不仅考虑了被折叠三角形自身的形状和

法向约束，而且考虑了被折叠区域中所有三角形的

形状和法向约束因子，目标函数所作用的区域更大，

从而使目标函数更加合理．

３．３　网格三角形高斯曲率约束

除了要删掉形状不好的三角形外，在简化过程

中也需要保持网格尖锐部分的特征不变．为了保持

三角形网格中具有的细节特征，文献［１５］中采用了

网格顶点两个主曲率的绝对值之和作为该顶点的特

征因子，但是主曲率的计算需要根据网格顶点估计

的平均曲率和高斯曲率计算得到，计算过程增加了

网格化简的复杂度．高斯曲率是曲面论中重要的内

蕴几何量，用于刻画一个曲面顶点的几何特征，设曲

面在狏点处的两个主曲率为犽１，犽２，它们的乘积犽＝

犽１·犽２称为曲面于该点的总曲率或高斯曲率，它反

映了曲面的弯曲程度．在以往的文献中，只有针对三

角形网格顶点估计其曲率的方法，其中效果最好的

为文献［１７］中的方法，定义如下：

犓狏＝

２π－∑
狀

α狀

犛∑（狏）
，

其中α狀为顶点狏的邻接角，如图５所示．犛∑（狏）为网

格顶点狏的邻接三角形面积之和．曲面上任意一点

的高斯曲率绝对值有明显的几何意义，为包含曲面

上一点狏的一小块区域∑σ同该区域经高斯映射所

对应的区域∑σ
的面积之比在该区域折叠到狏点

时的极限值，可用于刻画曲面的尖锐特征．本文的简

化方法基于三角形折叠，我们通过估计网格顶点的

高斯曲率引入三角形的曲率特征因子，采用的方法

是将一个三角形３个顶点的高斯曲率加权平均定义

该三角形的曲率特征因子．

图５　网格顶点及其邻接角位置

设三角形狋的３个顶点为狏１，狏２，狏３，定义狋的曲

率如下：

犓＝
２π－∑

狀

α狀

犛∑（狏１）
·ω狏

１
＋
２π－∑

狀

α狀

犛∑（狏２）
·ω狏

２
＋

２π－∑
狀

α狀

犛∑（狏３）
·ω狏

３
（６）

其中ω狏
犼
为３个顶点高斯曲率的权值，定义为

ω犼＝
犛∑（狏犼）

犛∑（狏１）＋犛∑（狏２）＋犛∑（狏３）
，犼＝１，２，３．

整理式（６）得到
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犓＝

２π－∑
狀

α１，狀 ＋ ２π－∑
狀

α２，狀 ＋ ２π－∑
狀

α３，狀

犛∑（狏１）＋犛∑（狏２）＋犛∑（狏３）
．

我们将三角形的曲率因子进行单独处理，大于

一定阈值的网格三角形定义为强特征三角形，三角

形顶点中高斯曲率绝对值最大的定义为强特征点．

在三角形折叠过程中，首先保持强特征三角形中的

强特征点不变，从而保证了原始网格中的尖锐特征

顶点不会被删除掉．

３．４　确定新顶点位置

通过极小化目标函数式（５）确定新顶点狏
－ 的位

置，即犈

狓
－＝
犈

狔
－＝
犈

狕
－＝０．整理可得线性方程组：

狇
－
１１ 狇

－
１２ 狇

－
１３ 狇

－
１４

狇
－
１２ 狇

－
２２ 狇

－
２３ 狇

－
２４

狇
－
１３ 狇

－
２３ 狇

－
３３ 狇

－
３４

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ １

狏
－
＝

熿

燀

燄

燅

０

０

０

１

（７）

线性方程组有解的条件是存在逆矩阵．展开式（７）的

行列式得：

狇
－
１３（狇

－
１２狇
－
２３－狇

－
２２狇
－
１３）－狇

－
２３（狇

－
１１狇
－
２３－狇

－
１２狇
－
１３）＋

狇
－
３３（狇

－
１１狇
－
２２－狇

－
１２狇
－
１２） （８）

式（８）可作为判断被删除三角形与其邻接三角形是否

在同一平面上的依据．若被删除三角形与邻接三角形

不在同一平面上，则式（７）有解．若被删除三角形与

邻接三角形处于同一平面上，则式（８）的值为零，此

时极小化式（５）得不到狏
－，可采用下面的方法处理．

当被删除三角形与邻接三角形处于同一平面时，

进行三角形折叠时应将新顶点的位置也置于该平面

上，这样不会导致网格模型体积变化．新顶点的位置

由三角形３个顶点狏犻，狏犼，狏犽位置的加权平均确定．

狏
－
＝犔犻狏犻＋犔犼狏犼＋犔犽狏犽，

其中犔犻＋犔犼＋犔犽＝１．此时，犔犻、犔犼、犔犽可以看作狏
－ 在

三角形狏犻狏犼狏犽中的面积坐标值．权值的选择应确保新

顶点的位置在被删除三角形内部．权值由下式定义：

犔犻＝
犃狏犻

犃狏犻＋犃狏犼＋犃狏犽
，犔犼＝

犃狏
犼

犃狏犻＋犃狏犼＋犃狏犽
，

犔犽＝
犃狏犽

犃狏犻＋犃狏犼＋犃狏犽
，

其中犃狏犻、犃狏犼、犃狏犽分别为狏犻、狏犼、狏犽的邻接三角形面

积之和．这样生成新顶点的位置更为接近邻接区域

的重心位置，使得生成的网格形状较好．

当被折叠的三角形为强特征三角形时，说明该

三角形具有高斯曲率因子大的顶点，我们称之为强

特征顶点．在网格简化过程中，强特征顶点应该作为

网格的细节特征被保留下来，因此本文对被折叠三

角形的３个顶点的高斯曲率因子进行比较，新顶点

的位置不再通过极小化目标函数得到，而由被折叠

三角形中高斯曲率因子最大的强特征网格顶点代

替．如图６所示，对于ｃｏｗ模型用文献［１１］方法和

本文方法分别进行简化８０％得到的结果可以看出，

本文方法在模型细节处（如牛的头部和腹部）可以保

持更好的几何特征．

图６　ｃｏｗ模型简化８０％

３．５　边界三角形处理以及误差修正

若一个三角形只有一个顶点为边界顶点，则称

该三角形为顶点边界三角形（如图７中的三角形

犃）．若有两个顶点为边界顶点，则称该三角形为边

边界三角形（如图７中的三角形犅）．如果边界点在

三角形网格中属于特征点，进行网格化简时应尽量

保持边界特征不变．因此，对于点边界三角形折叠后

新顶点的位置取为该三角形边界点的位置；对于边

边界三角形折叠后新顶点的位置取为两个边界点

狏犻，狏犼的加权平均．这样处理可尽量保持原始网格的

边界不变．

狏
－
＝ω狏犻＋（１－ω）狏犼，０ω１

图７　边界三角形

权因子ω仍然根据网格平方体积变化最小确

定．将上式狏
－ 代入式（５），令Δ（狏

－）／ω＝０，得到ω

的值，从而确定新顶点狏
－
．

如图８所示，图（ａ）中阴影区域称为“环”区域，

简化过程中删除“环”区域中的一个三角形时，会产生

三角形重叠现象（如图８（ｂ）所示），因此为了避免产生

错误的三角形网格，在每次简化操作后，判断该折叠
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区域中是否产生这样的“环”区域，如果存在，则将该

“环”区域合并为一个三角形．

图８　简化过程中出现的三角形折叠现象

当网格模型的大部分三角形位于同一平面时，每

个与其邻接三角形共面的三角形根据目标函数得到

的折叠误差都为零，因此无法判断三角形化简的顺

序．本文给出一种排队方法，如果被折叠三角形与其

邻接三角形处于同一平面上，则折叠后产生的新三

角形也将共面，更新其折叠误差，如果折叠误差仍为

零，则将新三角形插入到堆队列中折叠误差为零的

三角形队列最后．这样避免新产生的三角形在下一

次折叠操作中马上又被化简掉．图９给出了对于一

个大部分三角网格位于同一平面上的非封闭模型简

化５０％的结果，其中图（ａ）为初始网格，图（ｂ）为本

文方法没有对三角形进行重新排队的简化结果，图

（ｃ）为本文方法对三角形进行重新排队的简化结果．

明显可以看出，没有对误差为零的三角形进行重新

排队得到的简化网格质量较差．

图９　三角形共面的非封闭网格简化

３．６　算法描述

本文采用堆排序的方法对三角形序列按照折叠

误差的大小进行排序，并存储三角形误差队列，每次

化简提取堆中误差最小的三角形进行简化操作．建

立一个三角形折叠过程队列，用于记录被简化的三

角形．队列中要包含被简化三角形顶点的信息，以及

邻接顶点信息．这样每一步三角形折叠操作的结果

记录之后可以建立一个多分辨率模型，由简化模型

经过逆操作可以返回初始网格模型．

算法描述：

１．对于初始网格中的每一个三角形，根据式（４）计算其

误差矩阵犙犻；

２．如果三角形为内部三角形，若式（８）的值不为零，则

极小化目标函数计算新顶点的位置；否则，根据式（９）确定新

顶点的位置；

如果三角形为边界三角形，新顶点的位置由三角形的

边界顶点或式（１０）确定；

３．计算每个三角形的折叠误差，并按照误差由小到大

将三角形顺序加入到三角形误差堆队列中；

４．①从三角形折叠队列中取出堆队列的堆顶三角形，

计算其曲率因子大小，根据设定阈值判断是否为强特征三角

形，如果是，三角形折叠后新顶点的位置由三角形中的强特

征顶点代替；如果不是，则三角形折叠后新顶点为步２中计

算的新顶点位置．

②更新新生成三角形的误差矩阵犙犻，重新计算新生成

三角形和被折叠区域的邻接三角形的折叠误差，按照误差大

小将三角形顺序插入三角形队列中，若折叠误差为零，则插

入到堆队列中误差为零的三角形队列最后；

５．若达到所需简化率，算法终止，否则转步４．

同样，本文方法也很容易实现对于渐进网格的构

造，图１０给出了一个构造渐进网格的实体模型实例．

图１０　渐进网格构造
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４　实例比较

本节给出的实例是在２．８ＧＨｚＰｅｎｔｉｕｍ（Ｒ）４

ＣＰＵ、１ＧＢ内存ＰＣ上用ＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ２００５实现．

本文提出的网格简化算法基于三角形网格折叠，用

文献［１１］中基于ＱＥＭ的三角形折叠简化方法同本

文的方法进行比较．比较的实例是 Ｖｅｎｕｓ模型

（２８３８个顶点，５６７２个三角片），图１１是基于ＱＥＭ

的三角形折叠简化方法和新方法对一个拓扑比较简

单的网格模型 Ｖｅｎｕｓ模型简化的结果．图（ａ）为原

始网格模型，图（ｂ）与（ｄ）为分别用文献［１１］中的方

法和新方法将网格模型三角片数量简化８０％后的

网格，图（ｃ）与（ｅ）为简化９０％后的网格．从图中可

以看出，用新方法简化后的网格形状较为均匀，很

少出现形状较差的三角形网格．为了比较两种方法

在简化过程中网格模型的体积变化，网格平方体积

误差由式（２）定义，每次进行三角形折叠操作后将体

积误差进行累加记录．表１给出了两种方法对 Ｖｅ

ｎｕｓ模型简化的网格平方体积误差比较．

图１１　Ｖｅｎｕｓ模型简化结果比较

　　除了平方体积误差比较之外，本文还采用简化

后网格模型和原始模型之间的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ距离作为

误差标准进行了比较．Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ距离定义为

犇犻狊Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ（犃，犅）＝ｍａｘ
狆犃∈犃

｛ｍｉｎ
狆犅∈犅

｛犱（狆犃，狆犅）｝｝，

其中犱（狆犃，狆犅）为点狆犃与点狆犅之间的距离．

表１　犞犲狀狌狊模型网格简化误差比较

平方体积误差

简化比８０％ 简化比９０％

文献［１１］中的方法 ９．２２６８７１Ｅ６ １．５２３１５１Ｅ５

本文方法 ６．１２７５０９Ｅ６ １．１０８３５９Ｅ５

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ距离

简化比８０％ 简化比９０％

文献［１１］中的方法 ３．４３６１１２Ｅ３ ２．６５１１２５Ｅ２

本文方法 ３．００２２５２Ｅ３ ３．５５３４２８Ｅ２

从表１中可以看出，对网格进行相同比例的简化

后，新方法产生的平方体积误差要小于基于ＱＥＭ的

三角形折叠简化方法产生的平方体积误差．从Ｈａｕｓ

ｄｏｒｆｆ距离的比较结果可以看出，在简化比率不很大

的情况下，本文方法具有较好的误差效果．

图１２给出了一个较复杂的实体模型简化结

果，Ｔｒｉｃｅｒａｔｏｐｓ模型（１１３２２个网格顶点，２２６４０个

三角面片）分别用本文方法和ＱＳｌｉｍ方法
［６］以及文

献［１１］中的方法将模型分别简化７０％（简化后网格

数量为６７９２）和９５％（简化后网格数量为１１３２），其

中图（ｂ）和（ｃ）为ＱＳｌｉｍ方法的结果，图（ｄ）和（ｅ）为

文献［１１］中方法的简化结果，图（ｆ）和（ｇ）为新方法

得到的简化结果．从图中可以看出，新方法得到的简

化模型网格比 ＱＳｌｉｍ方法和文献［１１］中的方法得

到的简化网格更加均匀，而后两种方法部分网格过

于狭长，并且在某些细节部分（如模型头部）堆积了

过多的三角形，导致网格模型从视觉上看上去效果

很差．图１３给出了三种方法在模型简化７０％时的

模型部分细节表示，其中图（ａ）为 ＱＳｌｉｍ 方法，图

（ｂ）为文献［１１］中的方法，图（ｃ）为本文方法．从图中

可以明显看出，前两种方法得到的三角形形状大小

很不均匀，且形状较差，而本文方法得到的网格形状

则较为理想．表２给出了三种方法的平方体积误差和

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ距离误差比较以及程序运行时间比较．

表２　犜狉犻犮犲狉犪狋狅狆狊模型网格简化误差、运行时间比较

平方体积误差

简化比７０％ 简化比９５％

简化比７０％的

运行时间／ｍｓ

ＱＳｌｉｍ方法 １．１５７２４３Ｅ５ ５．６６８６１５Ｅ５ ５４７

文献［１１］中的方法 ９．２２６８７２Ｅ６ ２．４５２７３３Ｅ５ ３５９

本文方法 ６．１２７５０９Ｅ６ １．８２５２２１Ｅ５ ３７５

Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ距离

简化比７０％ 简化比９５％

简化比９５％的

运行时间／ｍｓ

ＱＳｌｉｍ方法 １．０１２８７８Ｅ３ ５．８２３３８６Ｅ２ ７５０

文献［１１］中的方法 ３．２２９１１５Ｅ３ ６．２３６６４９Ｅ２ ４５３

本文方法 ２．５５６３９１Ｅ３ ８．７３２１６１Ｅ２ ４６９
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图１２　Ｔｒｉｃｅｒａｔｏｐｓ模型简化结果比较

图１３　Ｔｒｉｃｅｒａｔｏｐｓ模型简化网格细节

　　从表２中可以看出，由于本文方法需要计算网

格三角形曲率，简化时间要比基于 ＱＥＭ 的三角形

折叠简化方法稍长一些，但因为在网格简化中保持

运算为线性复杂度，仍然具有较好的简化速度，并且

要比ＱＳｌｉｍ方法快．从误差角度衡量，简化后的网

格平方体积误差要小于其他两种方法，Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ

距离误差也在网格简化比小的情况下要好于文

献［１１］中的方法．

５　结　论

本文提出了一种新的基于三角形折叠的网格简

化方法，新方法根据三角形折叠引起的网格平方体

积误差结合网格三角形的两个特征因子：几何形状

因子和法向约束因子定义了三角形折叠操作的目标

函数．新方法首先折叠三角形及其邻接三角形区域

较为平坦、形状较差且对网格模型体积变化影响最

小的三角形网格．根据三角形的曲率特征因子定义

强特征三角形，对于强特征三角形，折叠后的新顶点

为三角形３个顶点的强特征点，对于非强特征三角

形，新顶点由极小化误差函数得到．实例表明，新方

法简单、稳定，对于网格体积能够较好地保持，且简

化后的网格质量较好．同时，与以往方法相比，在简

化比率相同的情况下，新方法得到的简化网格与原

始网格在视觉上差别明显小．进一步的研究工作是

将网格优化与网格简化相结合，在网格简化同时能

够得到全局优化的三角形网格模型．
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ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅ ＮａｔｉｏｎａｌＢａｓｉｃＲｅｓｅａｒｃｈＰｒｏｇｒａｍ （９７３

Ｐｒｏｇｒａｍ）ｏｆＣｈｉｎａ（Ｎｏ．２００６ＣＢ３０３１０２）ａｎｄｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌ

Ｎａｔｕｒｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （Ｎｏｓ．６０６７３００３，

６０５７３１８０）．
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