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摘　要　提出了一种新的对三维几何模型的描述方法．利用三角域上的一类完备正交函数系———Ｖ系统这一数学

工具，对三角片构成的几何模型进行正交展开，其展开系数（谱系数）便是该模型的数字描述．由于Ｖ系统所具有的

特殊性质，可以对多个分离的三角片，进行整体的表达．这种正交表达，使得把频谱分析的方法引入到对三维网格

模型的研究中成为可能．
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１　引　言

本文所阐述的三维几何模型指的是三维空间中

的曲面．曲面表示方法大体上可分为隐式和参数形

式．参数形式的曲面是由参数化矢量方程犳：Ω→犛

定义的．其中三维曲面犛＝犳（Ω）!

３被映射到二维

参数域Ω!

２上．在实际应用中，经常把区域分割成

三角形子区域或四边形子区域，而三角形区域是本

文关注的重点．三维几何模型的参数表示中，应用最

为广泛的主要有以下几类：样条曲面［１３］、细分曲

面［４］、三角网格等［５］．以上所说的几何模型的参数化

表示都是在三维空间中对几何模型进行描述，而本

文提出的对几何模型的正交表达，是从频率域的角

度对模型进行描述．

频域分析方法在信号处理与数字图象处理领域

有着非常广泛及成功的应用．在处理某些问题如滤

波、消噪等，频域方法特别具有优势．目前针对三维



几何模型的频域处理方法的研究却相对较少．其中

一个比较重要的原因就是对三维几何模型的正交表

达是困难的．虽然小波也应用于三维几何模型的多

分辨分析中，但在模型的多分辨分析中的小波系数

并不是对模型的正交展开系数．如果没有适当的正

交函数系来对三维几何模型正交展开，那对三维几

何模型的频域分析也就无从谈起．

传统的在矩形域上的张量积形式的正交函数

系，在表达三维几何模型上存在一定的困难．而三角

域对于表达三维几何模型有其本质上的优势，关于

三角域上的正交函数系，针对 Ｗａｌｓｈ及 Ｈａａｒ函数

系相关的研究见文献［６７］，但这样的函数系不能用

于几何造型的表达．本文使用基于三角域上的一类完

备正交函数系———三角域上的Ｖ系统（见文献［８］），

利用三角域上的Ｖ系统这一数学工具，构造正交展

开算法，得到相关模型的展开系数（频谱），利用频谱

重构原始三维几何模型．特别强调指出，本文的方

法，能实现用分片多项式构作的３Ｄ几何图组的整

体重构，这就使得针对由多个互相分离的３Ｄ造型

构成一个统一的对象的问题，能够进行整体频谱分

析．本文提供的例子将着重解释这一特点．在不引起

混淆的情况下，下面简称三角域上Ｖ系统为Ｖ系统．

２　三角域上犞系统的构造和性质

单变量的Ｖ系统是在文献［９］中首次提出的，

它是一类犔２［０，１］上的完备正交函数系，并且应用

于几何图组的正交表达等多个方面［１０１３］．事实上，在

单变量的Ｖ系统建立之前，有一个类似的正交函数

系———Ｕ系统，在文献［１４］中有关于 Ｕ系统的研

究．单变量的 Ｖ系统是在 Ｕ系统的基础上发展而

来，它们之间有密切的联系（见文献［９］）．

２００７年文献［８］给出三角域上 Ｖ系统的构造

原理，指出三角域上的Ｖ系统定义在具有多层次自

相似剖分结构的三角域上．本文将针对线性系统比

较详细地阐述 Ｖ系统的具体构造．不失一般性，我

们将三角域取定为面积为１的直角三角域，记为犌，

其顶点坐标为犘１＝（０，０），犘２＝（１，０），犘３＝（０，２），

如图１（ａ）所示．

２．１　三角域及其剖分

以上述三角域犌为初始三角形，并进一步定义

剖分规则．剖分规则如下，以上一层次的三角子区域

为基础，取其三条边上的中点作为新的顶点，并且以

直线连接这些顶点，将原三角形子区域剖分为更小

图１　三角域上的层次剖分结构

的４个子区域．图１（ｂ）、（ｃ）分别为从初始三角域犌

出发的一级剖分和二级剖分的结果．可以看出每经

过一次剖分，三角子区域的总数就是上一级剖分子

区域数目的４倍．经过犖 级剖分三角域犌 上就应该

有４犖个三角子区域．

为了不造成混淆并且使说明简便，对三角形子

区域规定如下标注．对三角域犌的犖 级剖分，所有

的子区域都以犌α，β编号，其中α是垂直方向三角子

区域所在位置，β是水平方向三角子区域所在位置．

则犌α，β就是第α行第β个三角子区域．一级剖分下

的四个子区域分别是犌１，１，犌２，１，犌２，２，犌２，３，其对应位

置如图２所示．在图２中还有当犖＝２，犖＝３时三

角子区域的标注情形．而Ｖ系统就是定义在这个具

有层次自相似剖分结构的三角域上的分片多项式．

图２　犖＝１，２，３时三角子区域的编号

２．２　三角域上犞系统的生成

本文所使用的是线性Ｖ系统，它由定义在三角

域犌上的正交分片二元一次多项式组成．构造线性

Ｖ系统，首先要在４剖分的三角域犌上选择一组线
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性无关函数，然后按照函数生成元定义（见文献［８］）

将其正交规范化，得到一组相互正交的函数生成元．

最后，通过对函数生成元进行压缩、平移和旋转等操

作产生线性Ｖ系统中的所有其他函数．由于在４剖

分下，三角域上的分片二元一次多项式构成１２维线

性空间，所以选择１２个线性无关的函数．前３个函

数是定义在整个区域犌上的二元一次多项式，后面

９个是在犌上分片定义的二元一次多项式．所选择

的线性无关函数如下：

φ１（狌，狏）＝１，　φ２（狌，狏）＝狌，　φ３（狌，狏）＝狏，

φ４＝
１，（狌，狏）∈犌１，１

０，｛ 其它
，　φ５＝

１，（狌，狏）∈犌２，１

０，｛ 其它
，

φ６＝
１，（狌，狏）∈犌２，３

０，｛ 其它
，　φ７＝

狌，（狌，狏）∈犌１，１

０，｛ 其它
，

φ８＝
狌，（狌，狏）∈犌２，１

０，｛ 其它
，　φ９＝

狌，（狌，狏）∈犌２，３

０，｛ 其它
，

φ１０＝
狏，（狌，狏）∈犌１，１

０，｛ 其它
，φ１１＝

狏，（狌，狏）∈犌２，１

０，｛ 其它
，

φ１２＝
狏，（狌，狏）∈犌２，３

０，｛ 其它
．

并且定义三角域犌上函数犳和犵的内积：

〈犳，犵〉＝犌
犳犵ｄ狌ｄ狏＝∫

１

０
ｄ狌∫

２（１－狓）

０
犳犵ｄ狏 （１）

经过对以上这组线性无关函数规范正交化之

后，得到了１２个规范正交函数．前３个称为基本函

数，另外９个在三角域犌 上的分片二元一次多项

式，称为函数生成元．其图形如图３所示．

图３　线性Ｖ系统的基本函数及生成元
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　　基本函数和生成元的表达式如下：

犞１
１，１
（狌，狏）＝１，

犞２
１，１
（狌，狏） 槡＝３ ２狌 槡－ ２，

犞３
１，１
（狌，狏） 槡＝ ６狌 槡＋ ６狏 槡－ ６，

犞１
１，２
（狌，狏）＝

－３狏＋５，（狌，狏）∈犌１，１

－３狏＋１，（狌，狏）∈犌２，１

－３狏＋１，（狌，狏）∈犌２，２

－３狏＋１，（狌，狏）∈犌２，

烅

烄

烆 ３

，

犞２
１，２
（狌，狏）＝

６狌＋３狏－５，（狌，狏）∈犌１，１

６狌＋３狏－１，（狌，狏）∈犌２，１

６狌＋３狏－５，（狌，狏）∈犌２，２

６狌＋３狏－５，（狌，狏）∈犌２，

烅

烄

烆 ３

，

犞３
１，２
（狌，狏）＝

－６狌＋１，（狌，狏）∈犌１，１

－６狌＋１，（狌，狏）∈犌２，１

－６狌＋１，（狌，狏）∈犌２，２

－６狌＋５，（狌，狏）∈犌２，

烅

烄

烆 ３

，

犞４
１，２
（狌，狏）＝

槡６（６狌－１）， （狌，狏）∈犌１，１

槡６
３
（－６狌＋１），（狌，狏）∈犌２，１

槡６
３
（－６狌＋２），（狌，狏）∈犌２，２

槡６
３
（－６狌＋４），（狌，狏）∈犌２，

烅

烄

烆
３

，

犞５
１，２
（狌，狏）＝

０， （狌，狏）∈犌１，１

槡３
３
（２４狌－４）， （狌，狏）∈犌２，１

槡３
３
（－１２狌＋４），（狌，狏）∈犌２，２

槡３
３
（－１２狌＋８），（狌，狏）∈犌２，

烅

烄

烆 ３

，

犞６
１，２
（狌，狏）＝

０， （狌，狏）∈犌１，１

０， （狌，狏）∈犌２，１

－１２狌＋４，（狌，狏）∈犌２，２

１２狌－８， （狌，狏）∈犌２，

烅

烄

烆 ３

，

犞７
１，２
（狌，狏）＝

槡２（６狌＋６狏－９）， （狌，狏）∈犌１，１

槡２（－２狌－２狏＋１），（狌，狏）∈犌２，１

槡２（－２狌－２狏＋２），（狌，狏）∈犌２，２

槡２（－２狌－２狏＋２），（狌，狏）∈犌２，

烅

烄

烆 ３

，

犞８
１，２
（狌，狏）＝

０， （狌，狏）∈犌１，１

８狌＋８狏－４， （狌，狏）∈犌２，１

－４狌－４狏＋４，（狌，狏）∈犌２，２

－４狌－４狏＋４，（狌，狏）∈犌２，

烅

烄

烆 ３

，

犞９
１，２
（狌，狏）＝

０， （狓，狔）∈犌１，１

０， （狓，狔）∈犌２，１

槡３（－４狌－４狏＋４），（狓，狔）∈犌２，２

槡３（４狌＋４狏－４）， （狓，狔）∈犌２，

烅

烄

烆 ３

．

这里需要指出，单变量情形的Ｖ系统，是一类

很特别的有限区间上的多小波．文献［８９］首先选定

Ｌａｇｅｎｄｒｅ多项式作为基本函数，它们恰对应于尺度

函数；构造的生成元恰对应于小波函数．现在研究

三角域犌上的Ｖ系统，作为第１组，即这里称为基

本函数的前３个｛犞１
１，１
，犞２

１，１
，犞３

１，１
｝，对应尺度函数；

９个函数生成元｛犞１
１，２
，…，犞９

１，２
｝组成第２组，对应小

波函数．Ｖ系统的形成，通过生成元的压缩与平移

完成．

Ｖ系统按照分组分类来记录，符号犞犻
，犼
１，犿
（狌，狏）

表示线性Ｖ系统中第犿 组第犻类的第犼个函数．

首先将９个函数生成元分别缩４倍，复制到犌

的一级剖分后的子区域上，有

犞犻
，１
１．，３＝

２犞犻１，２（２狌，２（狏－１）），（狌，狏）∈犌１，１

０，
烅
烄

烆 其它
，

犞犻
，２
１．，３＝

２犞犻１，２（２狌，２狏），（狌，狏）∈犌２，１

０，
烅
烄

烆 其它
，

犞犻
，３
１．，３＝

２犞犻１，２ －２狌－（ ）１２ ，－２（狏－１（ ）），（狌，狏）∈犌２，２
０，
烅

烄

烆 其它

，

犞犻
，４
１．，３＝

２犞犻１，２ ２狌－（ ）１２ ，２（ ）狏 ，（狌，狏）∈犌２，３

０，
烅

烄

烆 其它

，

犻＝１，２，…，９．

这样一来，我们得到９×４个函数，它们定义在

犌的二级剖分域上，分成９类，每类４个函数．这３６

个函数构成线性 Ｖ系统的第３组，示意图见图４，

白色部分表示取值为０．

　犞
犻，１
１，３　 　　　犞

犻，２
１，３　　　　犞

犻，３
１，３　　 　　犞

犻，４
１，３

图４　一次Ｖ系统的第３组第犻类示意图

一般情形，将９个函数生成元分别压缩４犿－２

倍，复制到犿－２级剖分的子域犌犻，犼（犻＝１，２，…，
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２犿－２，犼＝１，２，…，２犻－１，犿＝３，４，…），而其余部分

取值为０，可得到９×４犿－２个函数，组成第犿 组．这

一构造过程示意于图５中．

图５　线性Ｖ系统基函数结构示意图

第犿组第犻类的第犼个函数的表达式

犞犻
，犼
１，犿＝

２犿－２犞犻１，２ ２
犿－２ 狌－β

－１

２犿（ ）－２
，２犿－２ 狏－

２犿－１－２α
２犿（ ）（ ）－２

　　　　　　　　　　　　　（狌，狏）∈犌α，２β－１

０，　　　　　　　　　　　　

烅

烄

烆 其它

，

犞犻
，犼
１，犿＝

　

２犿－２犞犻１，２ －２
犿－２ 狌－ β

２犿（ ）（ －２
，

－２犿－２ 狏－
２犿－１－２α＋２

２犿（ ））－２
，　（狌，狏）∈犌α，２β

０，　　　　　　　　　　　　　

烅

烄

烆 其它

．

第１组：犞１
１，１
，犞２

１，１
，犞３

１，１
；

第２组：犞１
１，２
，犞２

１，２
，…，犞９

１，２
；

第犿组：犞犻
，犼
１，犿
，犿＝３，４，…；犻＝１，２，…，９；犼＝

１，２，…，４犿－２组成了三角域犌上的线性Ｖ系统．

在此要特别说明，由于从不同的线性无关函数

出发可以构造出不同的函数生成元，因此三角域上

Ｖ系统中的基函数并不唯一．以本文为例，文章中

使用的基函数与文献［８］中的基函数就是由不同的

线性无关函数构造的．

２．３　三角域上犞系统的性质

下面对Ｖ系统的性质做简单的介绍，其具体的

描述和证明见文献［８］．Ｖ系统的性质主要有以下

３点：

（１）规范正交性．三角域犌上的犽次Ｖ系统是

规范正交函数系，且每个函数具有局部支集．

（２）再生性．如果犳（狓，狔）是定义在三角域犌上

的分片二元犽次多项式，其分段线恰是犌的三角剖

分线，则犳（狓，狔）可以由上述犌上的犽次Ｖ系统函

数级数的有限项精确表达．

再生性表明，带间断的分片多项式表达的三角

曲面片，可用三角域上 Ｖ系统来精确表达．在计算

机辅助几何设计中，几何造型的表达方式以分片多

项式为主体，因而用 Ｖ系统作几何对象的正交重

构，能够消除Ｇｉｂｂｓ现象．

（３）多分辨性．三角域犌上的犽次Ｖ系统具有

多分辨特性．

３　三维几何模型的正交展开

前面的章节中我们介绍了三角域上的线性（１次）

Ｖ系统，下面我们将针对如何利用这一数学工具，

对三维几何模型进行正交展开做详细的说明．通过

对三维几何模型的正交展开，就得到了模型的正交

表达．文中除了给出三维几何模型的正交展开算法

之外，还进一步提出了重构算法．通过重构算法，就

可以利用模型的正交展开系数，精确重构出原始的

三维几何模型．

３．１　三维几何模型的参数化

下面用（狌，狏）∈!

２表示三角域上点的坐标，用

（狓，狔，狕）∈!

３表示三维空间中的点坐标．根据三角

域上犞系统的再生性得知，只要能够把三维空间中

的三维几何模型映射为三角域犌上的分片二元一

次多项式，且分段线恰是犌的三角剖分线，那么就

可以用线性Ｖ系统中的有限项基函数对三维几何

模型进行精确表达．一般地，对于三维几何模型的计

算机处理算法，视三维几何模型为一些三角面片的

组合，并不认为它有任何特别的数学结构．对三维几

何数据的组织上经常使用顶点索引数据结构．在这

里给出的算法中，我们将三维几何模型中的任意三

角面片视为其３个顶点所确定的空间平面的一个子

区域．我们只要把空间平面子区域参数化到犌的一

个剖分子区域上，就可以得到符合再生性所要求的

分片二元一次多项式．映射的步骤是这样的，首先，

７９１２期 李　坚等：基于三角域上Ｖ系统的三维几何模型的正交重构



可以通过顶点索引得到任意三角面片Δ犘１犘２犘３的

３个顶点犘狀＝（狓狀，狔狀，狕狀），狀＝１，２，３．设要把这个三

角面片映射到犌的子区域犌犻，犼上，三角子区域犌犻，犼的

顶点为珟犘狀＝（狌狀，狏狀），狀＝１，２，３．只要求解下面的线

性方程组

α狓 β狓 γ狓

α狔 β狔 γ狔

α狕 β狕 γ

熿

燀

燄

燅狕

狌狀

狏狀

熿

燀

燄

燅１

＝

狓狀

狔狀

狕

熿

燀

燄

燅狀

就可以得到在参数域犌犻，犼上用下列３个二元一次函

数表示的三角面片Δ犘１犘２犘３．

烄

烆

烌

烎

狓

狔

狕

!犘Δ（狌，狏）＝

α狓狌＋β狓狏＋γ狓

α狔狌＋β狔狏＋γ狔

α狕狌＋β狕狏＋γ

烄

烆

烌

烎狕

，

其中（狓，狔，狕）∈Δ犘１犘２犘３并且（狌，狏）∈犌犻，犼．

当把三维几何模型中的所有三角面片都分别映

射到犌的不同子剖分区域时，就得到了用分片二元

一次多项式表示的三维几何模型

犘Δ（狌，狏）＝

犘Δ１（狌，狏）（狌，狏）∈犌１，１

犘Δ２（狌，狏）（狌，狏）∈犌２，１



犘Δ狀（狌，狏）（狌，狏）∈犌犻，

烅

烄

烆 犼

，

其中狀是三维几何模型中三角面片的总数．显然，如

果三维几何模型中的三角面片数为狀时，就要对三

角域犌进行犖 次剖分，使剖分区域变为个数不小于

狀，且最接近狀的４犖个子区域．而剩余的４犖－狀个子

区域上的表达式为零．在这一映射过程中，三维几何

模型中的三角面片是一一映射到三角域的剖分网格

上的，不允许出现不同三角面片映射到同一三角子

区域上的情况．

图６　三角面片到剖分子区域的映射

３．２　三维几何模型的正交展开及重构

如前所述，设三角域上线性（１次）Ｖ系统的基

函数按照其分组分类的生成顺序进行排列得到

犞１
１，１
，犞２

１，１
，犞３

１，１
，犞１

１，２
，犞２

１，２
，…，犞９

１，２
，犞犻

，犼
１，犿
，

其中犿＝３，４，…；犻＝１，２，…，９；犼＝１，２，…，４
犿－２．

为了简化记号，依序记这个函数序列为犞犻，于

是，三维几何模型可以表示为

犘Δ（狌，狏）＝∑
３×４

犖

犻＝１

犮犻犞犻（狌，狏） （２）

其中犮犻为Ｖ系统的正交展开系数，可由下式求出：

犮犻＝
犌

犘Δ（狌，狏）犞犻（狌，狏）ｄ犌 （３）

由三角域上的内积定义式（１），求三维几何模型

的展开系数，就是求犘Δ（狌，狏）和Ｖ系统上的基函数

犞犻这两个分片二元一次多项式在犌 上的内积．如果

一个有狀片三角面片的模型，参数化到犖 级剖分下

的三角域犌 上，那么，用 Ｖ系统中的３×４犖个基函

数就可以精确表达此三维几何模型．传统上我们把

信号的傅立叶展开系数称为信号的频谱，在此我们

也把Ｖ系统对三维几何模型的正交展开系数称为

模型的频谱，并且按照展开系数犮犻相对位置的不同，

而称为高频项和低频项，其中，特别地称犮１为直流分

量．在此要特别说明的是，这里提到的高频和低频的

概念与传统信号处理中的意义是不同的．对于三维

几何模型的频谱，这里出现的高频项对模型的影响

是更局部的，也就是只影响整个模型中的少数三角

片．而低频项的影响范围更大或称之为更全局．对于

三维几何模型频谱更深入的内在特性还有待进一步

深入研究．

３．３　三维几何模型的重构

三维几何模型重构目的是明确的，也就是利用

模型的频谱还原成其原来的空间形式．重构的步骤

包括两个部分．首先，利用模型的频谱求得其在三角

域犌上的参数形式，也就是关于（狌，狏）的分片二元

一次多项式．第二步是通过三维几何模型的参数形

式求出模型中所有三角面片的顶点坐标：

犘Δ（狌，狏）＝

犘Δ狓（狌，狏）

犘Δ狔（狌，狏）

犘Δ狕（狌，狏

烄

烆

烌

烎）

＝

烄

烆

烌

烎

狓

狔

狕

（４）

４　实验结果与讨论

实验的软硬件环境为ＣＰＵ：ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２６４００

２．１３ＧＨｚ；２ＧＢＲａｍ；Ｍａｔｌａｂ４．７．０（２００７ａ）．

实验：

实验１．　实验１中的三维几何模型（ａ）是由

３００个三角面片所组成的一个封闭曲面，它由一个

三棱柱通过复杂的弯曲，然后首尾相接得来．（ｂ）显

示了它相应的线框图．实验说明本文算法可以适应

复杂的封闭曲面，图７给出了实验的模型及其频谱

计算结果．
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图７　复杂封闭曲面模型

　　实验２．　实验２是选择一个不封闭的光滑曲

面并且在曲面上存在破损的洞，在这种情况下本文

算法也能良好地适应．这里的模型由６１０６片三角面

片构成．图８显示了模型和实验结果．

图８　有破洞的连续曲面模型

　　实验３．　实验３选择了由４个相互分离的曲

面组成的网格模型，它表明本文提出的算法不但可

以对单一的三维几何模型计算它的频谱，还能对由

多个互相分离的三维几何模型所组成的场景，进行

整体的表达，从而能够对场景中多个三维几何模型

之间的相互关系进行全局的描述，这也正是三角域

上Ｖ系统的一大特点．换句话说，不论模型中出现

连续或间断的情况，都可以用Ｖ系统进行统一的正
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交表达．并且，对于间断的情形，并不会出现 Ｇｉｂｓｓ

现象．在这个实验中，我们使用的模型由１２２４个三

角面片组成．图９为模型及实验结果．

图９　包含间断情况的曲面模型

　　实验４．　在最后一个实验中，选择了在三维模

型中很有代表性并经常被引用的ＳｔａｎｆｏｒｄＢｕｎｎｙ

模型，试验中使用的模型有１０１２２个三角面片．

图１０给出了模型及实验结果．

图１０　ＳｔａｎｆｏｒｄＢｕｎｎｙ模型

　　从上面的实验结果可以看出，三角域上的Ｖ系

统可以对不同拓扑结构的三维几何模型进行正交表

达，并且对由多个相互独立的三维几何模型组成的

场景也可以进行整体的正交表达．
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算法的时间开销见表１．如果处理更大规模的

三维几何模型，需要进一步研究快速算法，此为后续

工作努力的方向之一．

表１　计算频谱及重构的时间开销

实验模型（模型规模） 计算模型频谱时间／ｓ 重构时间／ｓ

实验１（３００片） ０．１０ ０．１１

实验２（６１０６片） ３．８６ ４．８１

实验３（１２２４片） ０．６３ ０．７２

实验４（１０１２２片） ８．４８ ８．９４

５　总　结

本文主要研究了如何利用 Ｖ系统对分片多项

式表达的三维几何模型进行正交重构的问题．这种

重构算法，可以适应互相分离的三维几何模型组成

的群组，并且不出现Ｇｉｂｂｓ现象．有了这样的正交重

构，就可以对包括分离情形在内的三维几何模型实

现整体频谱分析，为三维几何模型的特征提取、分

类、检索等问题研究提供一个新的视角．
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