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摘　要　文章系统研究了提升格式与小波滤波器支撑长度、线性相位、消失矩等性质的关系；提出了提升格式构造

同时满足短支撑、对称性和任意阶消失矩双正交小波的一般算法；给出了最佳提升格式（ＢｅｓｔＬｉｆｔｉｎｇＳｃｈｅｍｅ，

ＢＬＳ）的定义以及在该算法下诸多已有双正交小波的构造方法．此外，文中首次构造了一系列性质优美的双正交

小波———最佳提升格式小波（ＢＬＳＷａｖｅｌｅｔ，ＢＬＳＷ）奇数阶系列；列出了ＢＬＳＷ 的部分性质并将其应用到图像非线

性逼近上．实验表明，性质上的优势体现在应用上，部分ＢＬＳＷ具有突出的逼近能力．
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１　引　言

小波变换以其良好的时频局域性和多尺度结

构，成为了非平稳信号表示和分析的有力工具［１２］．

在信号处理中，短支撑能大大减少处理问题的计算

量；正交性能保持能量，使各处理变量不相关到最大

程度；高消失矩使信号进行小波变换后非零小波系



数个数更少；对称性（对应着线性相位滤波器）既适

合人的视觉系统，又使信号在边界易于处理，这些性

质成为了人们选用小波时特别注重的性质．但遗憾

的是，紧支撑正交实系数小波除 Ｈａａｒ外，都缺乏对

称性［１］，而 Ｈａａｒ小波的消失矩和正则指数却很低，

这给我们实际应用带来了困难．另一方面，短支撑与

高消失矩也是一对矛盾，高消失矩往往对应着较长

的支撑，如何找到指定消失矩下支撑较短甚至最短

的小波是一个值得研究的问题．

双正交小波可以同时具备紧支撑、高消失矩和

对称性，其构造理论得到了人们的广泛重视和研究．

双正交小波构造方法可大致分为两类：频谱分解［３６］

和提升格式［７１２］．传统的双正交小波构造方法基于

频谱分解，其中有代表性的是Ｃｏｈｅｎ等人
［３］提出的

ＣＤＦ方法．通过预先指定小波及其对偶的消失矩，

再对相应的三角多项式进行频谱分解，他们构造出

双正交样条小波 （ＢｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌＳｐｌｉｎｅ Ｗａｖｅｌｅｔ，

ＢＳＷ）系列以及无理数系数的ＣＤＦ９７，ＣＤＦ１１９等

小波．然而，该类方法构造过程复杂、不易推广，且在

构造高消失矩小波时需要分解高阶三角多项式，这

并不是一个平凡的数学过程．

提升格式［７］是一种完全基于时域的双正交小波

构造方法，与频谱分解方法相比，提升格式有固定的

小波构造公式，其不仅简单易于理解，具有通用性和

灵活性，而且有高效的小波变换实现方式．基于提升

格式的小波理论与应用迅速吸引了众多专家的密切

关注．具体到双正交小波构造方面：Ｓｗｅｌｄｅｎｓ
［７］给出

了ＤｅｓｌａｕｒｉｅｒｓＤｕｂｕｃ小波（ＤＤＷ）系列的提升构

造过程．Ｌｉ等人
［９］研究了提升格式与消失矩的关

系，提出从任意小波出发，构造具有任意消失矩小波

的方法．Ｃｈｅｎｇ等人
［１０］提出了和ＣＤＦ９７、ＣＤＦ１１９

小波具有相同支撑长度双正交小波的提升构造算

法，Ａｖｅｒｂｕｃｈ和Ｚｈｅｌｕｄｅｖ
［１１］从插值样条函数出发，

利用提升格式构造了部分ＤＤＷ 和一系列ＩＩＲ双

正交小波．Ｈｅ
［１２］研究了样条类型小波构造，并指出

部分高消失距ＢＳＷ 可通过相应的低消失矩ＢＳＷ

一步提升构造．

我们注意到，文献［７］的构造过程难以推广到其

它小波；文献［１０］的算法在构造高消失矩小波时面

临多元高次方程组的求解难题；文献［１１１２］构造的

ＦＩＲ小波都是已知小波．利用文献［９］的方法虽然可

以构造出新小波，但除消失矩外，提升格式与初始小

波以及它与生成小波支撑长度、对称性的关系并没

有得到深入研究．提升格式在构造性质优美的新小

波方面现今仍只有一些零星的结论．

针对上述问题，我们从尺度和小波函数对应的

滤波器出发，对提升格式与小波滤波器各种性质的

关系展开系统研究，提出了同时满足短支撑、对称性

和任意阶消失矩双正交小波的一般构造算法．具体

地，设双正交滤波器组｛犺，珘犺ｎｅｗ，犵
ｎｅｗ，珟犵｝由初始滤波

器组｛犺，珘犺，犵，珟犵｝经本文算法一步提升所得，则下列性

质可以同时满足：（１）犵
ｎｅｗ具有犖′阶消失矩，犖′＞犖，

其中犖 是犵的消失矩阶数；（２）珘犺
ｎｅｗ和犵

ｎｅｗ都满足线

性相位；（３）｛珘犺ｎｅｗ，犵
ｎｅｗ｝是从｛珘犺，犵｝出发，经过一步

犖′－犖 阶提升后支撑长度最短的．显然，该算法可

以构造许多性质优美的双正交小波．

该算法具有通用性和灵活性，从几类简单小波

出发，通过指定不同的消失矩阶数，大量实例可以被

构造出来．我们探讨了该算法下生成滤波器消失矩

阶数限制、提升方案选择、初始小波选择等问题，给

出了最佳提升格式（ＢｅｓｔＬｉｆｔｉｎｇＳｃｈｅｍｅ，ＢＬＳ）的定

义；进一步给出了在本算法下，ＢＳＷ 系列和ＤＤＷ

系列的具体构造过程；此外，我们首次构造了一系列

满足短支撑、对称性、奇数阶消失矩光滑的二进制分

数系数小波———ＢＬＳ小波（ＢＬＳＷａｖｅｌｅｔ，ＢＬＳＷ）奇

数阶系列，弥补了鲜有性质优美奇数阶消失矩、二进

制分数系数双正交小波的不足．

我们将部分ＢＬＳＷ 应用到图像非线性逼近并

与部分ＤＤＷ以及ＣＤＦ９７小波进行比较．实验结

果表明，性质上的优势最终体现在应用上，部分

ＢＬＳＷ 具有突出性能：不仅逼近效果普遍超过

ＣＤＦ９７小波，而且在多数图像上，ＢＬＳＷ 系列都比

对应阶 ＤＤＷ 取得了更好的视觉效果和更高的

ＰＳＮＲ值．

２　预备知识

在本文中，我们仅考虑ＦＩＲ滤波器犵＝｛犵犽｝
犽犲
犽＝犽犫
，

其对应的Ｌａｕｒｅｎｔ多项式为犵（狕）＝∑

犽犲

犽＝犽犫

犵犽狕
犽，支撑长

度为｜犵｜＝犽犲－犽犫＋１，支撑范围为［犽犫，犽犲］．图１给出

了提升格式的基本结构．Ｓｗｅｌｄｅｎｓ证明
［７］，滤波器

组｛犺，珘犺，犵，珟犵｝可通过提升公式（１）构造一组新滤波

器｛珘犺ｎｅｗ，犵
ｎｅｗ｝；通过对偶提升公式（２）构造一组新滤

波器｛犺ｎｅｗ，珟犵
ｎｅｗ｝，其中提升算子狊（狕）、对偶提升算子

珓狊（狕）均为Ｌａｕｒｅｎｔ多项式

珘犺ｎｅｗ（狕）＝珘犺（狕）－珟犵（狕）·狊（狕
－２）

犵
ｎｅｗ（狕）＝犵（狕）＋犺（狕）·狊（狕

２｛ ）
　 （１）
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图１　提升格式的基本结构

犺ｎｅｗ（狕）＝犺（狕）＋犵（狕）·珓狊（狕
－２）

珟犵
ｎｅｗ（狕）＝珟犵（狕）－珘犺（狕）·珓狊（狕

２｛ ）
　 （２）

从式（１）和（２）可知，提升格式在确保双正交关

系后，将构造中剩下的自由度全部集中在提升算子

和对偶提升算子上，只需确定狊（狕）和珓狊（狕），就可以

唯一地构造出提升格式后的双正交滤波器组，因此

提升格式构造小波的关键在于寻找合适的狊（狕）和

珓狊（狕），使得生成的滤波器满足指定的性质．由于提升

与对偶提升的对等性，本文仅对狊（狕）的设计方法展

开研究，珓狊（狕）可完全类似得到．

本文的工作不同于文献［８］，它研究的是如何将

已知ＦＩＲ小波分解为有限步交替对偶提升和提升

的级联，研究的是小波分解算法．而本文研究的是

狊（狕）设计与支撑长度、对称性和消失矩等性质的一

般关系，旨在通过分析这些关系，给出性质优美双正

交小波的构造方法，研究的是小波构造算法．

线性相位是滤波器最重要的性质之一．Ｎｇｕｙｅｎ

和Ｖａｉｄｙａｎａｔｈａｎ
［１３］有如下结论．

引理１
［１３］．　可完全重构，且具有线性相位的实

ＦＩＲ滤波器｛犺，犵｝中，有实用价值的结构只可能是

下面两种之一：

（１）｛犺，犵｝都是奇长度且对称，两个滤波器的支

撑长度之差为２的奇数倍；

（２）｛犺，犵｝都是偶长度，犺对称而犵 反对称，两

个滤波器的支撑长度之差为２的偶数倍．

这两种结构被分别简称为ＳＳＯＯ结构和ＳＡＥＥ

结构．

对满足线性相位的｛犺，珘犺，犵，珟犵｝，文献［１４］给出

了一步提升保持生成滤波器线性相位时，提升算子

与｛犺，珘犺，犵，珟犵｝支撑范围的关系．

引理２
［１４］．　令｛犺，珘犺，犵，珟犵｝为初始双正交滤波

器组，其中

犺（ω）＝∑

犖
２

犽＝犖１

犺犽ｅ
－ｉ犽ω，珘犺（ω）＝∑

珦犖
２

犽＝珦犖１

珘犺犽ｅ
－ｉ犽ω，

犵（ω）＝∑

犕
２

犽＝犕１

犵犽ｅ
－ｉ犽ω，珟犵（ω）＝∑

珮犕
２

犽＝珮犕１

珟犵犽ｅ
－ｉ犽ω．

（１）若｛犺，珘犺，犵，珟犵｝均对称，则一步提升生成的新

滤波器保持原有对称关系当且仅当

狊（２ω）ｅｘｐ －
ｉ（犖１＋犖２－犕１－犕２）ω｛ ｝２

，

狊（２ω）ｅｘｐ －
ｉ（珦犖１＋珦犖２－珮犕１－珮犕２）ω｛ ｝２

均为偶函数；

（２）若｛犺，珘犺｝对称，｛犵，珟犵｝反对称，则一步提升生

成的新滤波器保持原有对称关系当且仅当上述两个

表达式均为ω的奇函数．

消失矩是衡量尺度和小波函数能量聚集能力和

光滑程度的重要标志．令犖 为滤波器组｛犺，珘犺，犵，珟犵｝

中小波犵的消失矩，若通过一步提升把小波消失矩

从犖 提高到犖′，Ｌｉ等人
［９］的研究表明，上述消失矩

提高问题可以转化为如下矩阵方程求解问题．

狋＝犃－１·犫犾 （３）

其中犾∈!

，可逆矩阵犃＝（犪犽犻）（犖′－犖）×（犖′－犖），狋＝

（狋犽）
犖′－犖－１

０
，犫
犾
＝（犫

犾

犽
）犖′－犖－１
０

，且

　犪犽犻＝
ｄ犽

ｄ狕犽
［（狕＋１）犖犺（狕）（狕２－１）犻］狕＝１，

　犫
犾

犽＝－
ｄ犽

ｄ狕犽
［狕２犾狇（狕）］狕＝１，犽＝０，１，…，犖′－犖－１．

显然，给定参数犾的值后，方程（３）有唯一解

｛狋犽｝
犖′－犖－１
０ ．文献［９］指出，令｛狋犽｝

犖′－犖－１

０
为多项式

犜（狕）在狕＝１处的前 犖′－犖 项泰勒展开系数，再

定义

狊（狕）＝狕－犾（狕－１）犖犜（狕） （４）

则生成的犵
ｎｅｗ必有犖′阶消失矩．注意到上述提升要

求犜（狕）最高次幂犠犖′－犖－１．特别地，当犠＝

犖′－犖－１时，式（４）得到的狊（狕）不仅唯一确定，而

且支撑长度最短，称其为最短支撑提升算子，记作

狊（狕：犾）．

关于提升格式构造任意阶消失矩小波的详细算

法请参考文献［９］．我们注意到，由于犾取值的任意

性，狊（狕：犾）并不能保证生成的珘犺ｎｅｗ和犵
ｎｅｗ也是支撑

长度最短的．此外，该算法并没有讨论生成滤波器的

线性相位．仅从该算法出发，我们难以系统讨论同时

满足短支撑、对称性和高消失矩等众多优美性质双

正交小波的构造．

０９２ 计　　算　　机　　学　　报 ２００９年



３　主要结果

在本节中，我们从引理１和文献［９］的算法出

发，研究了使生成滤波器同时满足短支撑、线性相位

和任意阶消失矩狊（狕）的设计方法．随后，我们讨论

了生成滤波器消失矩阶数限制，提升方案选择，初始

小波选择并给出了ＢＬＳ的定义．最后，我们给出了

满足短支撑、对称性和任意阶消失矩双正交小波的

一般构造算法．

３．１　一般结果

考虑到线性相位的重要性，本节仅讨论初始滤

波器｛犺，珘犺，犵，珟犵｝满足线性相位的情况．设［犖１，犖２］，

［珦犖１，珦犖２］，［犕１，犕２］和［珮犕１，珮犕２］分别为上述４个滤

波器的支撑范围．从双正交关系可知，｛犺，犵｝和

｛珘犺，珟犵｝必同属于ＳＳＯＯ或ＳＡＥＥ结构，也即滤波器

｛犺，犵｝的线性相位结构就是滤波器组｛犺，珘犺，犵，珟犵｝的

线性相位结构．引理２可写成如下形式．

推论１．　在一步提升中，若初始滤波器组｛犺，珘犺，

犵，珟犵｝是ＳＳＯＯ结构，则生成滤波器｛珘犺
ｎｅｗ，犵

ｎｅｗ｝和

｛珘犺，犵｝保持相同对称关系当且仅当狊（狕）关于（犕１＋

犕２－犖１－犖２）／４对称；若｛犺，珘犺，犵，珟犵｝是ＳＡＥＥ结

构，则｛珘犺ｎｅｗ，犵
ｎｅｗ｝和｛珘犺，犵｝保持相同对称关系当且仅

当狊（狕）关于（犕１＋犕２－犖１－犖２）／４反对称．

证明．　利用提升公式（１）即可直接证得该结

论，此处略．

从式（４）可知，狊（狕）支撑中心为（犖＋犠－２犾）／２，

令

（犕１＋犕２－犖１－犖２）／４＝（犖＋犠－２犾）／２，

也即

犾＝
犠＋犖
２

－
犕１＋犕２－犖１－犖２

４
（５）

即可保证狊（狕）以（犕１＋犕２－犖１－犖２）／４为支撑中

心．

推论２．　在一步提升中，若｛犺，珘犺，犵，珟犵｝是满

足线性相位的初始滤波器组，犖 和犖′分别是犵 和

犵
ｎｅｗ的消失矩，狊（狕）满足式（４），犠＝犖′－犖－１，则当

｛犺，珘犺，犵，珟犵｝为ＳＳＯＯ 结构时，最短支撑提升算子

狊（狕：犾）必对称；当｛犺，珘犺，犵，珟犵｝为 ＳＡＥＥ 结构时，

狊（狕：犾）必反对称．

证明．　见附录１．

推论１和２表明在一步提升中，选择合适的犾并

令狊（狕）＝狊（狕：犾），则生成滤波器｛珘犺ｎｅｗ，犵
ｎｅｗ｝不仅保

持原有对称关系不变，而且犵
ｎｅｗ满足犖′阶消失矩．

推论３．　在一步提升中，若｛犺，珘犺，犵，珟犵｝为初始

滤波器组，犖 是犵 的消失矩阶数，狊（狕）满足式（４），

其中犾由式（５）给出，则生成滤波器｛珘犺ｎｅｗ，犵
ｎｅｗ｝是从

｛珘犺，犵｝出发支撑长度最短的，其支撑长度为

｜珘犺
ｎｅｗ
｜＝｜犵

ｎｅｗ
｜＝犖２－犖１＋２犖＋２犠＋１ （６）

证明．　由于｜珘犺
ｎｅｗ
｜＝｜犵

ｎｅｗ
｜．设犵

ｎｅｗ（狕）的支撑

范围为［犵
ｎｅｗ
犫
，犵

ｎｅｗ
犲 ］，从式（１）可知

犵
ｎｅｗ
犫 ＝ｍｉｎ（犕１，犖１－２犾），

犵
ｎｅｗ
犲 ＝ｍａｘ（犕２，犖２＋２犖＋２犠－２犾）．

由于提升格式会增加生成滤波器的支撑长度①，

当犾由式（５）给出时，犵（狕）和犺（狕）·狊（狕
２：犾）有相同

的支撑中心，也即Ｌａｕｒｅｎｔ多项式犺（狕）·狊（狕２：犾）

的支撑范围“包含”犵（狕）的支撑范围．此时犵
ｎｅｗ
犫 ＝

犖１－２犾，犵
ｎｅｗ
犲 ＝犖２＋２犖＋２犠－２犾，且

｜犵
ｎｅｗ
｜＝｜犺（狕）·狊（狕

２：犾）｜＝犖２－犖１＋２犖＋２犠＋１．

当犾为其它值时，犺（狕）·狊（狕２：犾）的支撑范围随

犾“滑动”，其与犵（狕）的支撑范围可能不再是“包含”

而是“相交”甚至“不相交”，此时必有｜犵
ｎｅｗ
｜＞犖２－

犖１＋２犖＋２犠＋１． 证毕．

定理１（提升）．　在一步提升中，若｛犺，珘犺，犵，珟犵｝

是满足线性相位的初始滤波器组，犖 是犵 的消失矩

阶数，狊（狕）满足式（４），其中犾由式（５）给出，犠 ＝

犖′－犖－１，犜（狕）是最高次幂为犠，狕＝１处泰勒展

开系数｛狋犽｝
犠

犽＝０
由式（３）解出的多项式，则生成滤波器

｛珘犺ｎｅｗ，犵
ｎｅｗ｝满足：

（１）犵
ｎｅｗ有犖′阶消失矩；

（２）保持和｛珘犺，犵｝相同的对称关系；

（３）是从｛珘犺，犵｝出发，经过一步犖′－犖 阶提升

后支撑长度最短的．

类似地，令珦犖 和珦犖′分别表示珟犵 和珟犵
ｎｅｗ的消失

矩阶数，定义

珓狊（狕）＝狕
－珓犾（狕－１）

珦犖珦犜（狕） （７）

其中珓犾∈!

是刻画珓狊（狕）初始位置的参数，珦犜（狕）为最

高次幂为珦犖′－珦犖－１的多项式．｛狋
～

犽｝
珦犖′－珦犖－１

犽＝０
是矩阵

狋
～

＝珟犃－１·珘犫
珓犾 （８）

的解．其中珟犃＝（珘犪犽犻）（珦犖′－珦犖）×（珦犖′－珦犖），狋
～

＝（狋
～

犽）
珦犖′－珦犖－１

０
，

珘犫
珓犾
＝（珘犫

珓犾

犽
）
珦犖′－珦犖－１

０
且

珘狇（狕）＝珟犵（狕）／（狕－１）
珦犖，

珘犪犽犻＝
ｄ犽

ｄ狕犽
（狕＋１）

珦犖珘犺（狕）（狕２－１）［ ］犻 狕＝１，

珘犫
珓犾

犽＝－
ｄ犽

ｄ狕犽
狕２
珓犾
珘狇（狕［ ］）狕＝１，

令
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① 在某些极其特殊的情况下，如犵的支撑非常长但消失矩很
低，支撑长度可能不会增加，但这些情况没有实际的意义，
本文不予考虑．



珓犾＝
珦犖′－１
２

－
珮犕１＋珮犕２－珦犖１－珦犖２

４
（９）

定理２（对偶提升）．　在一步对偶提升中，若

｛犺，珘犺，犵，珟犵｝是满足线性相位的初始滤波器组，珦犖 是

珟犵的消失矩阶数，珓狊（狕）满足式（７），其中珓犾由式（９）给

出，珦犜（狕）是最高次幂为珦犖′－珦犖－１，狕＝１处泰勒展

开系数｛狋
～

犽｝
珦犖′－珦犖－１

犽＝０
由式（８）解出的多项式，则生成滤

波器｛犺ｎｅｗ，珟犵
ｎｅｗ｝满足

（１）珟犵
ｎｅｗ有珦犖′阶消失矩；

（２）保持和｛犺，珟犵｝相同的对称关系；

（３）是从｛犺，珟犵｝出发，经过一步珦犖′－珦犖 阶对偶

提升后支撑长度最短的．

定理１和定理２分别给出了使生成滤波器同时

满足短支撑、线性相位和任意阶消失矩的狊（狕）和珓狊（狕）

设计方法．在本文剩余部分，如无特殊申明，提到的

提升和对偶提升分别是基于定理１和定理２的．

３．２　算法规划

３．２．１　生成滤波器消失矩阶数

推论４．　在一步提升中，当｛犺，珘犺，犵，珟犵｝是ＳＳＯＯ

结构时，犖′必为偶数；当｛犺，珘犺，犵，珟犵｝是ＳＡＥＥ结构

时，犖′必为奇数．

证明．　当滤波器｛犺，犵｝是ＳＳＯＯ结构时，由引

理１

犕１＋犕２＝２狀１和犖１＋犖２＝２狀２，且

狀１－狀２＝２狀－１，其中狀，狀１，狀２∈!

表明

犕１＋犕２－犖１－犖２
４

＝
（２狀－１）

２
．

由于犠＝犖′－犖－１，式（５）可重写为

犾＝
犖′－１
２

－
犕１＋犕２－犖１－犖２

４
＝
犖′
２
－狀，狀∈Ζ，

这表明犖′必为偶数；当滤波器｛犺，犵｝是ＳＡＥＥ结构

时，重复上述分析过程则可推出犖′必为奇数．证毕．

可以证明，上述结论在一步对偶提升中同样成

立．这表明对不同消失矩提升目标，我们需考虑不同

结构的初始小波．例如犖′＝４时，则只能考虑从Ｌａｚｙ

小波或ＣＤＦ５３小波这些ＳＳＯＯ结构的初始小波出

发；而犖′＝５时，则只能从ＳＡＥＥ结构的初始小波

出发，如 Ｈａａｒ小波．

３．２．２　提升方案选择

对给定的初始滤波器组｛犺，珘犺，犵，珟犵｝，犖 和珦犖 分

别是犵 和珟犵 的消失矩阶数，目标是生成滤波器组

｛犺ｎｅｗ，珘犺ｎｅｗ，犵
ｎｅｗ，珟犵

ｎｅｗ｝，其中犵
ｎｅｗ和珟犵

ｎｅｗ的消失矩阶

数分别是犖′和珦犖′．当犖′－犖 和珦犖′－珦犖 比较大，例

犖′－犖＝珦犖′～珦犖＝４时，我们可以经过一轮提升（一步

提升和一步对偶提升的组合）达到目标，也可以经过两

轮或多轮提升过程达到目标．换句话说，存在着不同的

提升方案，如珦犖犖ｄｌ珦犖′犖′和珦犖犖 ｄｌ珮犕犕ｄｌ珦犖′犖′

（其中珮犕∈（珦犖，珦犖′），犕∈（犖，犖′）且珮犕，犕∈犣．ｄｌ表

示先对偶提升再提升，ｌｄ相反）．这就产生一个问

题，不同提升方案生成的滤波器组相同吗？

定理３．　令犖和珦犖 分别为犵和珘犵的消失矩，目

标是使犵
ｎｅｗ和珟犵

ｎｅｗ分别具有犖′和珦犖′阶消失矩，不同

提升方案生成的滤波器组不同．令犱犳＝｜犵｜－｜珟犵｜，

犱狏＝犖′－珦犖′，则当犱犳＜犱狏时，珦犖犖ｌｄ珦犖′犖′得到的滤

波器组支撑长度最短①；当犱犳＞犱狏时，珦犖犖ｄｌ珦犖′犖′

得到的滤波器组支撑长度最短；当犱犳＝犱狏时，

珦犖犖ｌｄ珦犖′犖′和珦犖犖 ｄｌ珦犖′犖′得到的滤波器组支撑

长度相同，二者都是最短的．

证明．　见附录２．

除了消失矩和支撑长度，生成滤波器的正则性

也有十分重要的意义．表１（ｈｄ和ｈｒ分别表示分解

和重构端低通滤波器，下同）给出了令 Ｈａａｒ小波为

初始小波，犖′＝珦犖′＝７时各种提升方案生成滤波器

的支撑范围和正则指数②．可以看到，各种提升方案

生成滤波器的正则指数并没有明显区别．

表１　不同提升方案生成滤波器组的支撑范围和正则指数

提升方案
支撑范围

ｈｄ ｈｒ

正则指数

ｈｄ ｈｒ

１１ｄｌ７７ （－１２，１３） 　（－６，７） ２．９１２２ ２．７９３１

１１ｄｌ３３ｄｌ７７ （－１６，１７） （－１０，１１） ２．８６６９ ２．９４０６

１１ｄｌ３３ｌｄ７７ 　（－８，９） （－１４，１５） ２．７８２７ ３．０４１９

１１ｄｌ５３ｄｌ７７ （－１８，１９） （－１２，１３） ２．７９７７ ２．８２５９

１１ｄｌ５５ｄｌ７７ （－１６，１７） （－１０，１１） ２．８４５０ ２．７７２１

１１ｄｌ５５ｌｄ７７ （－１４，１５） （－２０，２１） ２．８３８１ ２．７７８５

１１ｄｌ３３ｄｌ５５ｄｌ７７ （－２４，２５） （－１８，１９） ２．８４５０ ２．９５３４

１１ｄｌ３３ｄｌ５５ｌｄ７７ （－１４，１５） （－２０，２１） ２．８３４４ ２．９６４４

１１ｄｌ３３ｌｄ５５ｄｌ７７ （－１８，１９） （－１２，１３） ２．８１００ ２．９９５６

１１ｄｌ３３ｌｄ５５ｌｄ７７ （－１６，１７） （－２２，２３） ２．７９９４ ２．９９９９

３．２．３　初始小波选择

前面指出，对不同消失矩提升目标，我们需考虑

不同的初始小波．定理３说明对给定的初始小波和

消失矩提升目标，存在不同的提升方案且这些方案

生成滤波器组的支撑长度不同．注意到支撑最短的

提升方案仅包含一步提升和一步对偶提升，而且对

确定的消失矩提升目标，支撑最短的提升方案生成

的滤波器组长度仅与｜犵｜或｜珟犵｜相关．因此，为生成

２９２ 计　　算　　机　　学　　报 ２００９年

①

②

此处支撑长度最短指分解和重构端滤波器支撑长度之和

最小．
正则指数用Ｊｉａｎｇ在其个人主页（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｓ．ｕｍｓｌ．
ｅｄｕ／～ｊｉａｎｇ／Ｊｓｏｆｔｗａｒｅ．ｈｔｍ）提供的Ｓｏｂｏｌｅｖ正则指数计算
程序计算．



支撑长度短的滤波器组，我们需选择支撑长度短的

初始小波．

３．２．４　最佳提升格式

由于Ｌａｚｙ和Ｈａａｒ小波分别是ＳＳＯＯ和ＳＡＥＥ

结构中支撑长度最短的小波，可知００ｄｌ珦犖犖（珦犖 和犖

为偶数）和１１ｄｌ珦犖犖（珦犖 和犖 为奇数）也是对偶小波

及小波的消失矩分别为珦犖 和犖 的各种提升方案中

支撑最短的．考虑到不同提升方案正则性区别不大，

我们将支撑最短的初始小波和支撑最短的提升方案

结合起来，称为最佳提升格式（ＢｅｓｔＬｉｆｔｉｎｇＳｃｈｅｍｅ，

ＢＬＳ），并将生成的小波滤波器组定义为（珦犖，犖）阶最

佳提升格式小波，记为ＢＬＳＷ（珦犖，犖）．

定义１．　当珦犖 和犖 为奇数时，称由Ｈａａｒ小波

先珦犖 －１ 阶对偶提升再 犖－１ 阶提升得到的

１１ｄｌ珦犖犖 为ＢＬＳＷ（珦犖，犖）；相应地，当珦犖 和犖 为偶

数时，称Ｌａｚｙ小波先珦犖 阶对偶提升再犖 阶提升得

到的００ｄｌ珦犖犖 为ＢＬＳＷ（珦犖，犖）．

３．３　一般算法

根据前面的分析，我们给出提升格式构造满足

短支撑、对称性、任意阶消失矩双正交小波的一般算

法如下．

算法１（提升）．

１．给定消失矩提高目标犖′，选择合适的初始小波；

２．通过式（５）求参数犾，其中犠＝犖′－犖－１；

３．根据犾求解矩阵方程（３），得唯一解｛狋犽｝
犖′－犖－１
犽＝０

；

４．通过式（４）求提升算子狊（狕）；

５．通过提升式（１）构造新滤波器｛珘犺ｎｅｗ，犵
ｎｅｗ｝．

算法２（对偶提升）．　

１．给定消失矩提高目标珦犖′，选择合适的初始小波；

２．通过式（９）求参数珓犾；

３．根据珓犾求解矩阵方程（８），得唯一解｛狋
～

犽｝
珦犖′－珦犖－１
犽＝０

；

４．通过式（７）求对偶提升算子珓狊（狕）；

５．通过对偶提升式（２）构造新滤波器｛犺ｎｅｗ，犵
～ｎｅｗ｝．

４　构造实例

从上述结论出发，我们可以构造大量的实例．在

本节中，我们首先给出了ＢＳＷ 系列和ＤＤＷ 系列

的具体构造过程，然后首次构造出一系列性质优美

的双正交小波———ＢＬＳＷ 奇数阶系列．

４．１　构造双正交样条小波（犅犛犠）系列

文献［１］（第２６４页）给出了双正交样条小波

（ＢＳＷ）系列的滤波器系数，这一系列小波由于同时

满足短支撑、对称性和二进制分数滤波器系数，一直

以来都受到人们的关注．

令ＢＳＷ（１，１）（第一个１表示珦犖＝１，第二个１

表示犖＝１）为初始小波，目标是生成ＢＳＷ（１，犖）

（犖 为奇数）．通过算法１，我们无需考虑复杂的频谱

分解，只需一步提升，即可直接构造出ＢＳＷ（１，犖）

小波．同理，任意的ＢＳＷ（珦犖，犖）（珦犖 和犖 有相同

的奇偶性）都可以由 ＢＳＷ（珦犖，１）（珦犖 为奇数）或

ＢＳＷ（珦犖，２）（珦犖 为偶数）经算法１一步提升构造．考

虑到ＢＳＷ 系列的滤波器系数已在文献［１］中列出，

表２只给出珦犖＝１，２，３时这些小波的提升算子狊（狕）．

表２　犅犛犠系列的初始小波和提升算子

初始小波① 珦犖 犖 狊（狕）

ＢＳＷ（１，１）

ｈｄ：１＋狕

ｈｒ：１＋狕

１

３

５

７

２－３（狕－１－狕）

２－７（－３狕－２＋２２狕－１－２２狕＋３狕２）

２－１０（５狕－３－４４狕－２＋２０１狕－１－２０１狕＋４４狕２－５狕３）

ＢＳＷ（２，２）

ｈｄ：２－２（－狕－２＋２狕－１＋６＋２狕－狕２）

ｈｒ：２－１（狕－１＋２＋狕）
２

４

６

８

２－５（３狕－２－３狕－１－３＋３狕）

２－８（－５狕－３＋３９狕－２－３４狕－１－３４＋３９狕－５狕２）

２－１３（３５狕－４－３３５狕－３＋１５６３狕－２－１２６３狕－１－１２６３＋１５６３狕－３３５狕２＋３５狕３）

ＢＳＷ（３，１）

ｈｄ：２－１（－狕－１＋３＋３狕－狕２）

ｈｒ：２－２（狕－１＋３＋３狕＋狕２）
３

３ ２－３（３狕－１－３狕）

５ ２－６（－５狕－２＋３４狕－１－３４狕＋５狕２）

７ ２－１１（３５狕－３－３００狕－２＋１２６３狕－１－１２６３狕＋３００狕２－３５狕３）

９ ２－１４（－６３狕－４＋６５８狕－３－３２８２狕－２＋１０９８６狕－１－１０９８６狕＋３２８２狕２－６５８狕３＋６３狕４）

　　①　初始小波的滤波器系数以分解和重构端低通滤波器

Ｌａｕｒｅｎｔ多项式槡２倍的形式给出．

根据频谱分解的知识，当ＢＳＷ（珦犖，犖）中珦犖 和

犖 较大时，用文献［３］的方法分解出相应的滤波器

系数并不容易．在本文中，不论犖 是多少，只需通过

算法１做一步犖－２或犖－１阶消失矩的提升，即

可直接构造出ＢＳＷ（珦犖，犖）．

４．２　构造犇犲狊犾犪狌狉犻犲狉狊犇狌犫狌犮小波（犇犇犠）系列

ＤＤＷ 系列源于ＤＤ滤波器系列．这一系列滤

波器是Ｄｅｓｌａｕｒｉｅｒｓ和Ｄｕｂｕｃ
［１５］在构造光滑曲线时

通过插值细分首次构造，随后 Ａｎｓａｒｉ等人
［１６］利用

Ｌａｇｒａｎｇｅ插值也构造出该系列滤波器．在文献［７］

中，Ｓｗｅｌｄｅｎｓ根据ＤＤＷ 系列滤波器的对称性和

插值性，从 Ｄｏｎｏｈｏ小波出发，用提升格式构造出
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ＤＤ滤波器系列的对偶滤波器，进而指出这一双正

交小波系列同时满足最短支撑和对称性．在文献

［１７］中，Ｗｅｉ等人通过分析Ｃｏｉｆｌｅｔｓ小波的特点，在

不依赖于Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的情况下将Ｃｏｉｆｌｅｔｓ系列正

交性条件推广到双正交情况，并依此构造了一系列

二进制分数系数双正交小波———ＧＢＣＷ（Ｇｅｎｅｒａｌ

ＢｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌＣｏｉｆｍａｎＷａｖｅｌｅｔ）系列．这一系列小

波中，偶数阶消失矩部分即ＤＤＷ 系列但奇数阶消

失矩部分并不满足对称性．后来在文献［１１］中，

Ａｖｅｒｂｕｃｈ和Ｚｈｅｌｕｄｅｖ从插值样条函数出发，也通

过提升格式构造出部分ＤＤＷ．

用本文算法同样也可构造ＤＤＷ 系列．固定初

始小波为Ｌａｚｙ小波，然后先通过算法２一步对偶提

升，再通过算法１一步提升，分别将对偶小波及小波

的消失矩提高到珦犖 和犖（珦犖 和犖 都为偶数），即可

得ＤＤＷ（珦犖，犖）．考虑到ＤＤＷ 系列的滤波器系

数已在文献［７］中列出，且珦犖＝２时，ＤＤＷ 即表２

中ＢＳＷ（２，犖）系列，表３只给出珦犖 为４和６时这一

系列小波的珓狊（狕）和狊（狕）．

表３　犇犇犠系列的对偶提升算子和提升算子

珦犖 珓狊（狕） 犖 狊（狕）

４ ２－４（狕－２－９狕－１－９＋狕）
２

４

６

２－２（－狕－１－１）

２－５（狕－２－９狕－１－９＋狕）

２－１０（－９狕－３＋５９狕－２－３０６狕－１－３０６＋５９狕－９狕２）

６ ２－８（－３狕－３＋２５狕－２－１５０狕－１－１５０＋２５狕－３狕２）
２

４

６

２－２（－狕－１－１）

２－５（狕－２－９狕－１－９＋狕）

２－９（－３狕－３＋２５狕－２－１５０狕－１－１５０＋２５狕－３狕２）

值得注意的是，虽然文献［７，１１，１７］都构造出

ＤＤＷ系列，但他们的构造方法与本文并不相同，

具体表现在：文献［７］中给出的构造定理将 珦犖犖

和珦犖＞犖 两种情况区别对待，分别给出相应的狊（狕）

设计方法；文献［１７］从Ｃｏｉｆｌｅｔｓ系列小波出发，通过

复杂推导给出的是ＧＢＣＷ 滤波器奇数冲击响应和

偶数冲击响应系数表达式；文献［１１］则是从插值样

条函数出发给出的狊（狕）设计方法．而本算法固定从

Ｌａｚｙ小波出发，对给定的消失矩目标，不需任何其

它信息，一步对偶提升再一步提升即可构造出相应

阶ＤＤＷ．

４．３　构造最佳提升格式小波（犅犔犛犠）奇数阶系列

从定义１可知，ＢＬＳＷ 偶数阶系列即ＤＤＷ 系

列，ＢＬＳＷ 奇数阶系列则是首次构造出来．为区别

起见，在本文中我们继续用ＤＤＷ 表示ＢＬＳＷ 偶

数阶系列，而将ＢＬＳＷ 奇数阶系列简称为ＢＬＳＷ 系

列．表４和表５分别给出了珦犖 从３～７时，这一系列

小波的滤波器系数（珦犖＝１时即ＢＳＷ 的对应阶，它

和偶数阶的不再给出）和正则指数．

表４　犅犔犛犠系列的低通滤波器系数

珦犖 槡２犺犖（狕） 犖 槡２珘犺犖，珦犖（狕）

３ ２－３（－狕－２＋狕－１＋８＋８狕＋狕２－狕３）

３ ２－６（狕－４＋狕－３－８狕－２＋８狕－１＋６２＋６２狕＋８狕２－８狕３＋狕４＋狕５）

５ ２－９（－狕－６－狕－５＋１８狕－４＋２狕－３－７９狕－２＋８１狕－１＋４９２＋４９２狕＋…）

７
２－１４（９狕－８＋９狕－７－１４０狕－６＋４狕－５＋９００狕－４－１８８狕－３－２８５２狕－２＋

２９８８狕－１＋７８２７＋７８２７狕＋…）

５ ２－７（３狕－４－３狕－３－２２狕－２＋２２狕－１＋１２８＋１２８狕＋…）

３
２－１０（－３狕－６－３狕－５＋２２狕－４＋２２狕－３－１２５狕－２＋１３１狕－１＋９８０＋

９８０狕＋…）

５
２－１３（３狕－８＋３狕－７－５２狕－６－５２狕－５＋３４８狕－４＋９２狕－３－１２２８狕－２＋

１３３２狕－１＋７７４６＋７７４６狕＋…）

７
２－１７（－９狕－１０－９狕－９＋１５０狕－８＋１５０狕－７－１５２５狕－６－７５７狕－５＋

７３６８狕－４＋２００狕－３－２１２５０狕－２＋２３５５０狕－１＋１２３２０４＋１２３２０４狕＋…）

７
２－１０（－５狕－６＋５狕－５＋４４狕－４－４４狕－３－２０１狕－２＋

２０１狕－１＋１０２４＋１０２４狕＋…）

３
２－１３（５狕－８＋５狕－７－４４狕－６－４４狕－５＋１９６狕－４＋１９６狕－３－９８０狕－２＋

１０６８狕－１＋７７９０＋７７９０狕＋…）

５
２－１６（－５狕－１０－５狕－９＋９４狕－８＋９４狕－７－６４１狕－６－６４１狕－５＋

２９８４狕－４＋９３６狕－３－９５９４狕－２＋１０８８６狕－１＋６１４２８＋６１４２８狕＋…）

７

２－２０（１５狕－１２＋１５狕－１１－２７２狕－１０－２７２狕－９＋２７１０狕－８＋２７１０狕－７－

１６４００狕－６－１０２５６狕－５＋６２３６９狕－４＋５０２５狕－３－１６５６００狕－２＋

１９２８００狕－１＋９７５７３２＋９７５７３２狕＋…）

注：对支撑较长的滤波器，表中仅列出一半的系数，剩余的系数可由对称性推得．
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表５　犇犇犠和犅犔犛犠系列的正则指数

小波
正则指数（Ｓｏｂｏｌｅｖ）

ｈｄ ｈｒ
小波

正则指数（Ｓｏｂｏｌｅｖ）

ｈｄ ｈｒ

ＤＤＷ（２，２） ０．４４０８ ＢＬＳＷ（３，３） １．５９３２

ＤＤＷ（２，４） １．１７５１ １．５０００ ＢＬＳＷ（３，５） ２．１７９４ １．４４０８

ＤＤＷ（２，６） １．７９３１ ＢＬＳＷ（３，７） ２．７８２７

ＤＤＷ（４，２） ０．５９３２ ＢＬＳＷ（５，３） １．６４９３

ＤＤＷ（４，４） １．１７９４ ２．４４０８ ＢＬＳＷ（５，５） ２．３２３９ ２．１７５１

ＤＤＷ（４，６） １．７８２７ ＢＬＳＷ（５，７） ２．７７２１

ＤＤＷ（６，２） ０．６４９３ ＢＬＳＷ（７，３） １．６７７２

ＤＤＷ（６，４） １．３２３９ ３．１７５１ ＢＬＳＷ（７，５） ２．４０５４ ２．７９３１

ＤＤＷ（６，６） １．７７２１ ＢＬＳＷ（７，７） ２．９１２２

从表５可以看到，ＢＬＳＷ 系列普遍有较好的正

则指数．当珦犖＝犖 时，ＢＬＳＷ 系列分解和重构端滤

波器正则指数差别很小，而ＤＤＷ 系列差别较大．

图２给出了 ＢＬＳＷ（３，３）的尺度和小波函数．和

ＣＤＦ９７小波类似，ＢＬＳＷ（３，３）中φ和φ
～ 以及ψ和

ψ
～
波形非常接近，这表明ＢＬＳＷ（３，３）有近似正交的

性质．与此对应，无论是ＤＤＷ 系列中哪种小波，其

分解和重构端的函数图像都有明显区别（见文献［１］

和文献［７］）．注意到ＢＳＷ 系列中同样有ＢＳＷ（３，３），

且其分解和重构端低通滤波器的支撑长度分别为８

和４，比ＢＬＳＷ（３，３）的短．但ＢＳＷ（３，３）重构端低

通滤波器的正则指数仅为０．１７５１，这一点在其函数

图像中也体现出来（见文献［１］第２６２页）．虽然文

献［１７］也给出了珦犖＝犖＝３的ＧＢＣＷ（３，３），但其滤

波器并不对称，限制了它的应用．

图２　ＢＬＳＷ（３，３）的尺度和小波函数

　　显然，ＢＬＳＷ系列是一系列同时满足短支撑、对

称性、光滑的二进制分数系数双正交小波．必须指出

的是，在之前的各种文献中，鲜有性质优美的二进制

分数系数奇数阶消失矩双正交小波被构造出来．

５　实　验

Ｍａｌｌａｔ指出
［２］，小波在信号及图像处理等很多

应用中具有优势，主要是因为经小波变换后得到的

少量非零系数有较好的逼近能力．考虑到消失矩和

支撑长度的折衷，在本节中我们选用了４种ＢＬＳＷ

（ＢＬＳＷ（３，３），ＢＬＳＷ（３，５），ＢＬＳＷ（３，７），ＢＬＳＷ

（５，３））和４种ＤＤＷ（ＤＤＷ（４，２），ＤＤＷ（４，４），

ＤＤＷ（４，６），ＤＤＷ（６，２））进行图像非线性逼近实

验，并与ＣＤＦ９７小波比较，注意到ＢＬＳＷ 系列中消

失距为（狀，犿）的小波与 ＤＤＷ 系列中消失矩为

（狀＋１，犿－１）的小波两端支撑长度之和，以及消失矩

之和都相同，我们称上述小波一一对应．图３给出了
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图３　原始测试图像

实验中用到的４幅５１２×５１２×８ｂｉｔ标准测试图像．

我们用上述小波分别对每幅图像进行３级小波

分解，为突出视觉效果上的差异，仅用幅值最大的

４０９６个尺度和小波系数来重构原图像．表６给出了

不同测试图像下这９种小波取得的ＰＳＮＲ值．

表６　图像非线性逼近中不同测试图像下各种小波的犘犛犖犚值

图像
ＰＳＮＲ

ＣＤＦ９７ Ｄ（４，２） Ｄ（４，４） Ｄ（４，６） Ｄ（６，２） Ｂ（３，３） Ｂ（３，５） Ｂ（３，７） Ｂ（５，３）

Ｐｅｐｐｅｒ ２６．０７４６ ２６．３１６０ ２６．３７８５ ２６．４１０９ ２６．２７６２ ２６．０６５２ ２６．１７９９ ２６．２１２５ ２６．０３７８

Ｌｅｎａ ２５．５８３７ ２５．５８５３ ２５．６９１７ ２５．７４４２ ２５．５８６５ ２５．５９３６ ２５．７２４５ ２５．７６８３ ２５．７０７３

Ｍａｎｄｒｉｌｌ ２０．７１１２ ２０．６５６９ ２０．６９６３ ２０．７１５１ ２０．６５０６ ２０．７１１４ ２０．７３５０ ２０．７４１９ ２０．７４００

Ｂａｒｂａｒａ ２２．４４６３ ２２．４３２６ ２２．５０２８ ２２．５４１４ ２２．４３７８ ２２．５１０９ ２２．５８１７ ２２．６１２５ ２２．５１０２

注：表中ＤＤＷ和ＢＬＳＷ分别简写为Ｄ和Ｂ．

从表６中可以看到，仅ＤＤＷ（４，２）和ＢＬＳＷ（３，

３）就取得了与ＣＤＦ９７小波相当的ＰＳＮＲ值，而且

随着小波消失矩阶数的增加，ＤＤＷ 和ＢＬＳＷ 系列

的逼近效果不断提高，ＤＤＷ（４，６）和ＢＬＳＷ（３，７）

分别在这两类小波中取得了最高的ＰＳＮＲ值．在

Ｐｅｐｐｅｒ这种特别光滑的图像上，ＤＤＷ 系列取得的

逼近效果最为突出，而在较为光滑的Ｌｅｎａ图像上，

ＢＬＳＷ系列的ＰＳＮＲ值已经略微超过了对应阶的

ＤＤＷ．随着图像纹理的进一步增加，在Ｍａｎｄｒｉｌｌ和

Ｂａｒｂａｒａ图像上，ＢＬＳＷ 系列取得的优势更加明显．

造成这种区别的一个很重要的原因是ＤＤＷ 系列

分解端低通滤波器的正则指数低于对应阶ＢＬＳＷ，

导致图像纹理增加时，逼近能力不如后者．图４给出

了用ＣＤＦ９７、ＤＤＷ（４，６）和ＢＬＳＷ（３，７）３种小波

重构得到的Ｂａｒｂａｒａ图像．可以看到，在桌布（左中白

框）以及嘴巴等位置，用ＤＤＷ（４，６）和ＢＬＳＷ（３，７）

重构出来的图像比ＣＤＦ９７小波的保持了更多的纹

理细节，此外，与ＤＤＷ（４，６）相比，用ＢＬＳＷ（３，７）

得到的图像在书柜右边墙壁的缝隙（上中白框）、右

边眼睛等位置，保持了更清晰的边缘．

图４　３级小波分解后用幅值最大的４０９６个系数重构出来的Ｂａｒｂａｒａ图像

　　总体上说，４种ＢＬＳＷ 在上述实验中取得了超

过对应阶ＤＤＷ 和经典ＣＤＦ９７小波的效果．注意

到ＢＬＳＷ系列的滤波器系数是二进制分数，这表明

定义在ＢＬＳＷ上的小波变换与ＣＤＦ９７等无理数系

数小波相比有着低得多的计算代价．考虑到真实世

界中图像一般都存在一定程度的纹理，我们构造的

ＢＬＳＷ 具有重要的意义：不仅有突出的逼近能力，

而且计算代价低，比已有小波更好地兼顾了应用效

果和计算代价．
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６　结束语

本文系统研究了提升格式与小波滤波器的支撑

长度、对称性和消失矩等性质的关系．给出了同时满

足短支撑、线性相位和任意阶消失矩的提升／对偶提

升算子设计方法．在明确了提升算子设计中的生成

滤波器消失矩阶数限制、提升方案选择、初始小波选

择后，给出了最佳提升格式的定义，得到了性质优美

双正交小波的一般构造算法．该算法为提升格式下

的小波构造提供了一个崭新的视角：只需给定初始

小波和目标消失矩，本文算法即可构造出满足消失

矩要求的短支撑、对称／反对称、光滑的双正交小波．

本文算法具有通用性和灵活性，我们给出了用

该算法构造ＢＳＷ 系列、ＤＤＷ 系列和ＢＬＳＷ 系列

的具体过程，其中ＢＬＳＷ 系列奇数阶部分是首次被

构造出来．本文列出了ＢＬＳＷ 系列的正则指数，将

部分 ＢＬＳＷ 应用到图像非线性逼近并与部分

ＤＤＷ和ＣＤＦ９７小波进行比较．实验表明，ＢＬＳＷ

系列不仅有突出的逼近能力，而且计算代价远低于

ＣＤＦ９７小波．我们相信，ＢＬＳＷ 系列在很多信号和

图像处理领域将有广阔的应用前景，将这一系列小

波应用到其它问题是我们进一步研究的内容之一．

注意到ＣＤＦ９７和ＣＤＦ１１９小波并不能通过本

文算法构造出来．这是由于这些小波必须通过两组

或多组提升才能构造［８］，而且第一组提升后生成的

滤波器并不具有尺度和小波滤波器应有的低通和高

通性质．因此不能看成从某种初始小波出发，通过一

步提升和一步对偶提升来构造．这些小波的提升构

造理论也是我们下一步研究的内容．
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１０１３

附录１．
推论２的证明．　设｛犺，珘犺，犵，犵

～｝是 ＳＳＯＯ 结构，令

犵
ｎｅｗ（狕）＝（狕－１）犖′犙（狕），其中犙（１）≠０，犜（狕）＝∑

犖′－犖－１

犻＝０

γ犻狕
犻．

根据消失矩提高要求

犉（狕）狕２犾狇（狕）＋犺（狕）（狕＋１）
犖犜（狕２）＝（狕－１）犖′－犖犙（狕）

（附１）

上式可写成

犉（狕－１）＝狕－２犾
狇（狕

－１）＋犺（狕－１）（狕－１＋１）犖犜（狕－２）

＝（狕－１－１）犖′－犖犙（狕－１） （附２）
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由于

狇（狕）＝狕
犕
１
＋犕
２
－犖
狇（狕

－１），犺（狕）＝狕犖１＋犖２犺（狕－１），

上式等价于

　 犉（狕－１）＝狕２犖′－犖＋犖１＋犖２－２（狕２犾狇（狕）＋

犺（狕）（狕＋１）犖狕２
（犖′－犖－１）犜（狕－２））

＝（狕－１－１）犖′－犖犙（狕－１） （附３）

从式（附１）和（附３）可知

　
ｄ犽

ｄ狕犽
（狕＋１）犖犺（狕）∑

犖′－犖－１

犻＝０

γ犻狕
２［ ］犻

狕＝１

＝
ｄ犽

ｄ狕犽
（狕＋１）犖犺（狕）∑

犖′－犖－１

犻＝０

γ犻狕
２（犖′－犖－１－犻［ ］）

狕＝１

＝－
ｄ犽

ｄ狕犽
狕２犾狇（狕［ ］）狕＝１，

其中犽＝０，１，…，犖′－犖－１．根据Ｌａｕｒｅｎｔ多项式的知识，可

推出

犜（狕）＝狕犖′－犖－１犜（狕－１）．

这表明犜（狕）关于（犖′－犖－１）／２对称，从而狊（狕：犾）必对称．

同理可证得对ＳＡＥＥ结构的｛犺，珘犺，犵，犵
～｝，狊（狕：犾）必反对称．

证毕．

附录２．
定理３的证明．　仅需对 珦犖犖ｄｌ珦犖′犖′、珦犖犖ｌｄ珦犖′犖′、

珦犖犖ｄｌ珦犕犕ｄｌ珦犖′犖′、珦犖犖ｄｌ珦犕犕ｌｄ珦犖′犖′、珦犖犖ｌｄ珦犕犕ｄｌ珦犖′犖′

和珦犖犖ｌｄ珮犕犕ｌｄ珦犖′犖′这６种情况进行分析即可，任何多组

提升构造的小波滤波器都可以看成上面６种情况分解而成．

对珦犖犖ｄｌ珦犖′犖′，从正文中的式（８）可知

｜犵
～ｎｅｗ
｜＝｜犵｜＋２珦犖′－２，｜犵

ｎｅｗ
｜＝｜犵｜＋２犖′＋２珦犖′－４

（附４）

同理，对珦犖犖ｌｄ珦犖′犖′有

｜犵
ｎｅｗ
｜＝｜犵

～

｜＋２犖′－２，｜犵
～ｎｅｗ
｜＝｜犵

～

｜＋２犖′＋２珦犖′－４

（附５）

令犱犳＝｜犵｜－｜犵
～

｜，犱狏＝犖′－珦犖′．显然，当犱犳＜犱狏时，珦犖犖

ｌｄ珦犖′犖′生成的滤波器组是上述两种方案中最短的；当犱犳＞

犱狏时，珦犖犖ｄｌ珦犖′犖′生成的滤波器组是上述两种方案中最短

的；当犱犳＝犱狏时，珦犖犖ｌｄ珦犖′犖′和珦犖犖ｄｌ珦犖′犖′生成的滤波器

组支撑长度相同．

对珦犖犖ｄｌ珮犕犕ｄｌ珦犖′犖′，生成的犵
ｎｅｗ和犵

～ｎｅｗ的支撑长度

分别为

｜犵
～ｎｅｗ
｜＝｜犵｜＋２犕＋２珮犕＋２珦犖′－６，　　

｜犵
ｎｅｗ
｜＝｜犵｜＋２犕＋２珮犕＋２犖′＋２珦犖′－８ （附６）

同理，对珦犖犖ｄｌ珮犕犕ｌｄ珦犖′犖′，犵
ｎｅｗ和犵

～ｎｅｗ的支撑长度分别为

｜犵
ｎｅｗ
｜＝｜犵｜＋２珮犕＋２犖′－４，　　　　

｜犵
～ｎｅｗ
｜＝｜犵｜＋２珮犕＋２犖′＋２珦犖′－６ （附７）

显然，式（附６）和（附７）生成的滤波器组支撑长度大于式（附４）

和（附５）生成的滤波器组．可知生成滤波器支撑长度最短的

必是珦犖犖ｄｌ珦犖′犖′或珦犖犖ｌｄ珦犖′犖．同理，珦犖犖ｌｄ珮犕犕ｄｌ珦犖′犖′和

珦犖犖ｌｄ珮犕犕ｌｄ珦犖′犖′的情况可类似证得． 证毕．
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ｇｒｏｕｐｈａｓｇｏｔａｌｏｔｏｆｒｅｓｅａｒｃｈｒｅｓｕｌｔｓｉｎｔｈｉｓａｒｅａ．Ｓｏｍｅｏｆ

ｔｈｅｍａｒｅｐｕｂｌｉｓｈｅｄｉｎａｒｅａｐｒｅｍｉｕｍｊｏｕｒｎａｌｓｓｕｃｈａｓＳｃｉｅｎｃｅ

ｉｎＣｈｉｎａＳｅｒｉｅｓＥ：ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅ，ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒ

ＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄｓｏｏｎ．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｄｅａｌｓｗｉｔｈｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃ

ｔｉｏｎｏｆｂｉｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｗａｖｅｌｅｔｓｕｓｉｎｇｌｉｆｔｉｎｇｓｃｈｅｍｅ．Ａｓａｎｅｓ

ｓｅｎｔｉａｌｐａｒｔｏｆｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔ，ｂｏｔｈｔｈｅｔｈｅｏｒｙａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ

ｒｅｓｕｌｔｓｗｉｌｌｄｅｅｐｅｎｏｕｒｒｅｓｅａｒｃｈａｎｄｃｏｎｔｒｉｂｕｔｅｔｏｏｕｒｐｒｏｊｅｃｔｓ．
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