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遗传算法的计算性能的统计分析
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摘　要　通过对多维解析函数的多次重复计算并对计算结果进行统计分析来讨论遗传算法的可靠性和可信度，结
果表明：遗传算法的计算结果具有一定的稳定性，可以通过采用多次重复计算的方法提高计算结果的可信度，并用
以评价算法及其改进的实际效果．
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１　遗传算法的随机性
遗传算法是将生物学中的遗传进化原理和随机

优化理论相结合的产物，是一种随机性的全局优化
算法［１］．遗传算法作为一种启发式搜索算法，其计算
结果具有不稳定性和不可重现性；遗传算法的进化
过程具有有向随机性，整体上使种群的平均适应度
不断提高．现在学术界对遗传算法中的某些遗传操
作的作用机制还不十分清楚，遗传算法的许多性能
特点无法在数学上严格证明．遗传算法的计算过程
会受到各种随机因素的影响，如随机产生的初始种
群和随机进行的变异操作等，尤其初始种群对计算
结果影响较大．但另一方面，大量的实算结果表明，
遗传算法的计算结果具有一定的规律性，在统计意
义上具有一定的可靠性，这样就可以对待求解问题

进行多次重复计算后取平均值的方法，提高遗传算
法在实际计算中的准确性和可信度．

包括遗传算法在内的启发式搜索算法主要用于
解决大型的复杂优化问题，这些问题一般难以使用
传统的优化算法解决．遗传算法对这类问题的计算
结果也难达到精确的最优解．这给对用遗传算法解
决实际工程优化问题的计算结果的评价带来了困
难，在实际工程计算中也难以评价遗传算法及其改
进型的计算效果的优劣．

为了分析遗传算法的计算性能，本文采用的计
算对象是一个复杂的多维解析函数．使用这类函数
评价遗传算法计算性能的好处是可以事先通过其他
方法求得最优解，这样便于评价遗传算法及其改进
型的计算效果．本文从统计学角度对多次重复计算
的结果进行分析，试图得到遗传算法的稳定性和可
信度方面的相关结论，通过分析遗传算法及其改进



型求解解析问题的计算效果，再把所得到的相关结
论推广应用到复杂的工程实际问题中去．

遗传算法在实际使用中有多种形式的变型，经
典遗传算法是遗传算法的最简单的形式，但是经典
遗传算法并不理想．本文使用的是粗粒度并行遗传
算法．粗粒度并行遗传算法是遗传算法的一个重要
改进型．它具有比经典遗传算法更好的计算性能．

２　算例、实验方法和实验结果
２．１　算　例

本文所使用的算例是Ｄｅｂ函数：

犳Ｄｅｂ（狓犻）＝
１０＋∑

狀

犻＝１
［狓２犻－１０ｃｏｓ（４π·狓犻）］

狀 ，
狓犻∈［－１０，１０］ （１）

Ｄｅｂ函数是一个高维的非凸函数，该函数在
点（９．７６２４，９．７６２４，…，９．７６２４）上取得最大值：
１１５．１８３３．本文对狀＝１０的情况进行计算．
２．２　实验参数

为了保证小数点后四位的精度，１０个输入变量
都采用１８位二进制表示，也就是说个体的总串长是
１８０位．杂交率取０．７５，变异率取０．１５．本文采用的
粗粒度并行遗传算法的参数设置参考文献［３］，具体
取值为：种群规模为１８０、最大进化代数为２００、子种
群的个数为９．实验进行５０次重复计算．
２．３　实验结果

用粗粒度并行遗传算法重复计算Ｄｅｂ函数
５０次，得到５０个计算结果并由小到大排序如表１
所示．

表１　５０个重复计算结果按大小重新排序
计算结果排序

１１５．１５３８１１５．１５５３１１５．１５５３１１５．１５７６１１５．１５７７
１１５．１５７９１１５．１５９１１１５．１６０１１１５．１６０９１１５．１６１０
１１５．１６１６１１５．１６２７１１５．１６２９１１５．１６４３１１５．１６４９
１１５．１６５８１１５．１６７３１１５．１６７３１１５．１６７８１１５．１６８５
１１５．１６８５１１５．１６９３１１５．１６９８１１５．１７０６１１５．１７０６
１１５．１７０９１１５．１７１６１１５．１７１６１１５．１７２４１１５．１７２６
１１５．１７２８１１５．１７４２１１５．１７４６１１５．１７４９１１５．１７５０
１１５．１７５３１１５．１７６０１１５．１７６７１１５．１７７３１１５．１７７６
１１５．１７７６１１５．１７８０１１５．１７８０１１５．１７８５１１５．１７８５
１１５．１７８８１１５．１７９１１１５．１７９３１１５．１７９６１１５．１８０２

由表１数据可以得到这些数据的统计参数：其
方差为０．００００５８０５８；均方差为０．００７６２０；均值为
１１５．１６９６．

由于这５０个计算结果都分布于１１５．１５２５至

１１５．１８２５之间，将其分为６个子区间，可得概率分
布的直方图如图１所示．

图１　５０个计算结果的概率分布直方图

３　计算结果的统计分析
３．１　计算结果初步分析

由于遗传算法具有随机性，５０个数据难以精确
描述计算结果的密度分布状况．但是从图１平滑后
的大致形状可以判断，计算结果的概率分布与威布
尔分布相似，是中间高两边渐低、最高峰偏向一边的
不对称的单峰形状．威布尔分布的密度函数如下式．

狆Ｗｂｌ（狓）＝α·λ·狓
α－１·ｅ－λ狓α，狓＞０

０， 狓烅烄烆 ０
（２）

λ＞０，α＞０，λ，α为常数．
但是由于Ｄｅｂ函数是求最大值的优化问题，计

算结果存在最大值１１５．１８３３，且计算结果高峰偏向
右边；而威布尔分布的最小值为０，且最高峰偏向左
边．所以在用威布尔分布对计算结果做统计分析之
前，应该先进行数据预处理，对计算结果做如下
变换：

犡′＝１１５．１８３３－犡 （３）
对犡′进行统计分析完后，再用式（４）变换回来．

犡＝１１５．１８３３－犡′ （４）
３．２　采用威布尔分布的统计分析

如果遗传算法的计算结果服从威布尔分布，即
犡～犠（λ，α），因为实际参数λ和α均未知，根据区间
估计原理，取置信度为９５％，可以得到计算结果的
相关参数的区间估计：

平均值的置信度为９５％的置信区间为
（１１５．１６７３，１１５．１７１４），方差的置信度为９５％的置
信区间为（０．００００５１６６，０．００００６４０２），则均方差的置
信度为９５％的置信区间为（０．００７１８８，０．００８００１）．
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如果将置信度设为９８％，则参数的置信区间
如下：

平均值的置信度为９８％的置信区间为（１１５．１６６８，
１１５．１７１６）．

方差的置信度为９８％的置信区间为（０．００００５０９１，
０．００００６５８８）；均方差的置信度为９８％的置信区间
为（０．００７１３５，０．００８１１７）．

从以上数据可以看出：将置信度从９５％提高到
９８％时，平均值的置信区间的长度从０．００４１提高到
０．００５２，均方差的置信区间的长度从０．０００８１３提高
到０．０００９８２，增加的比例都为百分之二十几．置信
区间的长度越小越好，因为置信区间的长度反映了
参数估计的精确程度．
３．３　采用正态分布分析的统计分析

因为遗传算法的计算结果并不完全符合威布尔
分布，而用不同分布形式分析计算结果的差别未知，
所以本文使用另一种常见分布分析计算结果，再和
威布尔分布的分析结果做比较，用于评估这种统计
分析的准确性．本文使用的是正态分布，正态分布也
是中间高两边渐低的单峰形状，但是正态分布是对
称的．

如果计算结果服从正态分布，即犡～犖（μ，σ２），
根据区间估计原理，可得置信度为９５％的参数的置
信区间如下：
μ的置信度为９５％的置信区间为（１１５．１６７４，

１１５．１７１８）；σ２的置信度为９５％的置信区间为
（０．００００４１３３９，０．００００９１９９６）；σ的置信度为９５％的
置信区间为（０．００６４３０，０．００９５９１）．

如果将置信度提高为９８％，则参数的置信区间
如下：
μ的置信度为９８％的置信区间为（１１５．１６７０，

１１５．１７２３）．σ２的置信度为９８％的置信区间为
（０．００００３８７５１，０．０００１００３０）；σ的置信度为９８％的
置信区间为（０．００６２２５，０．０１００１５）．

从以上数据可以看出：将置信度从９５％提高到
９８％时，平均值的置信区间的长度从０．００４４提高到
０．００５３，均方差的置信区间的长度从０．００３１６１提高
到０．００３７９０，增加的比例也都约为２０％．
３．４　两种分布的分析结果的比较

从３．２节和３．３节的统计分析结果可以看到：
使用同样的置信度时，用威布尔分布进行统计分析
所得到的置信区间比正态分布所得到的置信区间更
小．根据统计学原理［４］，对统计样本所使用的分布越
准确，分析所得到的置信区间越小．这也说明遗传算

法对Ｄｅｂ函数的计算结果更符合威布尔分布．由于
计算结果也并非精确符合威布尔分布，可以假设计
算结果符合某种未能确知的分布，则如果采用这种
未知分布进行统计分析，所得到的置信区间应该比
用威布尔分布分析所得到的置信区间更小．也就是
说，遗传算法的计算可靠性比用威布尔分布分析所
得到的结果更好．

从３．２节和３．３节对参数的置信区间的计算可
以看出，威布尔分布和正态分布所得到的结果差别
不大；而遗传算法的计算结果的密度函数图形和威
布尔分布的密度函数图形很相似，其相似度高于正
态分布和威布尔分布的密度函数图形的相似度．既
然威布尔分布和正态分布的分析结果差别不大，那
么用威布尔分布分析的结果应该和实际参数的差别
更小．所以可以认为用威布尔分布分析遗传算法的
计算结果已经具有较高的准确性和可信度．
３．５　对重复计算次数的讨论

虽然无法判定遗传算法的计算结果符合哪种分
布，但是根据概率论原理，如果随机变量犡符合均
值为μ、均方差为σ的某种分布，那么５０个同样的
随机变量的均值珡犡符合均值为μ、均方差为１槡５０σ
的同样形式的分布．

同样的，如果要将计算结果的精度提高１０倍，
就需要将计算的次数增加１００倍．但是遗传算法是
用于解决那些用普通优化算法难以解决的大型复杂
优化问题，实际使用遗传算法时无法进行很多次的
重复计算．也就是说很难通过增大重复计算次数的
方法基本消除遗传算法的随机性．只能在一定可行
度的条件下达到计算结果的精度．

相对来说提高置信度对重复计算次数的要求
就不是很高了．根据统计学原理，如果要将置信区
间的长度缩减２０％，则重复计算次数应该提高

１（ ）１－２０％
２
－１＝５６．２５％．也就是说，如果用威布

尔分布分析遗传算法的计算结果时，要在保持统计
分析精度的情况下将置信度从９５％提高到９８％，只
需要多进行约６０％的计算量．

现在，遗传算法在理论上很难有所突破，在这种
情况下，对优化问题的实际计算成为了验证遗传算
法的可行性和有效性的一种有效手段．而作为一种
带有很强随机性的启发式搜索算法，实算中的不确
定性只有通过多次计算的方法减弱．本文通过对已
知最优解的解析问题的求解，得出量化评价遗传算
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法中的随机因素的方法．在理论上无法严格证明的
遗传算法的某些性能和特点可以通过本文所提出的
方法来证实或证伪，即通过对多次重复计算的结果
进行统计分析来评价这些算法和算法改进的效果，
以使算法及其改型推广到工程实际问题．

４　结　论
通过对测试函数用遗传算法的多次求解计算和

分析，可以得出以下结论：
（１）使用遗传算法解决优化问题虽然存在一定

的不确定性，但同时遗传算法又具有一定的稳定性，
可以通过采用多次重复计算然后取平均值的方法，
提高计算结果的可信度．

（２）遗传算法的计算精度可以通过对多次重复
计算的结果进行统计分析得出．

（３）很难通过增大重复计算次数的方法基本消
除遗传算法的随机性．

参考文献

［１］ＨｏｌｌａｎｄＪＨ．Ｂｕｉｌｄｉｎｇｂｌｏｃｋｓ，ｃｏｈｏｒｔｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ａｎｄ
ｈｙｐｅｒｐｌａｎｅｄｅｆｉｎｅｄｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，
２０００，８（４）：３７３３９１

［２］ＷａｎｇＬ，ＭａｃｉｅｊｅｗｓｋｉＡＡ，ＳｉｅｇｅｌＨＪ．Ａｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅｓｔｕｄｙ
ｏｆｆｉｖｅｐａｒａｌｌｅｌｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｕｓｉｎｇｔｈｅｔｒａｖｅｌｉｎｇｓａｌｅｓｍａｎ
ｐｒｏｂｌｅｍ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１ｓｔＭｅｒｇｅｄＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＰａｒａｌｌｅｌ
ＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＳｙｍｐｏｓｉｕｍａｎｄＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＰａｒａｌｌｅｌａｎｄＤｉｓｔｒｉｂ
ｕｔｅｄＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．ＬｏｓＡｌａｍｉｔｏｓ，ＣＡ，１９９８：３４５３４９

［３］ＹｕｅＱｉｎ，ＦｅｎｇＳｈａｎ．Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｃｏａｒｓｅ
ｇｒａｉｎｅｄｐａｒａｌｌｅｌｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＷｕｈａｎＵｎｉｖｅｒ
ｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ），２００８，３０（７）：
８１０（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（岳，冯珊．粗粒度并行遗传算法的计算性能分析．武汉理
工大学学报（自然科学版），２００８，３０（７）：８１０）

［４］ＬｉｕＳｈｕｎＺｈｏｎｇ．ＴｈｅｏｒｙａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ．Ｗｕ
ｈａｎ：ＨｕａｚｈｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙＰｒｅｓｓ，
２００５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（刘顺忠．统计理论与应用．武汉：华中科技大学出版社，
２００５）

犢犝犈犙犻狀，ｂｏｒｎｉｎ１９７７，Ｐｈ．Ｄ．
ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔ
ｆｏｃｕｓｏｎｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．

　　犉犈犖犌犛犺犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９３３，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒｖｉ
ｓｏｒ．Ｈｅｒｍａｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｆｏｃｕｓｏｎｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｄｅｃｉｓｉｏｎ
ｓｕｐｐｏｒｔｓｙｓｔｅｍ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
　　Ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ（ＧＡｓ）ａｒｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄｂｙｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇｇｅｎｅｔｉｃｅｖｏｌｕｔｉｏｎｒｕｌｅｓａｎｄｓｔｏｃｈａｓ
ｔｉｃｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ．Ａｓａｋｉｎｄｏｆｈｅｕｒｉｓｔｉｃｓｅａｒｃｈｉｎｇａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｓ，ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｕｎｓｔａｂｌｅａｎｄｕｎｒｅｐｅｔｉ
ｔｉｖｅ；ｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｈａｓｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｒａｎｄｏｍｉｃｉｔｙ，ｗｈｉｃｈ
ｉｎｃｒｅａｓｅｔｈｅｇｅｎｅｒａｌａｖｅｒａｇｅｏｆｔｈｅｆｉｔｎｅｓｓｖａｌｕｅｏｆｐｏｐｕｌａ
ｔｉｏｎ．Ｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔ，ｆｅｗｗｏｒｋｓａｒｅａｖａｉｌａｂｌｅｆｏｒｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｏｆｇｅｎｅｔｉｃｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ，ｍａｎｙａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓｃａｎｎｏｔ
ｂｅｐｒｏｖｅｄｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｌｙ．ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆＧＡｓ
ｗｉｌｌｂｅａｆｆｅｃｔｅｄｂｙｋｉｎｄｓｏｆｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓｓｕｃｈａｓ
ｒａｎｄｏｍｉｎｉｔｉａｌｐｏｐｕｌａｔｉｏｎａｎｄｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｍｕｔａｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｉｏｎ，
ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙａｆｆｅｃｔｅｄｂｙｔｈｅｒａｎｄｏｍｉｎｉｔｉａｌｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ．Ｏｎｔｈｅ
ｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｍａｎｙｅｘａｍｐｌｅｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＧＡｓ
ｈａｖｅｃｅｒｔａｉｎｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｉｎｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｓｅｎｓｅ，ｗｈｉｃｈｉｎｓｐｉｒｅｓｕｓ
ｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｏｆＧＡｓｂｙｔｈｅｍｅｔｈｏｄｏｆｔａｋｉｎｇａｖｅｒ
ａｇｅｖａｌｕｅｏｆｒｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｌｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．

ＨｅｕｒｉｓｔｉｃｓｅａｒｃｈｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎｃｌｕｄｉｎｇＧＡｓａｒｅｕｓｕａｌｌｙ
ｕｓｅｄｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｌａｒｇｅｓｃａｌｅｃｏｍｐｌｅｘｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ，
ｗｈｉｃｈｃｏｕｌｄｎｏｔｂｅｄｏｎｅｂｙｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ．

ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙＧＡｓｔｏｔｈｅｓｅｐｒｏｂｌｅｍｓｍａｙｎｏｔｒｅａｃｈ
ｔｈｅｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｅｉｔｈｅｒ，ｗｈｉｃｈｂｒｉｎｇｄｉｆｆｉｃｕｌｔｉｅｓｉｎｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓ
ｆｏｒｐｒａｃｔｉｃａｌｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ．

ＭａｎｙｆｏｒｍｓｏｆＧＡｓａｒｅｕｓｅｄｉｎｐｒａｃｔｉｃａｌ．Ｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌ
ＧＡｉｓｔｈｅｓｉｍｐｌｅｓｔｆｏｒｍ，ｂｕｔｉｔｉｓｌａｃｋｏｆｐｒａｃｔｉｃａｌｉｔｙ．Ｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒｕｓｅｓｔｈｅｃｏａｒｓｅｇｒａｉｎｅｄｐａｒａｌｌｅｌｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ＣＰ
ＧＡ），ｗｈｉｃｈｉｓａｉｍｐｏｒｔａｎｔｉｍｐｒｏｖｅｄｆｏｒｍｏｆＧＡｓ．Ｔｈｅ
ｃｏａｒｓｅｇｒａｉｎｅｄｐａｒａｌｌｅｌｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｈａｓｂｅｔｔｅｒｐｅｒｆｏｒｍ
ａｎｃｅｔｈａｎｔｈｅｃｌａｓｓｉｃＧＡ．ＴｈｅＣＰＧＡｃａｎｓｏｌｖｅｔｈｅｃｏｎｔｒａｄｉｃ
ｔｉｏｎｏｆｐｒｅｍａｔｕｒｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎｄｓｌｏｗｎｅｓｓｏｆｌｏｃａｌｃｏｎｖｅｒ
ｇｅｎｃｅ．

Ａｓａｋｉｎｄｏｆｈｅｕｒｉｓｔｉｃｓｅａｒｃｈｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｔｈｅｃｏｍｐｕ
ｔａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｕｎｓｔａｂｌｅａｎｄｕｎｒｅｐｅｔｉｔｉｖｅ．Ｉｎｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔ，
ｆｅｗｗｏｒｋｓａｒｅａｖａｉｌａｂｌｅｆｏｒｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｏｆｇｅｎｅｔｉｃ
ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ，ｔｈｕｓｍａｎｙａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓｃａｎｎｏｔｂｅｐｒｏｖｅｄｍａｔｈｅ
ｍａｔｉｃａｌｌｙ．ＴｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆＧＡｓｗｉｌｌｂｅａｆｆｅｃｔｅｄ
ｂｙｋｉｎｄｓｏｆｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｓ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，
ｍａｎｙｅｘａｍｐｌｅｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆＧＡｓｈａｖｅｃｅｒｔａｉｎｒｅ
ｌｉａｂｉｌｉｔｙｉｎｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｓｅｎｓｅ．

２９３２ 计　　算　　机　　学　　报 ２００９年


