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多元多项式函数的三层前向神经网络逼近方法
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摘　要　该文首先用构造性方法证明：对任意狉阶多元多项式，存在确定权值和确定隐元个数的三层前向神经网
络，它能以任意精度逼近该多项式，其中权值由所给多元多项式的系数和激活函数确定，而隐元个数由狉与输入变
量维数确定．作者给出算法和算例，说明基于文中所构造的神经网络可非常高效地逼近多元多项式函数．具体化到
一元多项式的情形，文中结果比曹飞龙等所提出的网络和算法更为简单、高效；所获结果对前向神经网络逼近多元
多项式函数类的网络构造以及逼近等具有重要的理论与应用意义，为神经网络逼近任意函数的网络构造的理论与
方法提供了一条途径．
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１　引　言
近年来，许多学者对神经网络逼近问题进行了

研究，取得了一系列重要成果．神经网络已经在工
程、计算机、物理、生物等学科中得到了广泛的应用，
大多数应用都被转化为利用神经网络逼近多元函数
的问题（如文献［１５］等）．神经网络之所以能得到广
泛应用，其主要原因之一是它具有一定意义上的万
有逼近性（如文献［６７］等）．所有这些研究的一个典
型结论是：任何一个定义在犚犱上的连续函数可以通
过一个具有单一隐层的三层前向神经网络任意逼
近．一个具有单一隐层，含犱个输入、１个输出的三
层前向神经网络数学上可表示为

　犖（狓）＝∑
犿

犻＝１
犮犻σ∑

犱

犼＝１
狑犻犼狓犼＋θ（ ）犻，狓∈犚犱，犱１（１）

其中１犻犿，θ犻∈犚是阈值，狑犻＝（狑犻１，狑犻２，…，
狑犻犱）Ｔ∈犚犱是输入层与隐层第犻个神经元的连接权
值，犮犻是隐层与输出层之间的连接权值，σ是隐层节
点的激活函数（传递函数）．通常情况下，网络激活函
数σ取为ｓｉｇｍｏｉｄ型函数，即满足σ（狋）→１（狋→∞），
σ（狋）→０（狋→－∞）的函数．用向量形式表示，式（１）
可进一步表达为

犖（狓）＝∑
狀

犻＝１
犮犻σ（狑犻·狓＋θ犻），狓∈犚犱．

众所周知，人工神经网络的结构设计（使之有能
力学习给定的函数）是其应用中的重要而基本的问
题．最近，有较多的工作（如文献［８１０］）研究前向
神经网络的逼近精度与隐元个数的关系，以从理论
上反映网络逼近速度与网络拓扑之间的关系．但
是，这些理论结果并没有给出实现函数逼近的具体
算法，所构造的网络也过于复杂，不易实现，所以很
难在实际中得到应用．一元多项式是最简单和最基
本的被逼近函数形式．在文献［１１］中，作者对一元
多项式构造了一种前向神经网络，给出了逼近的理
论结果和算法实现；对于多元情况，由于多元区域中
点的方向的无穷性、多项式的展开分解以及差分的
介入等问题的复杂性，它并不能表示为一元多项式
的简单叠加，在逼近意义下，也不是一元多项式的简
单推广，因而对于多元多项式，神经网络实现起来并
不容易．然而，我们知道，多元多项式能够任意逼近
任何一个连续多元函数，因而如何高效实现多元多
项式的神经网络逼近对于发展对一般函数的神经网
络逼近（特别是网络设计理论）有重要意义．有鉴于

此，本文研究目标函数为多元多项式的三层前向神
经网络的逼近问题．我们将给出一个具有确定隐元
个数和确定权值向量的三层前向神经网络来实现对
多元多项式的任意逼近．所给出的确定网络，其隐层
节点数由所逼近多项式的阶数狉和输入空间的维数
犱确定，而权值由所逼近多项式的系数和激活函数
确定．我们将给出一个具体的算法实现网络设计．算
例表明：所提出的算法十分高效，在一元情况，同文
献［１１］的结果相比，本文算法所构造网络的逼近精
度比文献［１１］提高了１０倍．本文所获结果对前向
神经网络逼近多元多项式函数类的网络具体构造以
及实现逼近的方法等问题具有重要的指导意义．

２　记号及主要结果
在本文中我们将采用如下记号犣０，犚分别表示

非负整数、实数，犚犱表示犱维实Ｅｕｃｌｉｄ空间；犣犱０表示

犣０×犣０×…×犣烉烇 烋
０

犱个

．对任何狓＝（狓１，狓２，…，狓犱），狔＝
（狔１，狔２，…，狔犱）∈犚犱，犼＝（犼１，犼２，…，犼犱），狇＝（狇１，
狇２，…，狇犱）∈犣犱０．向量狓与狔的内积表示为

狓·狔＝∑
犱

犽＝１
狓犽狔犽，

同时记

狓犼＝∏
犱

犻＝１
狓犼犻犻．

用犼狇表示犼犻狇犻（犻＝１，２，…，犱），｜犼｜｜狇｜表示

∑
犱

犻＝１
犼犻∑

犱

犻＝１
狇犻．对任意定义在犚犱上的光滑函数犳，其

｜犼｜阶偏导数表示如下：
犳（狉）（狓）··＝

｜狉｜犳
狓｜狉｜（狓）＝

｜狉｜犳
狓狉１１狓狉２２…狓狉犱犱（狓），

其中｜狉｜＝狉１＋狉２＋…＋狉犱．
我们用犘狉（犱）表示定义在有界区域犛上的所有

犱元实的、次数不超过｜狉｜的代数多项式．我们利用
这些记号给出如下的逼近定理．

定理．　设是定义在犚上的具有｜狉｜＋１阶连
续有界导数的函数，且对任意的犽∈犣０，０犽
｜狉｜＋１，存在某一θ∈犚，使得（犽）（θ）≠０．狆狉（狓）∈
犘狉（犱），则可以构造一个输入、一个输出及隐元个数
为狀＝∑０狘犼狘狘狉狘∏

犱

犻＝１
（犼犻＋１）的三层前向神经网络：

犖狀（狓）＝∑０狘犼狘狘狉狘∑０犻犼犮犻，犼（狑·狓＋θ），犮犻，犼∈犚，狑∈犚犱，
使得
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｜犖狀（狓）－犘狉（狓）｜＜ε，ε＞０．
证明．　设

狆狉（狓）＝∑０狘犼狘狘狉狘犪犼狓犼 （２）
记犕犻＝｛｜狓犻｜ｍａｘ，狓＝（狓１，狓２，…，狓犱）∈犛｝，犻＝

１，２，…，犱．由于［９］

　（犼）（ω·狓＋θ）＝ ｜犼｜
ω犼１１ω犼２２…ω犼犱犱［（ω·狓＋θ）］
＝狓犼（｜犼｜）（ω·狓＋θ） （３）

于是
犼，狓（θ）＝（犼）（ω·狓＋θ）｜ω＝０＝狓犼（｜犼｜）（θ）（４）

因而
狓犼＝犼，狓（θ）（｜犼｜）（θ） （５）

将式（５）代入式（２），我们得到
狆狉（狓）＝∑０狘犼狘狘狉狘犪犼犼

，狓（θ）
（｜犼｜）（θ） （６）

对任意固定的犫∈犚，我们考虑以下有限犼阶
差分

Δ犼犺，狓（θ）＝∑０犻犼（－１）｜犻｜（）犼犻（犺（２犻－犼）Ｔ·狓＋θ）
（７）

其中（）犼犻＝∏犱犽＝１犼犽犻烄烆烌
烎犽．
由三角不等式以及差分的积分

表示，我们得到
狆狉（狓）－∑０狘犼狘狘狉狘犪犼 １

（｜犼｜）（θ）（２犺）
－｜犼｜Δ犼犺，狓（θ）

＝∑０狘犼狘狘狉狘犪犼犼
，狓（θ）

（｜犼｜）（θ）－

∑０狘犼狘狘狉狘犪犼 １
（｜犼｜）（θ）（２犺）

－｜犼｜Δ犼犺，狓（θ）

∑０狘犼狘狘狉狘｜犪犼｜ １
｜（｜犼｜）（θ）｜｜犼，狓（θ）－（２犺）

－｜犼｜Δ犼犺，狓（θ）｜

＝∑０狘犼狘狘狉狘｜犪犼｜ １
｜（｜犼｜）（θ）｜狓

犼（｜犼｜）（θ）－

　狓犼（２犺）－｜犼｜∫犺－犺∫犺－犺…∫犺－犺（｜犼｜）（θ＋
　（τ１＋τ２＋…＋τ犼１）狓１＋…＋
　（τ｜犼｜－犼犱＋１＋…＋τ｜犼｜）狓犱）ｄτ

＝∑０狘犼狘狘狉狘｜犪犼｜ １
｜（｜犼｜）（θ）｜狓

犼（２犺）－｜犼｜·

∫犺－犺∫犺－犺…∫犺－犺（｜犼｜）（θ）ｄτ－（２犺）－｜犼｜∫犺－犺∫犺－犺…∫犺－犺（｜犼｜）（θ＋
　（τ１＋τ２＋…＋τ犼１）狓１＋…＋
　（τ｜犼｜－犼犱＋１＋…＋τ｜犼｜）狓犱）ｄτ

∑０狘犼狘狘狉狘｜犪犼｜ １
｜（｜犼｜）（θ）｜狓

犼Ω（（｜犼｜，犕１｜犼｜（２犺））

２犕１犺∑０狘犼狘狘狉狘｜犪犼｜∏
犱

犻＝１
犕犼犻犻

（｜犼｜＋１）∞
｜（｜犼｜）（θ）｜｜犼｜ （８）

其中Ω（，δ）＝ｓｕｐ
｜狋－狓｜＜δ

｜（狓）－（狋）｜（见文献［１２］）是
函数的连续模，且当有连续导数时，Ω（，δ）
δ∞（∞＝ｓｕｐ狓｜（狓）｜）．令犕０＝ｍａｘ｛｜

（犻）（θ）｜，
犻＝０，１，…，｜狉｜＋１｝，于是
　狆狉（狓）－∑０狘犼狘狘狉狘犪犼 １

（｜犼｜）（θ）（２犺）
－｜犼｜Δ犼犺，狓（θ）

　２犕１犕０犺∑０狘犼狘狘狉狘｜
犪犼｜｜犼｜

｜（｜犼｜）（θ）｜∏
犱

犻＝１
犕犼犻犻犕犺 （９）

其中常数
犕＝２犕１犕０∑０狘犼狘狘狉狘｜

犪犼｜｜犼｜
｜（｜犼｜）（θ）｜∏

犱

犻＝１
犕犼犻犻．

由式（８）、（９），我们可以构造出如下神经网络
犖狀（狓）＝∑０狘犼狘狘狉狘∑０犻犼犮犻，犼（狑Ｔ·狓＋θ）（１０）

其中
狑＝犺（２犻－犼） （１１）

犮犻，犼＝犪犼 １
（｜犼｜）（θ）（２犺）

－｜犼｜（－１）｜犻｜（）犼犻 （１２）
且由式（９）知犖狀（狓）满足

｜狆狉（狓）－犖狀（狓）｜犕犺．
令犺＜ε犕，得到

｜狆狉（狓）－犖狀（狓）｜＜ε．
至于隐层单元个数，我们由式（１０）很容易看出，网络
具有∑０狘犼狘狘狉狘∏

犱

犻＝１
（犼犻＋１）个单元．

注１．　从上述证明中我们看到，对于给定的多
元多项式狆狉（狓），其神经网络的权值可具体由
式（１１）和（１２）确定．从式（１１）和（１２）我们看到，它由
所逼近多项式的系数和所选定的网络激活函数在θ
点的各阶导数值唯一确定．

３　算法和算例
总结上节讨论，我们能给出如下构造逼近多元

多项式神经网络的算法．
算法１．
给定参数：多元多项式的系数犪犼，阶数狉；
误差要求ε，输入最大值犕犻＝狓犻ｍａｘ，犻＝１，２，…，犱；满足

要求的激活函数的具体表达式；搜索步长Δ．

１．求出隐元个数∑０狘犼狘狘狉狘∏
犱

犻＝１
（犼犻＋１）；

２．选择阈值θ并计算（｜犼｜）（θ）；
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３．求出
犕０＝ｍａｘ｛｜（犻）（θ）｜，犻＝０，１，…，｜狉｜＋１｝；

４．计算
犕＝２犕１犕０∑０狘犼狘狘狉狘｜

犪犼｜｜犼｜
｜（｜犼｜）（θ）｜∏

犱

犻＝１
犕犼犻犻；

５．选取犺满足犺＜ε犕并令
狑＝犺（２犻－犼）；

６．利用方程（１２）计算权犮犻，犼，即

犮犻，犼＝犪犼 １
（｜犼｜）（θ）（２犺）

－｜犼｜（－１）｜犻｜（）犼犻；

７．结束．
下面给出算例．
首先，我们采用文献［１１］中的例子作为我们第

一个算例，且和文献［１１］的结果进行比较．
例１．　选取激活函数φ（狓）＝１

１＋ｅ－狓，令被逼
近的多项式函数为犘１（狓）＝１－３狓，输入的最大值
为犕１＝狓ｍａｘ＝１０，误差要求ε＝０．００１，则节点数是
３，选取阈值θ使得犲－θ＝３，通过计算，得到φ（θ）＝
１
４，φ

（１）（θ）＝３１６，犕０＜１，所以，
犕３．２×１０３．

于是，我们可以选择犺＝１０－７＜ε犕，注意到犮犻，犼的表
达式，我们计算得到

犮０，０＝４，犮０，１＝－８×１０７，犮１，１＝８×１０７．

从而，对于多项式函数犘１（狓）＝１－３狓，我们可以构
造前向神经网络

犖（狓）＝犮０，０（θ）－８×１０７（－１０－７狓＋θ）＋
８×１０７（１０－７狓＋θ），

计算结果见表１，误差曲线见图１，文献［１１］中关于
此例的误差曲线见图２．

图１　例１误差曲线图

图２　文献［１１］的误差曲线图
表　１

Ｎｏ． 狓 犘１（狓） 犖（狓） ｜犖（狓）－犘１（狓）｜ 犖′（狓） ｜犖′（狓）－犘１（狓）｜
１ ０．０ 　１．００００００００００ １．００００００００００　 ０．００００００００００　　 　１．００００００００００ ０．００００００００００
２ ０．１ 　０．７０００００００００ 　０．７０００００００４０４３６９ ０．００００００００４０４３６９ 　０．７０００００００２９ ０．００００００００２９
３ ０．２ 　０．４０００００００００ 　０．３９９９９９９９９２０５５９ ０．０００００００００７９４４１ 　０．３９９９９９９９１０ ０．００００００００９０
４ ０．３ 　０．１０００００００００ 　０．１０００００００３２４９２８ ０．００００００００３２４９２８ 　０．０９９９９９９９４０ ０．００００００００６０
５ ０．４ －０．２０００００００００ －０．２０００００００１５８８８２ ０．００００００００１５８８８２ －０．２００００００１０４ ０．０００００００１０４
６ ０．５ －０．５０００００００００ －０．４９９９９９９９７５４５１３ ０．００００００００２４５４８７ －０．５００００００１４９ ０．０００００００１４９
７ ０．６ －０．８０００００００００ －０．８０００００００２３８３２３ ０．００００００００２３８３２３ －０．８００００００２６８ ０．０００００００２６８
８ ０．７ －１．１０００００００００ －１．０９９９９９９９８３３９５４ ０．００００００００１６６０４６ －１．１００００００３１２ ０．０００００００３１２
９ ０．８ －１．４０００００００００ －１．４０００００００３１７７６４ ０．００００００００３１７７６４ －１．４００００００５０６ ０．０００００００５０６
１０ ０．９ －１．７０００００００００ －１．７０００００００３５７４８４ ０．００００００００３５７４８４ －１．７００００００６２５ ０．０００００００６２５
１１ １．０ －２．００００００００００ －１．９９９９９９９９７３１０７１ ０．００００００００２６８９２９ －１．７００００００６７０ ０．０００００００６７０
１２ １．１ －２．３０００００００００ －２．３０００００００４３６９２５ ０．００００００００４３６９２５ －１．７００００００９３８ ０．０００００００９３８
１３ １．２ －２．６０００００００００ －２．５９９９９９９９８１０５１２ ０．００００００００１８９４８８ －２．６０００００１０５７ ０．００００００１０５７
１４ １．３ －２．９０００００００００ －２．８９９９９９９９８５０２３２ ０．００００００００１４９７６８ －２．９０００００１２５１ ０．００００００１２５１
１５ １．４ －３．２０００００００００ －３．１９９９９９９９８８９９５３ ０．００００００００１１００４７ －３．２０００００１４４５ ０．００００００１４４５
１６ １．５ －３．５０００００００００ －３．４９９９９９９９９２９６７３ ０．０００００００００７０３２７ －３．５０００００１７１３ ０．００００００１７１３
１７ １．６ －３．８０００００００００ －３．７９９９９９９９７４７３４９ ０．００００００００２５２６５１ －３．８０００００１９０７ ０．００００００１９０７
１８ １．７ －４．１０００００００００ －４．１０００００００４５３２０３ ０．００００００００４５３２０３ －４．１０００００２１７５ ０．００００００２１７５
１９ １．８ －４．４０００００００００ －４．３９９９９９９９８２６７９０ ０．００００００００１７３２１０ －４．４０００００２４４３ ０．００００００２４４３
２０ １．９ －４．７０００００００００ －４．６９９９９９９９８６６５１１ ０．００００００００１３３４８９ －４．７０００００２６７３ ０．００００００２６７３
２１ ２．０ －５．００００００００００ －５．００００００００１２８２７６ ０．００００００００１２８２７６ －５．００００００２９８０ ０．００００００２９８０
      
９５ ９．４ －２７．２０００００００００ －２７．１９９９９９９９５１４８７７ ０．００００００００４８５１２３ －２７．２００００６６２６５ ０．０００００６６２６５
９６ ９．５ －２７．５０００００００００ －２７．４９９９９９９９７７６６４２ ０．００００００００２２３３５８ －２７．５００００６７７２５ ０．０００００６７７２５
９７ ９．６ －２７．８０００００００００ －２７．８００００００００３８４０７ ０．０００００００００３８４０７ －２７．８００００６９１１１ ０．０００００６９１１１
９８ ９．７ －２８．１０００００００００ －２８．１０００００００３００１７３ ０．００００００００３００１７２ －２８．１００００７０６４６ ０．０００００７０６４６

５８４２１２期 王建军等：多元多项式函数的三层前向神经网络逼近方法



（续　表）
Ｎｏ． 狓 犘１（狓） 犖（狓） ｜犖（狓）－犘１（狓）｜ 犖′（狓） ｜犖′（狓）－犘１（狓）｜
９９ ９．８ －２８．４０００００００００ －２８．３９９９９９９９８９５８０４ ０．００００００００１０４１９６ －２８．４００００７２０３２ ０．０００００７２０３２
１００ ９．９ －２８．７０００００００００ －２８．６９９９９９９９７１３４８０ ０．００００００００２８６５２１ －２８．７００００７３４９２ ０．０００００７３４９２
      
１９３ －９．２ ２８．６０００００００００ ２８．６０００００００１０１５７０ ０．００００００００１０１５７０ ２８．５９９９９３６５３５ ０．０００００６３４６５
１９４ －９．３ ２８．９０００００００００ ２８．９０００００００３６３３３５ ０．００００００００３６３３３５ ２８．８９９９９３５１６５ ０．０００００６４８３５
１９５ －９．４ ２９．２０００００００００ ２９．１９９９９９９９５１４８７７ ０．００００００００４８５１２３ ２９．１９９９９３３６４５ ０．０００００６６３５５
１９６ －９．５ ２９．５０００００００００ ２９．４９９９９９９９７７６６４２ ０．００００００００２２３３５８ ２９．４９９９９３２１９９ ０．０００００６７８０１
１９７ －９．６ ２９．８０００００００００ ２９．８００００００００３８４０７ ０．０００００００００３８４０８ ２９．７９９９９３０９０３ ０．０００００６９０９７
１９８ －９．７ ３０．１０００００００００ ３０．１０００００００３００１７３ ０．００００００００３００１７３ ３０．０９９９９２９４５７ ０．０００００７０５４３
１９９ －９．８ ３０．４０００００００００ ３０．３９９９９９９９８９５８０４ ０．００００００００１０４１９６ ３０．３９９９９２７９３７ ０．０００００７２０６３
２００ －９．９ ３０．７０００００００００ ３０．６９９９９９９９７１３４８０ ０．００００００００２８６５２１ ３０．６９９９９２６４１８ ０．０００００７３５８２
２０１－１０ ３１．００００００００００ ３０．９９９９９９９９７５３２００ ０．００００００００２４６８００ ３０．９９９９９２４９７２ ０．０００００７５０３８
注：表１中犖（狓）是例１用本文方法所构造的网络，犖′（狓）是文献［１１］所构造的网络．

注２．从这个例子可以看出，我们所构造的网络
不但简单、容易计算网络权值，而且逼近精度非常理
想．从网络构造上来说，本文所构造的网络比文
献［１１］的网络更容易实现，其计算复杂度明显下降，这
只需注意到，文献［１１］中需要通过计算以下矩阵的逆

１１…１
０１…狉
…………
０１狉 …狉

烄

烆

烌

烎狉

－１

来实现网络构造，而显然，当多项式的阶数很高时，
上式计算复杂度甚高；而本文的算法不涉及这样的
矩阵求逆运算．从计算结果来看，本文的结果明显
好于文献［１１］的结果，其误差精度提高了１０倍．

例２．　选取激活函数φ（狓）＝１
１＋ｅ－狓，令被逼

近函数为二元三次多项式犘２（狓）＝６狓１－３狓１狓２＋
狓３２，输入的最大值为犕１＝犕２＝１０，误差要求ε＝
０．００１，则节点数狀＝３０，并且φ（θ）＝１４，φ

（１）（θ）＝
３
１６，φ

（２）（θ）＝３３２，φ
（３）（θ）＝－３１２８，φ

（４）（θ）＝－１５１２８，

以犕０＝１４，从而犕＝６．７３６×１０
５．我们取犺＝

１０－９＜ε犕，则利用式（１０），我们可以得到
犖（狓）＝１６犺－１（φ（犺狓１＋θ）－φ（－犺狓１＋θ））－
　８犺－２（φ（犺（狓２＋狓１）＋θ）－φ（－犺（狓１－狓２）＋θ）－
φ（－犺（狓２－狓１）＋θ）＋φ（－犺（狓２＋狓１）＋θ））－
１６／３犺－３（φ（３犺狓２＋θ）－３φ（犺狓２＋θ）＋
３φ（－犺狓２＋θ）－φ（－３犺狓２＋θ）） （１３）

使得
｜犘２（狓）－犖（狓）｜０．００１．

表２（以搜索步长Δ＝１．０）和图３（误差曲线图
（犺＝１０－４））对例２进一步加以说明．

图３　例２的误差曲面图（犺＝１０－４）

表　２
Ｎｏ． 狓１ 狓２ 犖（狓） 犘２（狓） ｜犖（狓）－犘２（狓）｜
　１ ０．０ ０．０ ０　　　　　　　　　　 ０　　　　　　　　　　 ０
　２ ０．０ １．０ １．０００００００００００００００００１６ １．０００００００００００００００００００ １．６×１０－１８
３ ０．０ ２．０ ８．００００００００００００００００５２０ ８．０００００００００００００００００００ ５．２０×１０－１７
４ ０．０ ３．０ ２７．０００００００００００００００３９５ ２７．００００００００００００００００００ ３．９５×１０－１６
５ ０．０ ４．０ ６４．００００００００００００００１６６４ ６４．００００００００００００００００００ １．６６４×１０－１５
６ ０．０ ５．０ １２５．００００００００００００００５０８ １２５．０００００００００００００００００ ５．０８×１０－１５
７ ０．０ ６．０ ２１６．０００００００００００００１２６４ ２１６．０００００００００００００００００ １．２６４×１０－１４
８ ０．０ ７．０ ３４３．０００００００００００００２７３１ ３４３．０００００００００００００００００ ２．７３１×１０－１４
９ ０．０ ８．０ ５１２．０００００００００００００５３２５ ５１２．０００００００００００００００００ ５．３２５×１０－１４
１０ ０．０ ９．０ ７２９．０００００００００００００９５９５ ７２９．０００００００００００００００００ ９．５９５×１０－１４
１１ ０．０ １０．０ １０００．００００００００００００１６２５ １０００．００００００００００００００００ １．６２５×１０－１３
１２ １．０ ０．０ ５．９９９９９９９９９９９９９９９９９９９ ６．０００００００００００００００００００ １．０×１０－１９
１３ １．０ １．０ ４．０００００００００００００００００２８ ４．０００００００００００００００００００ ２．８×１０－１８

６８４２ 计　　算　　机　　学　　报 ２００９年



（续　表）
Ｎｏ． 狓１ 狓２ 犖（狓） 犘２（狓） ｜犖（狓）－犘２（狓）｜
１４ １．０ ２．０ ８．００００００００００００００００５８１ ８．０００００００００００００００００００ ５．８１×１０－１７
１５ １．０ ３．０ ２４．０００００００００００００００４１４ ２４．００００００００００００００００００ ４．１４×１０－１６
１６ １．０ ４．０ ５８．００００００００００００００１７０６ ５８．００００００００００００００００００ １．７０６×１０－１５
１７ １．０ ５．０ １１６．００００００００００００００５１６ １１６．０００００００００００００００００ ５．１６×１０－１５
     
１１０ ９．０ １０．０ ７８４．００００００００００００１７２５９ ７８４．０００００００００００００００００ １．７２５９×１０－１３
１１１ １０．０ ０．０ ５９．９９９９９９９９９９９９９９９８７５ ６０．００００００００００００００００００ １．２５×１０－１６
１１２ １０．０ １．０ ３１．０００００００００００００００５０８ ３１．００００００００００００００００００ ５．０８×１０－１６
１１３ １０．０ ２．０ ８．００００００００００００００１２２７０ ８．０００００００００００００００００００ １．２２７０×１０－１５
１１４ １０．０ ３．０ －２．９９９９９９９９９９９９９９７６８６４ －３．０００００００００００００００００００ ２．３１３６×１０－１５
１１５ １０．０ ４．０ ４．００００００００００００００４４３９０ ４．０００００００００００００００００００ ４．４３９０×１０－１５
１１６ １０．０ ５．０ ３５．００００００００００００００８８５９ ３５．００００００００００００００００００ ８．８５９×１０－１５
     
３４３ －１．０ ２．０ ８．００００００００００００００００４５９ ８．０００００００００００００００００００ ４．５９×１０－１７
３４４ －１．０ ３．０ ３０．０００００００００００００００３７６ ３０．００００００００００００００００００ ３．７６×１０－１６
３４５ －１．０ ４．０ ７０．００００００００００００００１６２２ ７０．００００００００００００００００００ １．６２２×１０－１５
３４６ －１．０ ５．０ １３４．００００００００００００００５００ １３４．０００００００００００００００００ ５×１０－１５
     
４３７ －１０．０ ６．０ ３３６．００００００００００００００７６６ ３３６．０００００００００００００００００ ７．６６×１０－１５
４３８ －１０．０ ７．０ ４９３．０００００００００００００２０９２ ４９３．０００００００００００００００００ ２．０９２×１０－１４
４３９ －１０．０ ８．０ ６９２．０００００００００００００４５１７ ６９２．０００００００００００００００００ ４．５１７×１０－１４
４４０ －１０．０ ９．０ ９３９．０００００００００００００８５９０ ９３９．０００００００００００００００００ ８．５９０×１０－１４
４４１ －１０．０ １０．０ １２４０．００００００００００００１５０１ １２４０．００００００００００００００００ １．５０１×１０－１３

注：表２中犖（狓）是例２所构造的网络．

注３．从例２可以看出，我们构造的网络实际用
到的隐元个数是１０（由式（１３），犖（狓）右端共有１０
项是非零的，故此时隐元个数为１０），而不是像定理
所预测的３０（∑

１

犼１＝０
∑
３

犼２＝０
（犼１＋１）·（犼２＋１）＝３０），这是

由于我们的定理是对于一般的多元多项式来给出隐
元个数，而本例仅是一般多项式的一个特例．同时我
们知道，对多元多项式，由于其方向的多样性，并不
是简单的一元多项式的叠加，比一维情况复杂得多；
从这个算例我们可以看到，我们所构造的神经网络
简单，非常容易计算，实现了对多元多项式的逼近，
误差结果十分理想，它为我们实现对任意多元函数
的逼近提供了一个很好的范例．

例３．　选取激活函数φ（狓）＝１
１＋犲－狓，多项式

犘３（狓，狔）＝狓３－３狓２狔＋３狓狔２－狔３，用我们的方法得
到的网络逼近犘３（狓，狔）的仿真曲面图和误差曲面分
别见图４、图５．

４　结　论
本文所构造的三层前向人工神经网络的方法和

逼近的具体算法实用简单，容易计算．通过算例看
出实现这一逼近比较容易，而且十分高效，计算复杂
度较低．所获结果表明：对给定阶数狉的多元多项
式，存在确定权值和确定隐元个数的三层前向神经

图４　神经网络对犘３（狓，狔）的仿真曲面图

图５　例３的误差曲面图（犺＝１０－４．０５）
网络，它能以任意精度逼近该多项式，其中权值由所
给多元多项式的系数和激活函数确定，而隐元个数
由狉与输入变量维数确定，而且这一逼近完全可以

７８４２１２期 王建军等：多元多项式函数的三层前向神经网络逼近方法



通过一个具体的算法实现，这为我们对任意函数被
神经网络逼近提供了一个很好的理论和实践方法，
具有重要的指导意义．
致　谢　作者衷心感谢审稿人提出的宝贵意见和
建议！
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