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网络演算的矩阵解释
樊葆华　窦　强　张鹤颖
（国防科学技术大学计算机学院　长沙　４１００７３）

摘　要　网络演算是离散事件动态系统理论在计算机网络中的应用，网络演算通过到达曲线和服务曲线计算网络
的性能参数，这两个概念封装了复杂的理论背景，从而易于在实际中应用，但对到达曲线和服务曲线概念的理论研
究比较缺乏．文中采用幂等矩阵的角度描述到达曲线和服务曲线，演算的过程成为矩阵运算，通过结合矩阵双子理
论和余理论的研究结果，得出了由矩阵表演算的基本定理．研究表明，幂等矩阵理论为网络演算提供了很好的理论
解释．文中还提出一种基于变换矩阵的方法求某些网络元素的服务曲线．
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中图法分类号ＴＰ３２３　　　犇犗犐号：１０．３７２４／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２００９．０２４１１

犃犕犪狋狉犻狓犐狀狋犲狉狆狉犲狋犪狋犻狅狀狅犳犖犲狋狑狅狉犽犆犪犾犮狌犾狌狊
ＦＡＮＢａｏＨｕａ　ＤＯＵＱｉａｎｇ　ＺＨＡＮＧＨｅＹｉｎｇ

（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲，犖犪狋犻狅狀犪犾犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犇犲犳犲狀狊犲犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犆犺犪狀犵狊犺犪　４１００７３）

犃犫狊狋狉犪犮狋　ＮｅｔｗｏｒｋｃａｌｃｕｌｕｓｉｓｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆＤｉｓｃｒｅｔｅＥｖｅｎｔＤｙｎａｍｉｃＳｙｓｔｅｍｔｈｅｏｒｙｉｎｃｏｍ
ｐｕｔｅｒｎｅｔｗｏｒｋｓ．Ｎｅｔｗｏｒｋｃａｌｃｕｌｕｓｕｓｅｓａｒｒｉｖａｌｃｕｒｖｅａｎｄｓｅｒｖｉｃｅｃｕｒｖｅｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．Ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆａｒｒｉｖａｌｃｕｒｖｅａｎｄｓｅｒｖｉｃｅｃｕｒｖｅｅｎｃａｐｓｕｌａｔｅｓｃｏｍｐｌｅｘｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄ，ｓｏｉｔｉｓｍｏｒｅｃｏｍｐａｔｉｂｌｅｉｎｐｒａｃｔｉｃｅ．Ｕｎｆｏｒｔｕｎａｔｅｌｙｔｈｅｒｅｉｓａｌａｃｋｏｆｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｓｔｕｄ
ｙｏｎａｒｒｉｖａｌａｎｄｓｅｒｖｉｃｅｃｕｒｖｅ．Ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｒｅｇａｒｄａｒｒｉｖａｌｃｕｒｖｅａｎｄｓｅｒｖｉｃｅｃｕｒｖｅａｓｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ
ｍａｔｒｉｃｅｓ，ａｎｄｔｈｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｃａｎｂｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｂｙｍａｔｒｉｘｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ．Ｂｙｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ
ｒｅｓｕｌｔｓｉｎｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｍａｔｒｉｘｔｈｅｏｒｙａｎｄｒｅｓｉｄｕａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ，ｔｈｅｂａｓｉｃｔｈｅｏｒｅｍｏｆｍａｔｒｉｘｎｅｔｗｏｒｋ
ｃａｌｃｕｌｕｓｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｐｒｏｖｅｓｔｈａｔｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｍａｔｒｉｘｔｈｅｏｒｙｇｉｖｅｎｅｔｗｏｒｋｃａｌｃｕｌｕｓａ
ｇｏｏｄｔｈｅｏｒｅｔｉｃｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｄｉｓｃｒｅｔｅｅｖｅｎｔｄｙｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍ；ｎｅｔｗｏｒｋｃａｌｃｕｌｕｓ；ａｒｒｉｖａｌｍａｔｒｉｘ；ｓｅｒｖｉｃｅｍａｔｒｉｘ；
ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｍａｔｒｉｘ；ｒｅｓｉｄｕａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙ

１　引　言
离散事件动态系统ＤＥＤＳ（ＤｉｓｃｒｅｔｅＥｖｅｎｔＤｙ

ｎａｍｉｃＳｙｓｔｅｍ）理论可以应用于计算机网络建模分
析，这一领域有两个研究方向：一是直接将ＤＥＤＳ
理论应用于计算机网络，如文献［１，２］，这一方向偏
重理论分析，对系统的稳定性、因果性以及周期性等

性质有较为深入的研究；另一个方向是针对计算机
网络的特点对ＤＥＤＳ理论进行简化，采用到达曲线
和服务曲线等概念对网络进行分析，降低了计算和
分析复杂度，增强了理论的实用性，这种方法被称为
网络演算（ＮｅｔｗｏｒｋＣａｌｃｕｌｕｓ）［３］．

Ｃｒｕｚ于１９９１年首次提出网络演算的概念［１］，
随着研究的深入，网络演算与ＤＥＤＳ以及其它理论
的关系得到重视．Ｂｏｕｄｅｃ［３］将服务曲线看作是服务



器的冲激响应；Ｃｈａｎｇ［４６］采用极小代数动态滤波器
（ｄｙｎａｍｉｃｆｉｌｔｅｒ）模型对计算机网络进行分析；
Ｃｈａｎｇ［７］还采用矩阵方法分析了多输入输出流时的
服务器性能．许多新的理论方法也被引入了网络演
算的研究：Ｆｉｄｌｅｒ［８］提出了基于勒让德（Ｌｅｇｅｎｄｒｅ）变
换的共轭（ｃｏｎｊｕｇａｔｅ）网络演算，在这一理论中极小
卷积（ｍｉｎｐｌｕｓｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ）可以被看成勒让德变换
下的加法，从而降低了计算复杂度．Ｊｉａｎｇ［９］提出了
一种基于模糊逻辑（ｆｕｚｚｙｌｏｇｉｃ）的方法．

国内学术界也重视网络演算的研究，张信明等
采用网络演算分析某些特殊的网络元素，如无缓冲
区整形器、ＧＰＳ服务器等［１０１２］．高文宇等发表了对
网络演算的综述性文献［１３］．张连明等采用网络演算
的理论对网络中的某些特殊流如自相似流等进行了
分析［１４１５］．国内对离散事件动态系统理论的研究达
到国际先进水平，清华大学的郑大中等对ＤＥＤＳ进
行了系统研究［１６１７］，蔡研等更是直接将ＤＥＤＳ理论
运用于网络分析［１８］．但作为ＤＥＤＳ在计算机网络中
的典型应用的网络演算，国内研究大多集中在实际
应用，理论研究相对缺乏．

根据以上文献的研究内容，可知网络演算与
ＤＥＤＳ理论有深刻联系．ＤＥＤＳ是一种幂等（Ｉｄｅｍｐ
ｏｔｅｎｔ）的线性系统理论，主要采用矩阵进行分析，特
征值、冲激响应矩阵、ＣａｙｌｅｙＨａｍｉｌｔｏｎ定理等矩阵
论的经典结果都在ＤＥＤＳ理论研究中发挥了重要
作用．因此如果能将整个网络演算采用矩阵来解释，
将有助于对这一理论的深入研究并进一步得到新的
结论．本文是对网络演算的理论研究，直接采用矩阵
来描述到达曲线和服务曲线，得到到达矩阵与服务
矩阵的概念，从而将网络演算与ＤＥＤＳ理论以及幂
等矩阵理论紧密联系．研究表明，到达矩阵和服务矩
阵是比到达曲线和服务曲线更为深刻的概念．基
于到达矩阵和服务矩阵，采用余理论（ｒｅｓｉｄｕａｔｉｏｎ
ｔｈｅｏｒｙ）可以得矩阵演算的基本定理，这一基本定理
比网络演算中的定理更具一般性，更能反映网络的
本质，矩阵网络演算的主要结论可以根据基本定理
得出．

从形式上看，本文的工作与文献［７］相似，但实
际上两者是完全不同的研究，不同之处主要表现在
如下几个方面：

（１）本文采用幂等数学（ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔｍａｔｈｅｍａｔ
ｉｃｓ）以及余理论研究到达矩阵和服务矩阵的性质，
得出了矩阵演算的基本定理．而文献［７］中直接对
矩阵进行推理；

（２）本文是对单入单出（ＳＩＳＯ）服务器的进一步
深入研究，文献［７］是用矩阵方法将一般的网络演
算扩展到多入多出（ＭＩＭＯ）的情形．可以说本文是
对网络演算在深度上的扩展，而文献［７］是对网络
演算在广度上的扩展；

（３）本文对网络中数据流的生成矩阵进行了分
类，定义了一阶以及二阶生成矩阵，结合到达矩阵与
服务矩阵的性质可以对矩阵演算进行分类，文献［７］
中矩阵的意义与本文完全不同．

本文第２节介绍相关理论基础，包括幂等数学、
双子、余理论和确定性网络演算；第３节研究广义增
矩阵以及定义在其上的双子结构，采用余理论研究
了矩阵乘法及其余运算的性质；第４节研究到达曲
线与服务曲线的矩阵表示，定义到达矩阵和服务矩
阵，得出了矩阵演算的基本定理；第５节提出一种采
用变换矩阵求服务矩阵的方法；第６节研究矩阵演
算的应用，得出一种保证流量服务器以及令牌桶的
服务矩阵和服务曲线；最后一节总结全文的工作并
提出下一步的研究计划．

２　相关工作
２１　幂等数学

幂等是指对于某个代数结构中的加法，性质
犪犪＝犪成立［１９］．在计算机网络分析中，如果采用
幂等的加法，则可将网络近似看作幂等线性系统，网
络演算也可看作是基于幂等数学的一种确定性排队
理论．

幂等数学中最重要的代数结构是双子（ｄｉｏｉｄ）：
在集合

!

上定义运算和，这两种运算都满足结
合律并且分别有中立元ε和犲，可交换并且是幂等
的，对满足分配率，ε对运算吸收，此时称｛!，
，｝为双子．

下面列举几个常用的双子：
（１）极小代数：!＝｛!∪＋∞，ｍｉｎ，×｝；
（２）考虑所有定义在［０，＋∞）的非负广义增函

数（即非减函数）的集合
!

，在其中定义运算：
（ａ）（犳犵）（狋）＝犳（狋）犵（狋）；
（ｂ）（犳犵）（狋）＝ｉｎｆ０狊狋｛犳（狊）＋犵（狋－狊）｝；
（ｃ）犳!犵＝ｓｕｐ狌０｛犳（狋＋狌）－犵（狌）｝．

则｛
!

，，｝构成一个可交换双子．
双子中可以根据加法定义一种序关系：犪，犫∈

!

，定义犪犫当且仅当犪＝犪犫．称为引起的
序，在极小代数中的序关系就是通常的．
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在双子理论中，半连续（Ｓｅｍｉｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ）映射
占有重要地位．上半连续（Ｕｐｐｅｒｓｅｍｉｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ）
映射是指在两个双子｛犇，犇，犇｝，｛犆，犆，犆｝间
的某个映射Π，对犇的任意子集犇′：

Π（犇狓∈犇′狓）＝犆狓∈犇′Π（狓） （１）
　　将上面定义中的改为ｍａｘ，便得到下半连续
映射（Ｌｏｗｅｒｓｅｍｉｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ）的概念．
２２　余理论

余理论是双子的主要分析工具之一［２０２１］，其主
要研究对象是余映射和对偶余映射．

定义１（余映射）［２０］．　从有序集"→#

的保序映
射，如果对所有狔∈#

，子集｛狓∈"｜犳（狓）狔｝存在
最大元，则称犳是余映射（ｒｅｓｉｄｕａｔｅｄｍａｐｐｉｎｇ），
该最大元记作犳＃（狓），映射犳＃：#→"

称作犳的余
（ｒｅｓｉｄｕａｌ）．如果对所有狔∈#

，子集｛狓∈"｜犳（狓）狔｝
存在最小元，则犳是对偶余映射（ｄｕａｌｒｅｓｉｄｕａｔｅｄ
ｍａｐｐｉｎｇ），该最小元记作犳ь（狓），映射犳ь：#→"

称
为犳的对偶余（ｄｕａｌｒｅｓｉｄｕａｌ）．

余映射在实际应用中较为常见，例如映射犳：
"→!

，犳（狓）＝狓既是余映射也是对偶余映射．
文献［２］证明，双子!

到
$

之间的映射是余映射
的充要条件为其将

!

中最大元映射为
$

中最大元并
且是下半连续映射．双子!

到
$

之间的映射是对偶余
映射的充要条件为其将

!

中最小元映射为
$

中最小
元并且是上半连续映射．

余映射和对偶余映射主要有以下性质．
定理１（余映射的性质）［２０］．　犳，犵为从完全双

子
%

到完全双子
!

上的映射，如下性质成立：
（１）犳犳ь犐%

，犳ь犳犐!

，
（２）犳犳＃犐%

，犳＃犳犐!

；
（３）犳犳＃犳＝犳，犳＃犳犳＃＝犳＃；
（４）犳犳ь犳＝犳，犳ь犳犳ь＝犳ь；
（５）（犳犵）＃＝犵＃犳＃，（犳犵）ь＝犵ь犳ь；
（６）（犳犵）＃犳＃∨犵＃，（犳犵）ь＝犳ь∨犵ь；
（７）（犳∨犵）＃＝犳＃犵＃，（犳∨犵）ь犳ь犵ь．

其中（犳犵）（狋）＝犳（犵（狋）），犐%

，犐
!

分别为
%

，
!

上的
恒等映射．

容易证明，对任意犳∈!

，映射Π犳（狓）：!→!

，
Π犳（狓）＝狓犳是对偶余映射，其对偶余为

Πь犳（狓）：!→!

，Πь犳（狓）＝狓!犳 （２）
　　因此可以用余理论分析极小卷积的性质．幂等数
学的一个重要结论是Ｂｅｌｌｍａｎ定理，叙述如定理２．

定理２（Ｂｅｌｌｍａｎ定理［１９］）．　令｛!，，｝为双
子，设犃，犅，犡∈!

，则对犡＝犃犡犅的最小解为

犡＝犃犅．
２３　网络演算

本小节根据文献［３］简单地介绍网络演算，假
设服务器是工作保持（ｗｏｒｋｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇ）的，采用
ＦＩＦＯ排队规则．流（ｆｌｏｗ）用其流量累积函数（ｃｕ
ｍｕｌａｔｉｖｅｔｒａｆｆｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ）表示，如果犉是某个服务
器的输入流，则犉（狋）表示到时刻狋为止该流到达服
务器的总流量．总是用犃代表某个服务器输入流，犇
代表相应的输出流，其各自的流量累积函数分别记
作犃（狋），犇（狋），显然，犃（狋），犇（狋）∈!．

定义２（到达曲线）．　设α∈!

，对于一个累积
函数为犃（狋）的流，如果对所有狋０，犃（狋）（犃×
α）（狋），则称α是流犃（狋）的到达曲线．

定义３（服务曲线）．　假设网络元素犛，其输入
和输出流量累积函数分别为犃（狋），犇（狋）∈!．称犛
提供服务曲线β，当且仅当以下条件同时成立：

（１）β∈!

，β（０）＝０；
（２）狋０，犇（狋）（犃β）（狋）．
根据到达曲线与服务曲线可以计算网络性能参

数的确界．
定理３（确定性网络演算基本定理［３］）．　经过

网络元素犛流犃（狋）有到达曲线α（狋），犛提供服务曲
线β（狋），则

（１）在时刻狋，犛的最大积压满足：
犅（狋）ｓｕｐ０狊狋｛α（狊）－β（狊）｝ （３）

　　（２）在狋时刻所有到达分组经历的最大延迟
满足：
犇（狋）ｓｕｐ０狊狋｛ｉｎｆ｛τ０：α（狊）β（狊＋τ）｝｝

（４）
　　（３）犇（狋）有到达曲线（α!β）（狋）．

３　幂等矩阵研究
离散时间系统中，函数可以写成向量形式，由广

义增函数得到的向量称为广义增向量．基于广义增
向量的概念，可以定义广义增矩阵．

定义４（广义增矩阵）．　广义增矩阵是指每一
行从左到右，每一列从下到上都是广义增向量的
矩阵．

本文用加黑的大写字母表示矩阵，如犃，当０
犻，犼狋时，用犃犻犼表示狋狋维矩阵犃位于第犻行第犼
列的元素．

设狋为整数，&狋表示所有狋×狋的广义增矩阵集
合．对犃，犅∈&

狋＋１定义如下运算：
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设０犻，犼狋，
（１）（犃犅）犻犼＝犃犻犼犅犻犼；
（２）（犃犅）犻犼＝狋犽＝０（犃犻犽犅犽犼）．
｛
&

狋＋１，，｝构成了完全双子，称为矩阵双子
（ｍａｔｒｉｘｄｉｏｉｄ）．零元Φ为所有元素为ε的矩阵，单
位元犈为对角线及对角线以下元素为犲，其余元素
为ε的矩阵．其中犲，ε分别代表极小代数双子!＝
｛
!∪＋∞，ｍｉｎ，×｝中的单位元与零元．矩阵双子中
的序关系定义为犃犅当且仅当０犻，犼狋，
犃犻犼犅犻犼．

矩阵的闭包运算定义为
犃＝犈犃１犃２…犃狀… （５）

其中犃１＝犃，犃狀＝犃犃狀－１．
设犢∈&

狋＋１，定义
&

狋＋１→&

狋＋１的映射：
犡∈&

狋＋１，Π犢（犡）＝犡犢 （６）
　　在矩阵双子中，乘法不一定是可交换顺序的，所
以以上定义的Π犢称作右乘映射．还可定义左乘映
射Φ犢（犡）＝犢犡，本文仅研究右乘映射．

可以证明Π犢是上半连续映射，证明可参考文
献［３］．

定理４．设犢∈&

狋＋１，则Π犢是从&

狋＋１→&

狋＋１

的上半连续映射．
由映射Π犢的上半连续性，可得如下重要定理．
定理５．　Π犢（犡）＝犡犢是对偶余映射，其对

偶余为Πь犢（犡）＝犡÷犢，其中（犡÷犢）犻犼＝∨
狀

犽＝０
（犡犻犽－

犢犼犽）．
证明．　因为Π犢（Φ）＝Φ犣，所以不等式

Π犢（犡）犣的解集不空，设为犇犲，根据上半连续性，
Π犢（犡∈犇犲犡）＝犡∈犇犲Π犢（犡）犣．于是Π犢（犡）犣
的最小解存在．

其次证明犣÷犢是不等式的解：
（（犣÷犢）犢）犻犼＝

狋

犽＝０
（犣÷犢）犻犽犢犽犼

＝
狋

犽＝０∨
狋

犾＝０
（（犣犻犾－犢犽犾）＋犢犽犼）


狋

犽＝０
犣犻犼＝犣犻犼 （７）

　　最后证明如果犆是不等式的解，则犆犣÷犢，
设犆犢犣，即


狋

犽＝０
犆犻犽犢犽犼犣犻犼 （８）

于是
犆犻犽∨

狋

犼＝０
（犣犻犼－犢犽犼） （９）

证毕．
　　根据定理５，不难结合定理１得出矩阵乘法及

其余运算的如下性质．
推论１（矩阵双子的性质）．设犉，犌，犎∈&

狋＋１，
则

（１）犉犎÷犎犎＝犉×犎；
（２）犉÷犎犎÷犎＝犉÷犎；
（３）犉犎÷犎犉，犉÷犎犎犉；
（４）（犉犌）÷犎＝（犉÷犎）∨（犌÷犎）；
（５）（犉∨犌）÷犎（犉÷犎）（犌÷犎）．

４　网络演算的矩阵解释
本节给出矩阵网络演算的基本结论．首先定义

到达矩阵和服务矩阵，然后根据这两个概念得出矩
阵演算的基本定理．
４１　到达矩阵和服务矩阵

上一节研究了广义增矩阵双子的性质，在网络
分析中，经常遇到由某个数据流生成的矩阵，设犃（狋）
为某个流的流量累积函数，对固定的狋，根据犃（狋）可
得到如下两个（狋＋１）×（狋＋１）矩阵，对所有０犻
犼狋：

（１）犃狏狋：犃狏狋犻犼＝犃（犼－犻）；
（２）犃犻狀狏狋：犃犻狀狏狋犻犼＝犃（犼）－犃（犻）．
称犃狏狋为流犃在时刻狋的一阶生成矩阵；称犃犻狀狏狋

为流犃在时刻狋的二阶生成矩阵或自相关矩阵．显
然如果犃（狋）是广义增函数，则犃狏狋，犃犻狀狏狋都是广义增矩
阵．定义!

犻狀狏（狋）为某个时刻狋，!中所有函数的时不变
生成矩阵集合，

!

狏（狋）为相应的时变生成矩阵的集合．
容易证明对固定的狋，｛!犻狀狏（狋），，｝与｛!狏（狋），
，｝都是双子，并且前者的乘法是可交换的，后者
的乘法是不可交换的，后文在不至引起混淆的前提
下省略下标狋．

仿照网络演算中的定义公式，可以给出如下到
达矩阵和服务矩阵的定义．

定义５（矩阵的到达矩阵）．对于矩阵犃∈&

狋＋１，
如果存在矩阵犎∈&

狋＋１使得犃犃犎，则称犎为
犃的到达矩阵．

以上定义中的犃，犎可以为时变或时不变的矩
阵．根据这一定义，到达矩阵也可写作犃÷犃犎．即
矩阵犎是犃÷犃的一个上界，或者说犎限制了矩阵
犃在÷意义上的“差分”行为．

到达矩阵与幂等矩阵论中的特征值问题有很大
联系，根据犃犃犎可得

犃＝犃犃犎犃＝犃（犈犎）（１０）
　　犃为映射Π（犡）＝犡（犈犎）的一个特征矩
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阵，其特征值为犈．
以上定义的到达矩阵是脱离网络中数据流定义

的一个抽象概念，在实际的网络演算中，要将到达矩
阵的概念与流的概念结合来定义流的到达矩阵，因
为每个流可以有两种生成矩阵，所以对一个数据流
可以定义两种到达矩阵．

定义６（数据流的到达矩阵）．　设犃（狋）为网络
中某个流的流量累积函数，在某个时刻狋，犃（狋）的一
阶生成矩阵犃１有到达矩阵犎１，则称在时刻狋流犃
有一阶到达矩阵犎１；如果流犃在时刻狋的二阶生成
矩阵犃２有到达矩阵犎２，则流犃在时刻狋有二阶到
达矩阵犎２．

流的到达矩阵描述了该流的差分行为的上界．
可以证明，当到达矩阵犎是时不变矩阵时（即０犻，
犼狋时犎犻犼只与犼－犻有关），一阶到达矩阵和二阶到
达矩阵是等价的．

定理６．　设犎∈&

狋＋１，并且犎是时不变矩阵，
犃（狋）为某个流犃的累积函数，犃１为流犃的一阶生成
矩阵，犃２为流犃的二阶生成矩阵，则下面两个命题
等价：

（１）犃１犃１犎；（２）犃２犃２犎．
证明．　根据到达矩阵定义：
０犻，犼，犽狋，犃犻犼犃犻犽＋犎犽犼 （１１）

　　如果犃是一阶生成矩阵，则
犃（犼－犻）－犃（犽－犻）犎犽，犼＝犎犽－犻，犼－犻（１２）

　　如果犃是二阶生成矩阵，则有
犃（犼）－犃（犻）－（犃（犽）－犃（犻））犎（犽，犼）

犃（犼）－犃（犽）犎犽，犼 （１３）
　　显然两种定义是等价的． 证毕．

从定理６的证明过程可以看出，如果到达矩阵
犎是时变矩阵，则一阶和二阶到达矩阵定义不一定
等价，一阶到达矩阵的定义包含了二阶到达矩阵的
定义，如下推论所述，证明简单故略去．

推论２．　设犎∈&

狋＋１，并且犎是时变矩阵，
犃（狋）为某个流犃的累积函数，犃１为流犃的一阶生成
矩阵，犃２为流犃的二阶生成矩阵，则

犃１犃１犎犃２犃２犎 （１４）
　　可以用到达矩阵的观点看待时不变网络演算中
的到达曲线定义，解释如下：如果流犃有到达曲线
犉∈!

，则在任意时刻，根据到达曲线定义可得：
犃（狋）犃（０）犉（狋）…犃（狋）犉（０）

（１５）
　　从而有犃１犃１×犉１，其中犉１是由时不变到达
曲线犉生成的一阶矩阵．

在矩阵双子中可以定义服务矩阵的概念，和到
达矩阵的不同之处在于服务矩阵不能脱离网络元素
而单独给出抽象的定义．和到达矩阵一样，服务矩阵
也存在一阶和二阶的区分．

定义７（服务矩阵）．　网络元素犛的输入流为
犃，输出流为犇，在时刻狋，设犃１，犇１为犃，犇的一阶
生成矩阵，犃２，犇２分别为犃，犇的二阶生成矩阵．

（１）如果存在矩阵犛１∈&

狋＋１，犛１００＝０，使犇１
犃１犛１成立，则称犛在时刻狋提供一阶服务矩阵犛１．

（２）如果存在矩阵犛２∈&

狋＋１，犛１犻犻＝０，０犻狋，
使犇２犃２犛２成立，则称犛在时刻狋提供二阶服务
矩阵犛２．

一阶服务矩阵描述了服务器的服务能力，对输
出流犇（狋）的特征进行了描述，而二阶服务矩阵则对
输出流的差分特征犇（狋）－犇（狊）进行了描述．对于服
务矩阵，不管其是时变或时不变矩阵，一阶服务矩阵
与二阶服务矩阵定义都不等价．

以下对服务矩阵的意义进行讨论，以一阶服务
矩阵为例：设犛提供一阶服务矩阵犛１，如果犛可以
被近似看作一个一阶线性系统，则对任意输入，犛存
在唯一的一阶线性响应矩阵犎１．于是对某个输入犃
的一阶生成矩阵犃１，可得

犇１犃１犛１；犇１＝犃１犎１ （１６）
其中犇１为输出流犇的一阶生成矩阵，于是

犇１犃１犛１＝犃１犛１
（犃１犎１）犃１犛１＝犃１犛１
犃１（犎１犛１）＝犃１犛１ （１７）

　　显然犎１犛１时上面等式成立．如果犎１犛１，等
式变成犃１犎１＝犃１犛１，根据线性响应矩阵的唯一
性，可以得犎１＝犛１，又因为这一结论对所有狋×狋阶
生成矩阵都成立，所以最后有犛１犎１，即一阶线性
响应矩阵是最小的一阶服务矩阵．对二阶服务矩阵
可得到相同结论，即犛２犎２．

可以根据到达矩阵和服务矩阵是时变或是时不
变矩阵将网络演算分为时变和时不变网络演算；而
根据到达矩阵和服务矩阵定义中流的生成矩阵的阶
数，又可以将网络演算分为一阶网络演算和二阶网
络演算；因此总共可以组合成如表１所示的４种矩
阵演算．

表１　网络演算的分类
网络演算分类 输入输出矩阵 服务矩阵 相关文献
一阶时不变 一阶 时不变 文献［３］
一阶时变 一阶 时变 文献［６］
二阶时不变 二阶 时不变 本文
二阶时变 二阶 时变 本文
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一般来说，时变网络演算用于描述服务器的动
态行为，而二阶网络演算则用于描述服务器输出流
的差分行为．以往文献并未仔细区分这一区别，本文
首次对其中的区别进行了研究．这种分类法也可用
于非矩阵的网络演算，如文献［３４］中的网络演算
可以认为是属于一阶时不变网络演算，而文献［６］
中的网络演算则属于一阶时变网络演算，二阶演算
尚属于待研究的领域，下一节的研究表明这四种矩
阵演算可以用统一的方法分析．
４２　矩阵演算的基本定理

４种网络演算都可以用幂等矩阵理论分析，首
先证明如下重要引理．

引理１．设犉，犌，犎∈&

狋＋１，则（犉犎）÷（犌
犎）（犉犌）．

证明．　根据推论１可得犉÷犌犌犉，两边右
乘犎得到（犉÷犌）（犌犎）犉犎，于是犉÷犌
（犉犎）÷（犌犎）． 证毕．

根据引理１，可以得到在矩阵演算的基本定理．
定理７（矩阵演算基本定理）．　一阶（二阶）到

达矩阵为犉的流经过一个提供一阶（二阶）服务矩
阵犛的服务器，输入和输出的一阶（二阶）生成矩阵
分别为犃和犇，则犃÷犇犉÷犛．

证明．　根据到达矩阵与服务矩阵的定义可得
犃犉犃；犇犃犛．

　　根据矩阵乘法的单调性以及引理１：
犃÷犇（犃犉）÷（犃犛）犉÷犛．

证毕．
　　以上基本输入输出关系式之所以叫基本定理是
因为这一定理对任何一种矩阵网络演算都成立，无
论是一阶还是二阶演算，也无论是时变还是时不变
演算．网络演算的主要结论都可以根据这一定理得
出，以一阶时不变网络演算为例：

（１）在一阶时不变网络演算中，有犃犇，于是
犇÷犇犃÷犇犉÷犛 （１８）

　　从而犇犇（犉÷犛），即犇有到达矩阵犉÷犛．
（２）根据犃÷犇犉÷犛，可得（犃÷犇）（０，０）

（犉÷犛）（０，０），这意味着ｓｕｐ狋｛犃（狋）－犇（狋）｝
ｓｕｐ狋｛犉（狋）－犛（狋）｝；并且ｓｕｐ狋｛犃（狋）－犇（狋）｝＝犅ｍａｘ
恰为最大积压的表达式．

对二阶演算可以进行相似的讨论．可以证明对
二阶网络演算，以上讨论的（１）仍然成立．

推论３．　二阶到达矩阵为犉的流经过一个提
供二阶服务矩阵犛的服务器，输入和输出的二阶生
成矩阵分别为犃和犇，则输出流犇有二阶到达矩阵
犉÷犛．

证明．　注意到如下等式成立：
犃（狋）犇（狋）犃（狋）－犇（狊）犇（狋）－犇（狊），

即犃÷犇犇，根据犃÷犇犉÷犛可得犇÷犇犇
犉÷犛． 证毕．

以下定理给出了串联网络元素提供的服务
矩阵．

定理８（串联）．　设网络元素犛犻，犻＝１，２在时刻
狋的一阶（二阶）服务矩阵为犅犻，则由犛１，犛２串连组成
的系统提供的一阶（二阶）服务矩阵为犅１犅２．

证明．　根据矩阵乘法的单调性容易证明结论．

５　基于变换矩阵求服务曲线
可以采用矩阵方法来求某些网络元素的服务曲

线，即先求得一阶服务矩阵，再将其写成函数形式．
定义如下一组矩阵为传输矩阵：

｛犣犻（犽）｝：犣犻（犽）∈&

狋＋１，犽∈#

（１９）
其中犣０（犽）定义为

犣０（犽）＝

犽εε…ε
犽犽ε…ε
 
犽犽犽…ε
犽犽犽…

熿

燀

燄

燅犽

（２０）

对于犻０，犣犻＋１（犽）通过将犣犻（犽）最右边一列移走而
在左边增加一列零向量得到，例如：

犣１（犽）＝

犲犽ε…ε
犲犽犽…ε
 
犲犽犽…犽
犲犽犽…

熿

燀

燄

燅犽

犣２（犽）＝

犲犲犽…ε
犲犲犽…ε
 
犲犲犽…犽
犲犲犽…

熿

燀

燄

燅犽
　　网络演算中一般假设犃（０）＝犇（０）＝０．因此定
义如下初始条件矩阵犐＝［犲，ε，…，ε］，其中犲为元素
全为犲的列向量，而ε为元素全为ε的列向量．
犣犻（犽）可被用作双子｛!，，｝中的变换矩阵．

例如考虑递归式犳（狋）＝犽犳（狋－１），初始条件为犳（０）＝
０，矩阵犉为函数犳的一阶生成矩阵，原式可以写成
犉＝犉犣１（犽），根据Ｂｅｌｌｍａｎ定理这个方程的解为
犉＝犈犣１（犽）．

犣犻（犽）犈可以用于解!

中的不等式．如不等式
犳（狋）犽犳（狋－１），这个不等式可以写成等式犳（狋）＝
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犳（狋－１）犽犳（狋），矩阵形式为犳＝犳犣１（犽）犳
犈＝犳（犣１（犽）犈），这个方程的解为犳＝犲
（犣１（犽）犈）．

本文假设对于犻阶递归式，其初始条件为犳（犽）＝
犳（０）＝０，犽＝１，２，犻－１，所以矩阵犣犻（犽）的前犻列为
向量，对于不同的初始条件，要对犣犻（犽）的前犻列作
相应修改．

采用矩阵犣犻（犽）作为变换矩阵的一个原因是这
个矩阵的闭包比较容易计算，如下定理所述．

定理９．　（１）矩阵犣犻（犽）的闭包为

犣犻（犽）＝

犲…犽２犽…（狋－犻＋１）犽
犲…犽犽… （狋－犻）犽
犲…犽犽…（狋－犻－１）犽
 
犲…犽犽… 犽
犲…犽犽…

熿

燀

燄

燅犽
　　（２）（犣犻（犽）犈）＝犣犻（犽）犈．

证明．　根据图论知识，犣１（犽）犻犼代表生成图中
２个节点犻，犼之间的最短距离，可以证明如下性质：

（１）如果犣犻（犽）犻犼＝犲，则犣犻（犽）犻犼＝犲；
（２）如果犣犻（犽）犻犼＝犽，则犣犻（犽）犻犼＝犽．
性质（１）明显成立，下面给出性质（２）的简单证

明：对犻犼，犣犻（犽）犻犼只能取犲或犽，如果犣犻（犽）犻犼＝犲，
则存在犻，犼之间的一条路径，记为｛犻狆１狆２…犼｝，并且
每个犣犻（犽）狆犽狆犽＋１＝犲．但根据犣犻（犽）的定义可知如果
犣犻（犽）犻犼＝犽，则对所有犾，犣犻（犽）犾犼犽，于是犣犻（犽）犻犼＝
犽．根据性质（１）和性质（２）可得（犣犻（犽）犈）＝
犣犻（犽）犈．

以求犣１（犽）犈的闭包为例．画出矩阵犣１（犽）
犈的生成图（ｐｒｅｃｅｄｅｎｃｅｇｒａｐｈ）（图１），可得到结论．

图１　矩阵犣１（犽）犈的生成图
犣１（犽）可通过（犣１（犽）犈）得到．对于犻＞１的

情况，可以采用相同的方法．
于是根据定理９，犳（狋）＝犽犳（狋－１）的解为犳（狋）＝

犽狋；犳（狋）犽犳（狋－１）的解为犳（犽）＝犽狋犳（犽），即
犳（犽）犽狋．

６　矩阵网络演算的若干应用
在这一节，我们用两个例子解释矩阵方法在网

络分析中的应用．

６１　保证流量服务器
保证速率（ｇｕａｒａｎｔｅｅｄｒａｔｅ）服务器是一种常见

的服务器模型，文献［６］采用网络演算分析了该服
务器的性能．但ＧＲ服务器本质上是基于极大代数
定义的，本节定义一种与ＧＲ服务器对偶（ｄｕａｌ）的
服务器模型，采用极小代数定义，称之为保证流量
（ｇｕａｒａｎｔｅｅｄｔｒａｆｆｉｃ）服务器，然后采用矩阵方法求
其服务矩阵进一步得到其服务曲线．

定义８（保证流量服务器）．　设某个服务器犛，
输入输出累计函数分别为犃（狋），犇（狋），狉为服务速
率，定义序列犳（狋）如下：

犳（０）＝０
犳（狋）＝ｍｉｎ｛犪（狋），犳（狋－１）＋狉｛ ｝（２１）

　　如果服务器保证在任何时刻狋＞０，犱（狋）
犳（狋）＋犫，则称犛为（狉，犫）保证流量服务器．

和ＧＲ服务器不同，ＧＴ服务器对服务器输出
的流量作出了保证．我们使用矩阵方法可以得到
ＧＴ服务器的服务曲线，并进而研究其输入输出特
性，将等式（１）写成矩阵形式：

犉＝犃犉犣１（狉） （２２）
　　犉，犃为犳，犪对应的一阶生成矩阵，这个方程的
解为犉＝犃犣１（狉），设犇的生成矩阵为犇，则
犱（狋）犳（狋）＋犫可以写成犇犉（犣０（犫）犐），得到
ＧＴ服务器的服务矩阵为犣１（狉）（犣０（犫）犐）．于
是ＧＴ服务器的服务曲线为β（狋）＝

狉狋＋犫，狋≠０
０， 狋｛ ＝０．

６２　令牌桶的服务矩阵
矩阵方法不仅可以应用于极小代数演算，也可

用于极大代数演算，和极小代数演算相似，极大代数
下也可定义到达矩阵和服务矩阵，不同之处在于极
大代数下的加法定义为ｍａｘ．

在极大代数演算中，输入输出犃（狀），犇（狀）分别
表示第狀个分组到达与离开服务器的时间．下面用
矩阵方法求一个桶高为犫，令牌产生速率为ρ的离
散令牌桶在极大代数下的整形矩阵．

假设狓（狀）表示时刻第狀个被接受（即未丢弃）
的令牌产生的时刻，如果要第狀个到达的分组离开
令牌桶，需要同时满足如下两个条件，令λ＝１／ρ表
示每产生一个令牌所需时间：

（１）令牌桶接受了一个新令牌，因为已经用掉了
狀－犫－１个被接受的令牌，从而该时刻为狓（狀－犫）；

（２）第狀个分组已经到达，该时刻为犪（狀）．
于是得到犱（狀）＝ｍａｘ｛犪（狀），狓（狀－犫）｝，改用极

大代数的符号：
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狓（狀）＝狓（狀－１）λ犪（狀）
狔（狀）＝犪（狀）狓（狀－犫｛ ） （２３）

　　初始条件为狓（０）＝ε，和第一个ＧＴ服务器例
子不同的是本例得到一个方程组，令

犅＝

εε……ε
λ…………
ελε…ε

ε……

熿

燀

燄

燅λε狀×狀

，

犆＝

εε……ε

犲εε…ε

ε…犲…

熿

燀

燄

燅ε狀×狀

，

　　犡，犃，犢为相应的一阶生成矩阵，可得
犡＝犅犡犃
犢＝犃犆｛ 犡 （２４）

　　对方程组中第一个方程，依次左乘矩阵犈，犅，
犅２，…，犅狀可以得到

犡＝犅犡犃
犅犡＝犅２犡犅犃
…
犅狀犡＝犅狀＋１犡犅狀
烅
烄

烆 犃

（２５）

　　将方程由下而上的迭代，可以得出
犡＝犅狀＋１犡犅犃 （２６）

　　而由矩阵与其有向图之间的关系可知犅狀＋１＝
Φ，所以犡＝犅犃，结合图论方法可得

犢＝犆犅犃犃＝犎犃 （２７）
　　从而

犎＝犆犅犈＝

犲λ……犫λ

ε…犲…
λ
ε…ε…

熿

燀

燄

燅犲狀×狀

（２８）
　　因此得到在极大代数网络演算下，（犫，ρ）令牌桶
的极大整形曲线为

犳（狀）＝λ（狋－犫）＋＝１ρ
（狋－犫）＋ （２９）

　　通过这个例子可以看出，矩阵演算的一个好处
是可以将许多矩阵论中的工具和方法用于计算机网
络分析．

７　总　结
本文采用幂等矩阵理论对网络演算中到达曲线

和服务曲线等概念进行了解释，并对网络演算进行
了分类，得出了矩阵演算的基本定理，分析的主要工
具是余理论与幂等矩阵理论．采用矩阵分析网络演
算的工作有以下几个优点：

（１）矩阵形式更易于理解，在矩阵演算中，极小
卷积变成了较为常见的矩阵乘法并且可以采用研究
结果较为成熟的幂等矩阵理论进一步研究网络
演算；

（２）矩阵演算为网络演算与ＤＥＤＳ理论、网络
演算与图论之间架起一座桥梁；

（３）不管是时变还是时不变网络演算，都可以
用统一的矩阵形式来表达，矩阵演算的基本定理都
成立．

下一步研究可在如下两个方面展开：
（１）矩阵与随机网络演算的结合，采用矩阵解

释随机网络演算；
（２）幂等矩阵理论相关结果在网络演算中的进

一步应用．例如文献［２］中的映射理论以及矩阵的
最小实现问题等．
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