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摘　要　提出了基于ＤＮＡ下推自动机二进制减法和乘法的实现方法．一位二进制借位减法，是通过预先构造好的
ＤＮＡ下推自动机模型在一个试管中以该模型的运行方式自动完成运算．犿位二进制借位减法，是在一位二进制减
法的基础上，按照从低位到高位的顺序，将低位产生的借位作为高位试管操作中的输入符号串，从而完成高位的减
法运算．两位二进制乘法中包含移位和加法操作，在两个试管中分别设计好ＤＮＡ下推自动机模型，分别完成被乘
数与乘数各位的移位操作，同时结合相应的生物操作，将其作为另一个试管加法操作中的输入符号串，则加法操作
中产生的结果即为所求．在此基础上，犿位二进制乘法可通过移位操作的并行性和加法操作的串行性来完成运算．
这些实现方法为ＤＮＡ下推自动机实现基本的算术运算提供了比较完整的运算机制．

关键词　ＤＮＡ下推自动机；借位减法；乘法；移位操作；ＤＮＡ编码
中图法分类号ＴＰ３０１　　　犇犗犐号：１０．３７２４／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２００９．０２３３８

犐犿狆犾犲犿犲狀狋犪狋犻狅狀狅犳犅犻狀犪狉狔犛狌犫狋狉犪犮狋犻狅狀犪狀犱犕狌犾狋犻狆犾犻犮犪狋犻狅狀犅犪狊犲犱狅狀
犇犖犃犘狌狊犺犇狅狑狀犃狌狋狅犿犪狋狅狀

ＣＨＥＮＧＺｈｅｎ１）　ＨＵＡＮＧＹｕＦａｎｇ１）　ＺＨＯＵＫａｎｇ２）
１）（犚犲狊犲犪狉犮犺犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犅犻狅犿狅犾犲犮狌犾犪狉犆狅犿狆狌狋犻狀犵，犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犆狅狀狋狉狅犾犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，

犎狌犪狕犺狅狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犠狌犺犪狀　４３００７４）
２）（犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊犪狀犱犘犺狔狊犻犮狊，犠狌犺犪狀犘狅犾狔狋犲犮犺狀犻犮犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犠狌犺犪狀　４３００２３）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｔｈｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｓｏｆｂｉｎａｒｙｂｏｒｒｏｗｂｉｔｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎａｎｄｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎ
ＤＮＡｐｕｓｈｄｏｗｎａｕｔｏｍａｔａａｒｅｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅｏｎｅｂｉｔｂｉｎａｒｙｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎｃａｎｂｅａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙ
ｃｏｍｐｌｅｔｅｄｔｈｒｏｕｇｈｔｈｅｏｐｅｒａｔｉｏｎｓｉｎｏｎｅｔｕｂｅｕｓｉｎｇｔｈｅＤＮＡｐｕｓｈｄｏｗｎａｕｔｏｍａｔａｍｏｄｅｌｄｅｓｉｇｎｅｄ
ｉｎａｄｖａｎｃｅ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｉｓｍｏｄｅｌ，犿ｂｉｔｓｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎｃａｎｂｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｐｕｔｔｉｎｇｔｈｅｂｏｒｒｏｗｂｉｔ
ｆｒｏｍｔｈｅｌｏｗｂｉｔｔｕｂｅｔｏｔｈｅｈｉｇｈｂｉｔｔｕｂｅａｓｔｈｅｉｎｐｕｔｓｔｒｉｎｇｓ．Ｔｈｅｔｗｏｂｉｔｓｂｉｎａｒｙｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄｏｎＤＮＡｐｕｓｈｄｏｗｎａｕｔｏｍａｔａｍｏｄｅｌｉｎｃｌｕｄｅｓｓｈｉｆｔｏｐｅｒａｔｉｏｎｓａｎｄａｄｄｉｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅ
ｓｈｉｆｔｏｐｅｒａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｔｒｉｎｇｒｅｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｎｄａｎｄｔｈｅｓｔｒａｎｄｓｄｅｎｏｔｉｎｇｏｆ
ｅａｃｈｂｉｔｏｆｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｃａｎｂｅｐｅｒｆｏｒｍｅｄｉｎｔｗｏｔｕｂｅｓｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｌｙｃｏｍｂｉｎｉｎｇｂｉｏｌｏｇｙｏｐｅｒａ
ｔｉｏｎ，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｔｒｉｎｇｓａｒｅｐｕｔｉｎｔｏａｎｏｔｈｅｒｔｕｂｅａｓｔｈｅｉｎｐｕｔｓｔｒｉｎｇｓｉｎｔｈｅａｄｄｉｔｉｏｎｏｐｅｒａ
ｔｉｏｎ，ｆｉｎａｌｌｙｔｈｅｏｕｔｐｕｔｉｎｔｈｉｓｏｐｅｒａｔｉｏｎｉｓｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｔｈｅ犿ｂｉｔｓｂｉｎａｒｙｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎｃａｎｂｅ
ｇｏｔｂｙｐａｒａｌｌｅｌｓｈｉｆｔｏｐｅｒａｔｉｏｎｓａｎｄｓｅｒｉａｌａｄｄｉｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅｓｅｐｒｏｃｅｓｓｅｓｐｒｏｖｉｄｅｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ
ｃｏｍｐｌｅｔｅａｒｉｔｈｍｅｔｉｃｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｆｏｒＤＮＡａｕｔｏｍａｔａ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ＤＮＡｐｕｓｈｄｏｗｎａｕｔｏｍａｔａ；ｂｏｒｒｏｗｂｉｔｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎ；ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ；ｓｈｉｆｔｏｐｅｒａｔｉｏｎ；
ＤＮＡｅｎｃｏｄｉｎｇ



１　引　言
自Ａｄｌｅｍａｎ１９９４年创立ＤＮＡ计算模型［１］以

来，ＤＮＡ计算无论是在理论上、应用模型的建立
上，还是实验与检测技术上都取得了惊人的进步．它
的优势是利用ＤＮＡ分子具有海量的存储能力及生
化反应的巨大并行性等特点进行计算［２３］．在ＤＮＡ
计算运算系统的研究中，首先取得的突破性工作是
Ｇｕａｒｎｉｅｒｉ［４］等人于１９９６年建立了ＤＮＡ计算的加
法运算模型，提出了基于ＤＮＡ计算的二进制正有
理数的加法运算，解决了加法的进位问题，创造性地
完成了对ＤＮＡ分子生物运算过程的构造与控制，
同时进行了相应的生物实验操作；而后他们继续将
上述结果扩展到一般的３进制乃至犽进制的加法运
算［５］．１９９９年，Ｂｅｒｎａｒｄ［６］等人提出了一种新的ＤＮＡ
加法模型，这种加法运算与Ｇｕａｒｎｉｅｒｉ的工作相比，
其优点是ＤＮＡ计算中的Ｂｏｏｌｅ逻辑的ＤＮＡ分子
中，输入串与运算串是分离的，该加法通过对几例实
验操作成功显示了具有复杂度为３０个逻辑门的数
字分子计算的可行性．Ｆｕｊｉｗａｒａ［７］等人对ＤＮＡ链进
行了逻辑操作和算术操作，给出了可设定地址的操
作程序；同时，基于ＤＮＡ计算的二进制数乘法和除
法可以通过相应的生物操作程序来实现运算［８］．在
实验室中进行分子水平计算机装置的自动操作的实
验比较少，可见文献［９１１］．ＤＮＡ计算机的研究具
有突破性进展是２００１年以色列Ｂｅｎｅｎｓｏｎ研究小
组［１２］提出了一种可程序实现的、自治的基于生物分
子的有限状态自动机模型，它的所有部件，包括硬
件、软件、输出都是生物分子．酶包括限制性内切酶
和连接酶是分子自动机的硬件，输入分子和转移分
子是分子自动机的软件，通过选择合适的状态转移
分子来最终产生以ＤＮＡ分子的形式代表终止状态
的输出分子．在此基础上，如何提高分子自动机的计
算能力也引起了广泛的研究［１３１４］．其后，Ｃａｖａｌｉｅｒｅ
等人［１５］提出了基于ＤＮＡ分子的带有一个栈和两个
栈的下推自动机模型，并利用环形和线性的ＤＮＡ
分子和Ⅱ类限制性酶给出了ＤＮＡ下推自动机执行
操作的过程．Ｒｅｉｆ等人［１６］提出了自治的基于ＤＮＡ
分子自动机的理论设计方案，并将其拓展到了二维
结构的设计．李汪根等人［１７］给出了ＤＮＡ自动机二
进制加法的实现方法，在上述基础上，本文提出了基
于ＤＮＡ下推自动机二进制数减法和乘法的实现方
法，与此相关的ＤＮＡ计算的原理可参见文献［１８］．

基于ＤＮＡ下推自动机的运算模型，其二进制
减法和乘法操作的运算方式类似于电子计算机中的
运算系统．在设计好转移函数分子的基础上，比较容
易完成运算，相对于ＤＮＡ计算中的运算模型而言，
该模型操作数的编码相对较简单．一位二进制减法，
只需对０和１进行编码，就可以完成相应的操作．多
位二进制减法是在一位二进制减法的基础上进行循
环操作完成的．两位二进制乘法包含移位操作和加
法操作，通过分别设计好相应的转移函数分子，在不
同的试管中完成移位操作和加法操作，加法操作的
结果即为该两个两位二进制数乘法的结果．在此基
础上，犿位二进制乘法可通过移位操作的并行性和
加法操作的串行性来完成运算．

２　犇犖犃下推自动机
自动机是实现信息与信息之间转移的一种装

置，是数字计算机的抽象模型，是一种描述和执行运
算的工具．下面介绍下推自动机的概念、基于ＤＮＡ
分子的下推自动机的特性以及文中所涉及的生物
操作．
２．１　下推自动机

一个下推自动机犕是如下的一个七元组（犙，Σ，
Γ，δ，狇０，犣０，犉），其中，犙是一个有穷状态集合，Σ是
一个字母表，称为输入字母表；Γ是一个字母表，称
为栈字母表；狇０属于犙，是初始状态；犣０属于Γ，是一
个特殊的符号，称为栈起始符号；犉包含于犙是终
结状态集合；δ：犙×（Σ∪｛ε｝）×Γ→犙×Γ是犕的
动作函数．一个自动机包含一个有穷控制器、一条输
入带和一个读头．根据自动机的当前状态以及读头
的位置，按照一定的转移规则，自动机会自动完成一
次操作，进入下一个状态以及移动读头．

下推自动机就是在典型的自动机的基础上带有
栈的存储操作，它由有限状态控制器、输入符号串和
栈三部分组成．在执行操作时，下推自动机从初始状
态出发，在有限状态控制器的控制下，根据它的当前
状态、输入符号串和栈顶符号通过转移函数进入下
一个状态，同时修改栈顶元素以及决定读头是否移
动．当输入符号串处理结束时，下推自动机处于可接
受状态集犉的某一个状态，且栈的内容为空，则表
示自动机接受该符号串；否则自动机不接受该符
号串．

在有穷状态的ＤＮＡ自动机中，酶是分子自动
机的硬件，输入分子和转移分子是分子自动机的软
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件，同时还编码了检测分子．设计一个ＤＮＡ自动机
的关键在于选择合适的软件分子．当输入分子、转移
分子以及所需的酶混合后，ＤＮＡ自动机将会通过一
系列的杂交、链接、提取、酶切等生物操作来处理输
入分子，最终确定是否产生编码ＤＮＡ自动机终结
状态的检测性输出分子，从而判断该ＤＮＡ自动机
是否接受某个输入字符串．

基于ＤＮＡ的下推自动机则是在此基础上，增
加的栈元素也用ＤＮＡ分子表示，通过对输入分子
实施一系列的操作，以ＤＮＡ分子的形式产生代表
ＤＮＡ下推自动机最终状态的输出分子，同时通过对
表示栈的ＤＮＡ片断实施一系列的酶切、绑接和连
接等生物操作实现入栈或出栈操作，以修改栈顶
元素．
２．２　犇犖犃自动机的相关生物操作

下面我们介绍文中所需要的一些生物操作，这
些生物操作包含了对ＤＮＡ链进行处理的一系列生
化反应，参见文献［７８］．

（１）混合．给定各含有一定数量ＤＮＡ链的两试
管溶液倒入同一试管中得到混合溶液．

（２）复制．通过聚合酶链反应ＰＣＲ将ＤＮＡ串
复制．

（３）检测．若给定的试管中包含指定的ＤＮＡ片
断，则输出为“是”；否则输出为“否”．

（４）分离．将若干条单链的集合从给定含有一
定数量ＤＮＡ链的试管中提取出来．

（５）切割．利用限制酶在某一特定的位置切断
ＤＮＡ双链，在切割位点处被切割成两个ＤＮＡ片断．

（６）退火．将含有单链的溶液冷却，互补的单链
ＤＮＡ序列重新组合起来，形成双链ＤＮＡ．

（７）合成．在一定长度范围内，合成可以将Ａ、
Ｔ、Ｃ、Ｇ４个碱基按照预定的顺序排列在ＤＮＡ单
链上．

（８）抽提．通过亲和力，将已包含给定序列的
ＤＮＡ片断作为子串的ＤＮＡ链提取出来．

（９）连接．由互补序列经退火形成ＤＮＡ双链．
（１０）杂交．具有互补粘性末端的两个ＤＮＡ片

断经退火后，互补末端会绑接在一起形成双链结构．

３　基于犇犖犃下推自动机二进制减法
在本节中，首先介绍了基于ＤＮＡ计算一位二

进制减法的运算法则，通过构造基于ＤＮＡ下推自
动机模型，完成基于该模型一位二进制借位减法的

操作．然后在此基础上，给出了实现两个犿位二进
制减法的操作过程．
３．１　基于犇犖犃下推自动机一位二进制减法

在这里我们只考虑被减数比减数大的情形．表１
是基于ＤＮＡ计算的一位二进制减法的运算法则，
通过构造基于ＤＮＡ下推自动机来实现这个运算过
程，同时给出该下推自动机的各个组成部件的ＤＮＡ
分子编码方式．

表１　一位二进制借位减法的运算法则表
被减数 减数 前位的借位 差 产生的借位
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ １ １
０ １ ０ １ １
０ １ １ ０ １
１ ０ ０ １ ０
１ ０ １ ０ ０
１ １ ０ ０ ０
１ １ １ １ １

初始状态集合为｛０，１｝，分别用犛０，犛１代表在初
始状态时，对应被减数分别为０，１的情况．终止状态
的集合为｛０，１｝，分别用犛０，犛１代表对应减法的运算
结果，即差为０，１的情况．输入符号的集合为｛０，１｝，
代表减数分别是０，１的情况．栈顶符号的集合为
｛０，１｝，分别代表产生的借位为０，１的情况．用
δ（犙，犪，犣）＝（犜，犃）表示当前状态是犙，栈顶符号是
犣，当前输入符号是犪，在控制器的控制下，自动机的
状态转变为犜，栈顶符号变为犃．所设计的ＤＮＡ下
推自动机的所有可能状态转移函数的集合是
δ（犛０，０，０）＝（犛０，０），δ（犛０，０，１）＝（犛１，１），
δ（犛０，１，０）＝（犛１，１），δ（犛０，１，１）＝（犛０，１），
δ（犛１，０，０）＝（犛１，０），δ（犛１，０，１）＝（犛０，０），
δ（犛１，１，０）＝（犛０，０），δ（犛１，１，１）＝（犛１，１）．
下面来描述基于ＤＮＡ下推自动机的各个组成

部分ＤＮＡ分子的编码方式以及相应的生物操作过
程．图１为一位二进制减法的试管体系．

图１　一位二进制减法的试管体系

所构造的自动机的输入符号串，为代表被减数
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及减数所组成的ＤＮＡ片断以及栈元素中代表低位
减法中产生借位的ＤＮＡ片断．将以上预先合成的
ＤＮＡ片断按照自动机的规则合成在一起．其中，栈
的元素在合成片断的左边，右边是输入符号串，中间
是ＦｏｋＩ酶的识别位点，通过其来实现对栈和输入符
号串进行生物操作．在合成的ＤＮＡ片断的右端包
含一个４ｂｐ的粘性末端，用于连接从低位减法操作
中产生的借位片断．同时预先设计好转移函数分子，
它的粘性末端刚好与ＦｏｋＩ酶切后的片断的末端互
补．在自动机运行结束后，加入检测分子，同时利用
内切酶ＢｓｍＦＩ酶来进行酶切操作，以检测出代表差
的片断以及借位的片断，加入ＳｍｉＩ酶进行分离操
作，即可得到代表差的ＤＮＡ片断和代表借位的
ＤＮＡ片断．相应的操作步骤如下：

１．先预先合成好被减数和减数的ＤＮＡ片断以及栈顶
元素为０的片断和代表借位的ＤＮＡ片断，中间是ＦｏｋＩ酶的
识别位点，在试管犜犪中对这几个片断进行连接操作，同时加
入预先设计好的代表转移函数分子的ＤＮＡ片断以及Ｔ４连
接酶．

２．在试管犜犪中进行自动机的操作．首先，合成好了的
ＤＮＡ片断经ＦｏｋＩ酶进行了酶切操作，将合适的转移函数片
断与酶切下的片断进行杂交．然后将杂交后的片断通过Ｔ４
连接酶连接起来，在ＦｏｋＩ酶的作用下，继续进行酶切操作，
直到没有合适的转移函数片断与酶切下的片断杂交．

３．加入检测分子，检测分子与最后酶切下的片断经连
接后形成报告分子．

４．报告分子经ＢｓｍＦＩ酶酶切后，可以得到代表差的片
断和代表借位的片断．同时加入ＳｍｉＩ酶，将酶切后的片断进
行分离，就可以得到代表差的ＤＮＡ片断和代表借位的ＤＮＡ
片断，并分别放在另外两个试管犜犫，犜犮中．图１所示为两个
一位二进制减法的试管体系．
３．２　基于犇犖犃下推自动机的犿位二进制减法

犿位二进制的减法，则是在一位二进制数减法
的基础上，进行循环操作得到的．这里也只考虑被减
数比减数大的情形．利用犿个类似的试管按照从低
位到高位的顺序组成串行计算方式，得到低位试管
运算结果的同时，分离出代表差的ＤＮＡ片断和代
表借位的ＤＮＡ片断，然后将低位减法操作产生的
代表借位的ＤＮＡ片断作为高位下推自动机的一个
输入符号串，即能完成高位的减法操作．

图２所示为基于ＤＮＡ下推自动机犿位二进制
减法的操作图，其将被减数与减数对应位相减，并作
为一个下推自动机的模型在一个试管中完成运算．
从图２可看到，将每个自动机运算的结果片断分别
用检测分子检测出来，从而可以读出片断对应的二

进制数．其中，犅０，犅１，…，犅狀－２分别表示低位向高位
的借位，最后一位没有借位．犇０，犇１，…，犇犿－１分别
表示从低位向高位每次自动机运行后分离出差的
结果．

图２　两个犿位二进制减法的试管体系

４　基于犇犖犃下推自动机的二进制乘法
基于ＤＮＡ计算二进制乘法，主要是进行移位

操作和加法操作．下面按照这两个操作来进行设计
ＤＮＡ下推自动机模型．首先介绍基于ＤＮＡ下推自
动机两个两位二进制乘法，然后在两个两位二进制
乘法基础上，介绍两个犿位二进制乘法．将移位操
作的并行计算和加法操作的串行计算相结合，经过
循环操作，即可得相应乘法的结果．
４．１　基于犇犖犃下推自动机两位二进制乘法

在两个两位二进制乘法中，对应的移位操作和
加法操作均分步骤分别在不同的试管中进行．

（１）移位操作
初始状态的集合设为犙，令犙＝｛００，０１，１０，１１｝，

终止状态的集合设为犉，令犉＝｛００，０１，１０，１１｝，输
入符号的集合为Σ＝｛０，１｝．栈符号集合Γ＝｛１０，
１１，０１，１２｝，同时把栈中的两个字符当作一个整体来
看，栈中字符是来记录移位运算中输入符号在乘数
中的位置以及所得结果在另外两个数中的存储位
置．初始状态集合｛００，０１，１０，１１｝分别代表在初始状
态时被乘数分别对应为００，０１，１０，１１的情况；终止
状态集合｛００，０１，１０，１１｝分别代表在终止状态时，被
乘数分别与乘数的个位与十位相乘的结果；输入符
号的集合｛０，１｝分别代表乘数的个位与十位分别为
０，１的情况．栈顶符号的集合中，１０代表输入的是乘
数的个位，１１代表输入的是乘数的十位，０１代表将
被乘数与乘数的个位所得的结果放在第２个数的个
位与十位，１２代表将被乘数与乘数的十位所得的结
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果放在第３个数的十位与百位．在移位操作中，所设
计的下推自动机模型所有可能状态转移函数的集
合是：
δ（０１，０，１０）＝（００，０１），δ（０１，０，１０）＝（００，０１），
δ（１０，０，１０）＝（００，０１），δ（１１，０，１０）＝（００，０１），
δ（１０，１，１１）＝（１０，１２），δ（１１，１，１１）＝（１１，１２）．
对于两个两位二进制数的乘法，如果乘数的某

一位是０，则所得的结果为００．如果乘数的某一位是
１，则将被乘数的ＤＮＡ片断复制到相应的位子，结
合相应的生物操作，预先设计好被乘数的ＤＮＡ片
断以及分别代表０和１的ＤＮＡ片断．现将代表被
乘数的ＤＮＡ片断与代表乘数个位的ＤＮＡ片断放
在一个试管中按照下推自动机模型完成运算，在所
得结果片断的左边与代表０的片断进行连接操作，
此为加法操作中的一个输入串．把代表被乘数的
ＤＮＡ片断与代表乘数十位的ＤＮＡ片断在第２个
试管中得到相应的结果，按照相应的状态转移函数
操作，实现了移位操作，即将所得结果向左移了一
位，这是通过设计好的状态转移函数片断完成的操
作，同时在所得结果的片断右边与代表０的片断进

行连接操作．这两个过程是并行完成的，此为第３个
试管中加法操作的另一个输入串，加法操作的过程
比较简单，即可得两个两位二进制数乘法的结果．

（２）加法操作
在不同于上述试管中进行加法操作，输入串即

为在第１步进行的移位操作后的结果，同时把栈顶
元素置为０，然后按照加法操作中设置的状态转移
函数来实现状态的转移，加法操作完成后所得的结
果即为两个两位二进制乘法的结果．
δ（犛０，０，０）＝（犛０，０），δ（犛０，０，１）＝（犛１，０），
δ（犛０，１，０）＝（犛１，０），δ（犛０，１，１）＝（犛０，１），
δ（犛１，０，０）＝（犛１，０），δ（犛１，０，１）＝（犛０，１），
δ（犛１，１，０）＝（犛０，１），δ（犛１，１，１）＝（犛１，１）．
图３是基于ＤＮＡ自动机两位二进制乘法试管

体系．其中犛０，犛１，犛２，犛３分别为加法操作中分离出
代表个位的和、十位的和、百位的和、千位的和的
ＤＮＡ片断，犆０为加法操作中代表进位的栈元素
ＤＮＡ片断．可利用检测分子分别检测出犛０，犛１，犛２，
犛３，犆０所对应的片断代表的二进制数，则犆０犛３犛２犛１
犛０为两位二进制乘法的运算结果．

图３　两位二进制乘法的试管体系

　　下面，我们描述基于ＤＮＡ自动机各个组成部
分的ＤＮＡ分子的编码方式以及相应的生物操作
过程．

１．所设计的自动机进行如下操作，预先合成好代表０，
１，２的编码，利用它们的编码合成好代表被乘数和乘数的编
码，转移函数分子以及代表结果位置的栈顶元素的编码．在
试管犪中加入被乘数与乘数个位的片断、转移函数分子集
合、栈元素集合片断，中间是ＦｏｋＩ酶的识别位点，通过它实
现对栈和输入符号串进行生物操作．同时，预先设计好转移
函数分子的编码，它的粘性末端刚好与ＦｏｋＩ酶酶切后的片
断的末端互补．在自动机运行结束后，首先经ＦｏｋＩ酶进行了

酶切操作，将合适的转移函数片断与酶切下的片断进行杂
交，将杂交后的片断通过Ｔ４连接酶连接起来，在ＦｏｋＩ酶的
作用下，继续进行酶切操作，直到没有合适的转移函数片断
与酶切下的片断杂交．

２．在试管犪中加入检测代表结果的检测分子，将代表０
的片断与代表结果的片断在其左边进行连接操作．将连接操
作后的片断代表的二进制数读出来，并按照加法操作中的编
码方式重新对０，１编码，将编码好的片断放入试管犮中．

３．在试管犫中放入被乘数与乘数十位的片断，加入转
移分子以及栈元素集合片断，中间是ＦｏｋＩ酶的识别位点．在
该试管中发生酶切操作，类似于试管犪中的反应方式．

４．在试管犫中加入检测代表结果的检测分子，将代表０
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的片断与代表结果的片断在其右边进行连接操作．将连接操
作后的片断代表的二进制数读出来，并按照加法操作中的编
码方式重新对０，１编码，把该编码好的片断放入试管犮中．

５．在试管犮中加入转移函数分子及酶分子进行加法操
作．加法操作过程详见文献［１７］．

６．将结果进行分离操作，得到代表加法操作中三位的
结果以及代表进位的片断．通过检测分子，分别检测这些片
断代表的二进制数，从而读出相应的运算结果．
４．２　基于犇犖犃下推自动机犿位二进制乘法

对于犿位二进制数相乘，类似于两位二进制数
相乘．当乘数增加了一位时，在进行并行移位操作
时，只需多用一个试管完成被乘数的ＤＮＡ片断与
乘数的这一位ＤＮＡ片断的移位运算，这个过程是
并行计算的，同时结合生物操作，将代表被乘数的片
断与乘数每一位的片断分别在犿个试管中按照乘
数从低位到高位的顺序进行移位操作，即在第１个
试管中所得结果片断的左边通过连接酶连接预先设
计好的代表犿个０的ＤＮＡ片断，在第２个试管中
所得结果片断的右边通过连接酶连接代表０的
ＤＮＡ片断，在其左边连接代表（犿－１）个０的ＤＮＡ
片断，如此类推，将代表被乘数的ＤＮＡ片断与乘数
每一位的ＤＮＡ片断的运算结果作为新的试管中加
法操作中输入的ＤＮＡ片断，然后进行相应的加法
操作，即可得到犿位二进制相乘的运算结果．

图４　犿位二进制数乘法的试管体系

初始状态的集合为被乘数（犿位）；终止状态的
集合为被乘数（犿位，当乘数的某一位为１时）以及
０（犿位，当乘数的某一位为０时）；输入符号集合为
０，１（乘数的某一位为０或者１）；栈元素集合为表示
被乘数与乘数的某一位所得结果移位后所放的位
置．两个犿位二进制数乘法如图４所示，在试管犜犪，
犜犫，…，犜犿－１中，分别表示被乘数的ＤＮＡ片断与乘
数各位的ＤＮＡ片断按照乘数的低位到高位的顺序
以自动机的方式并行完成移位运算，同时结合如上

所述的生物操作，从而得到加法操作中的输入串．犛０
表示犜犪，犜犫中移位运算后前两个输入串完成加法运
算所得和的片断，同时再与第３个试管中移位操作
后的输入串作和的运算得到犛１，如此类推，即可得
到最后一个试管中为所有加法操作中输入串的和的
片断犛犿－１，利用检测分子，检测该片断代表的二进
制数，从而读出相应的运算结果．

５　编码实例及复杂度分析
ＤＮＡ限制性内切酶特异性结合于一段称为限

制性酶识别序列的特殊ＤＮＡ序列之内或其附近的
特异位点上，并在此切割双链ＤＮＡ．它可分为３类．
在ＤＮＡ计算中，Ｉ类和ＩＩＩ类限制性酶都不常用．ＩＩ
类限制修饰系统是由两种酶分子组成的二元系统，
其中一种常用的限制性内切酶，它切割某一特异性
的脱氧核苷酸系统．ＤＮＡ被限制性内切酶切割后，
在切割处可以形成粘性末端和平头末端两种不同的
结构．不同的限制性内切酶所形成的粘性末端往往
是不同的．有相同的粘性末端而来源不同的ＤＮＡ
片断之间可以通过互补配对的碱基重新形成氢键．
Ⅱ类限制修饰系统在本文中，起着实现状态转移的
作用．
ＦｏｋＩ酶的识别位点为５′ＧＧＡＴＧ３′，剪切位

点是（９，１３）．ＢｓｍＦＩ酶的识别位点为５′ＧＧＧＡＣ３′，
剪切位点是（１０，１４）．ＳｍｉＩ酶的识别位点为５′
ＡＴＴＴＡＡＡＴ３′，剪切位点是识别位点内部１／２
位置．
５．１　二进制减法的编码实例

为了验证基于ＤＮＡ自动机的二进制串行减法
的可行性，我们给出了一位二进制减法运算过程中
所需分子的编码．表２为０，１及结束时终止符Ｔ的
编码，表３为转移函数分子的编码，表４为检测分子
的编码．

表２　０，１及结束时终止符犜的编码
０编码 １编码 Ｔ编码
ＧＡＣＣＧＡ
ＣＴＧＧＣＴ

ＣＧＣＡＧＣ
ＧＣＧＴＣＧ

ＴＡＴＧＣＡ
ＡＴＡＣＧＴ

表３　转移函数分子的编码
转移函数 对应转移函数分子的编码

δ（犛０，０，０）＝（犛０，０） ＧＡＴＣＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＣＴＡＧＧＣＣＴＡＣＡＣＴＴＧＧＣ

δ（犛０，０，１）＝（犛１，１） ＧＡＴＣＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＣＴＡＧＧＣＣＴＡＣＡＣＣＧＴＣ
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（续　表）
转移函数 对应转移函数分子的编码

δ（犛０，１，０）＝（犛１，１） ＧＡＴＣＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＣＴＡＧＧＣＣＴＡＣＡＣＣＧＴＣ

δ（犛０，１，１）＝（犛０，１） ＧＡＴＣＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＣＴＡＧＧＣＣＴＡＣＡＣＴＣＧＴＣ

δ（犛１，０，０）＝（犛１，０） ＧＡＴＣＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＣＴＡＧＧＣＣＴＡＣＡＣＴＧＴＣＧ

δ（犛１，０，１）＝（犛０，０） ＧＡＴＣＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＣＴＡＧＧＣＣＴＡＣＡＣＴＧＧＣＴ

δ（犛１，１，０）＝（犛０，０） ＧＡＴＣＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＣＴＡＧＧＣＣＴＡＣＡＣＴＧＧＣＴ

δ（犛１，１，１）＝（犛１，１） ＧＡＴＣＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＣＴＡＧＧＣＣＴＡＣＡＣＧＴＣＧ

表４　检测结果的检测分子的犇犖犃编码
终止
状态

栈顶
元素 对应检测分子的编码

Ｓ０ ０ＧＡＣＣＧＡＴＡＴＧＣＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＡＴＡＣＧＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

Ｓ０ １ＣＡＧＣＧＡＴＡＴＧＣＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＡＴＡＣＧＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

Ｓ１ ０ＧＡＣＣＧＡＴＡＴＧＣＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＡＴＡＣＧＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

Ｓ１ １ＣＡＧＣＧＡＴＡＴＧＣＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＡＴＡＣＧＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

５．２　二进制乘法的编码实例
为了验证基于ＤＮＡ自动机的二进制串行乘法

的可行性，我们给出了两位二进制乘法运算过程中
所需分子的编码．表５为００，０１，１０，１１，１２，０，１及结
束时终止符Ｔ的编码，表６为转移函数分子的编
码，表７为检测分子的编码．
表５　００，０１，１０，１１，１２，０，１及结束时终止符犜的编码

状态 编码

００ ＧＣＡＧＧＣ
ＣＧＴＣＣＧ

０１ ＡＣＧＧＡＣ
ＴＧＣＣＴＧ

１０ ＧＡＡＧＣＧ
ＣＴＴＣＧＣ

１１ ＧＡＣＡＧＣ
ＣＴＧＴＣＧ

１２ ＧＣＧＡＡＣ
ＣＧＣＴＴＣ

０ ＣＡＡＧＣＡ
ＧＴＴＣＧＴ

１ ＡＡＧＣＣＧ
ＴＴＣＧＧＣ

Ｔ ＣＡＴＧＴＡ
ＧＴＡＣＡＴ

表６　转移函数分子的编码
转移函数 对应转移函数分子的编码

δ（００，０，１０）＝（００，０１） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＣＧＴＣ

δ（００，１，１０）＝（００，０１） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＧＴＣＣ

δ（００，０，１１）＝（００，１２） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＣＣＧ

δ（００，１，１１）＝（００，１２） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＧＴＣＣ

δ（０１，０，１０）＝（００，０１） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＣＧＴＣ

δ（０１，１，１０）＝（０１，０１） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＴＧＣＣ

δ（０１，０，１１）＝（００，１２） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧＡ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＣＧＴＣ

δ（０１，１，１１）＝（０１，１２） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＧＣＣＴ

δ（１０，０，１０）＝（００，０１） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＣＣＧ

δ（１０，１，１０）＝（１０，０１） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＣＴＴＣ

δ（１０，０，１１）＝（００，１２） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＣＧＴＣ

δ（１０，１，１１）＝（１０，１２） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＣＧＣ

δ（１１，０，１０）＝（００，０１） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＣＧＴＣ

δ（１１，１，１０）＝（１１，０１） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＣＴＧＴ

δ（１１，０，１１）＝（００，１２） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＣＣＧ

δ（１１，１，１１）＝（１１，１２） ＣＡＧＴＣＧＧＡＴＧＴＧ
ＧＴＣＡＧＣＣＴＡＣＡＣＴＧＴＣ

表７　检测结果的检测分子的犇犖犃编码
终止
状态

栈顶
元素 对应检测分子的编码

０００１ＡＣＧＧＧＡＣＡＴＧＴＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＧＴＡＣＡＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

００１２ＣＧＡＡＧＡＣＡＴＧＴＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＧＴＡＣＡＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

０１０１ＡＣＧＧＧＡＣＡＴＧＴＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＧＴＡＣＡＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

０１１２ＣＧＡＡＧＡＣＡＴＧＴＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＧＴＡＣＡＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

１００１ＡＣＧＧＧＡＣＡＴＧＴＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＧＴＡＣＡＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

１０１２ＣＧＡＡＧＡＣＡＴＧＴＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＧＴＡＣＡＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

１１０１ＡＣＧＧＧＡＣＡＴＧＴＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＧＴＡＣＡＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ

１１１２ＣＧＡＡＧＡＣＡＴＧＴＡＴＧＧＴＣＣＣＡＴＴＴＡＡＡＴＧＧＧＡＣ
ＣＴＧＴＡＣＡＴＡＣＣＡＧＧＧＴＡＡＡＴＴＴＡＣＣＣＴＧ
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５．３　复杂度分析
基于ＤＮＡ下推自动机犿位二进制减法，每一

位的运算过程中，包括ＤＮＡ下推自动机的操作及
对应的两次分离操作，因此总共操作次数是２犿次，
那么该操作的时间复杂度为犗（犿）．在运算过程中，
只需要对０，１、终止符号以及转移函数分子和检测
分子编码．因此，需要ＤＮＡ链的条数没有随二进制
数的位数增多而增多，则该算法的空间复杂度为
犗（１）．

基于ＤＮＡ下推自动机两个犿位二进制减法运
算过程中，包括移位操作和加法操作，移位操作有犿
次，同时有连接操作（２犿－１）次，加法操作犿（犿－１）
次，因此该操作的时间复杂度是犗（犿２）．在此过程
中，在移位操作中，需要对０，１以及转移函数分子编
码，在加法操作中需要重新对０，１进行编码以及对
相应的转移函数分子编码，可以看到，需要不超过
犗（犿）条ＤＮＡ链，则该算法的空间复杂度为犗（犿）．

６　结论与展望
提出了基于ＤＮＡ下推自动机二进制减法及乘

法的实现方法，给出了相应的运算模型、操作步骤以
及复杂度分析．该模型操作数简单，具有可行性，只
需对ＤＮＡ下推自动机的硬件分子及软件分子编码
好，即可完成相应的运算操作．除此之外，还可以考
虑减法运算中，差是负数的情形，同时还可将其应用
到矩阵运算等，可以看到该模型的提出对研究ＤＮＡ
计算机的运算系统有重大意义．
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