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有向图并行计算中一种新的结点调度算法
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摘　要　在基于有向图的并行计算中，给定图剖分后，如何设计结点调度方案使得并行执行时间最短，是典型的
ＮＰ完全问题．针对此问题，文中提出一种新的基于顺逆交替迭代技术的启发式调度算法，并给出该算法的并行实
现．严格的理论推导证明，新算法在一定的假设条件下，从任何初始调度方案出发，均可以单调收敛．在数百个处理
器上的并行数值实验表明，与常用的调度算法相比，新算法可在付出很少的开销代价下显著提高整体并行效率．
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１　引　言
在基于网格离散的科学计算应用中存在一类计

算方法，它们的并行计算可以等价地转换为有向图
的并行计算［１］：有向图中的结点表示计算方法中网
格单元上的计算任务，结点权重表示计算开销，图中
的弧表示任务间的数据依赖关系，弧权重表示数据
通信开销．这类方法普遍存在于科学计算领域．例
如，在核科学和惯性约束聚变数值模拟应用中，求解
多群粒子输运方程的离散纵标数值方法［２３］以及在

流体力学中，求解对流占优方程的隐式迎风格式、顺
流松弛方法［４６］等，均是此类方法．针对有向图设计的
并行算法，可以直接应用到这类方法的并行计算中．

在有向图中，一方面，弧对应的数据依赖关系表
示弧终点必须在弧始点计算完毕之后才能开始计
算，并且需要引用弧始点的最新计算结果；另一方
面，没有数据依赖关系的结点可以并行计算．有向图
并行计算的核心是如何设计并行算法，充分挖掘有
向图中隐藏的内在并行度，缩短有向图并行计算时
间．其中的关键是有向图剖分算法以及剖分后结点
的调度算法．本文围绕后者展开研究工作．



假设有向图已经被剖分成多个互不重叠的子
图，分配给不同的处理器．此时，调度算法研究的是
各处理器如何安排结点的执行次序，使得在满足依
赖关系的前提下并行执行时间最短．事实上，该问题
可以归结为一类资源受限的任务调度问题，称之为
ＲＣＰＳＰ问题．ＲＣＰＳＰ是最早被证明的ＮＰ完全问
题之一［７］，研究历史悠久，拥有丰富的启发式算法．
其中，基于优先级策略的调度算法最为常用，它由两
部分组成：调度生成方法和优先级策略．调度生成方
法根据各个结点的优先级，安排每个结点的执行时
间．常见的有ＳＳＧＳ方法和ＰＳＧＳ方法［８］，已经成
熟．优先级策略则确定各个结点的优先级，用于多个
可执行结点之间的调度决策．优先级策略是调度算
法的核心，对调度方案的并行执行时间起决定性作
用．当前，优先级策略分为两类．一类是通用型策略，
如最晚完成时间策略［９］、最晚开始时间策略［１０］、最
小松弛时间策略［９］、最多后继结点数策略［１１］、多优
先级策略［１２１３］、采样策略［１４１５］、ＦｏｒｗａｒｄＢａｃｋｗａｒｄ
策略［１６］、ＤＦＤＳ策略［１７］、最短内部边界路径策略［１］

等．另一类是适合具体应用问题的有向图特征的优
先级策略，如针对粒子输运方程多方向输运扫描的
ＫＢＡ优先策略［１８］、ｒａｎｄｏｍｄｅｌａｙ策略［１９］等．在这些
基于优先级的调度算法中，ＦｏｒｗａｒｄＢａｃｋｗａｒｄ算
法，简称ＦＢ算法，是当前运筹学界公认的最简单有
效的调度算法之一．

除基于优先级策略的调度算法外，后启发式调
度算法是当前流行的另一类调度算法，如模拟褪火
法、禁忌搜索法、遗传算法等［８，２０］，但它们的计算复
杂度较高，不适用于大型有向图，故不在本文考虑
之列．

在基于网格离散的大规模科学计算应用问题
中，网格的规模庞大，通常被分布存储在多个处理器
中．此时，自然的做法是各个处理器并行地形成并分
布存储有向图的子图．于是，调度算法必须被并行地
实现，以避免聚集子图所需的昂贵的全局通信开销．
然而，当前文献上提出的调度生成方法（ＳＳＧＳ方
法和ＰＳＧＳ方法），均是串行算法．这限制了多种调
度算法（如ＦＢ算法）在这类并行计算中的应用．

围绕大规模有向图并行计算，本文开展以下工
作：（１）提出一种新的启发式调度算法．新算法基于
顺逆交替迭代技术，在原有ＦＢ算法的基础上，采用
了一种新的更为有效的优先级策略．（２）给出新调
度算法的收敛性证明，为新算法提供一定的理论保
障．（３）针对分布存储的有向图，给出新算法的并行

实现．（４）以粒子输运并行计算中的调度问题为例，
在数百个处理器上，将新算法和最晚开始时间策略、
ＤＦＨＤＳ策略、最短内部边界路径策略以及ＦＢ算法
进行对比．测试数据说明，新算法可在付出很少的开
销代价下显著提高整体并行效率．

本文第２节详细介绍有向图并行计算中的调度
模型；第３节给出新的调度算法；第４节给出新算法
的局部收敛性证明；第５节给出新算法的并行实现；
第６节为数值实验；第７节总结全文．

２　调度模型
假设带权有向图

!＝（"，#，狆，犠）由结点集"＝
｛１，２，…，狀｝和弧集#＝｛（犻１，犼１），…，（犻犿，犼犿）｝构成．
非负向量狆称为结点权重向量，元素狆犻代表结点犻
的时间开销；非负矩阵犠称为弧权重矩阵，元素
狑犽，犼表示弧（犽，犼）的时间开销．如果弧（犽，犼）∈#

，则
称该弧与结点犽，犼相关联；并称结点犽是结点犼的
直接前驱，结点犼是结点犽的直接后继．没有直接前
驱的结点称为源点；没有直接后继的结点称为汇点．
定义有向路径为一组结点序列（狌１，狌２，…，狌狊），满足
（狌犻，狌犻＋１）∈#

，任意１犻＜狊．如果狌１＝狌狊，则称此路
径为圈．不存在圈的有向图称为无圈有向图．如果图
!

中存在从结点犽到结点犼的有向路径，则称结点犽
是结点犼的前驱，结点犼是结点犽的后继．路径长度
指路径上所有结点和弧的权重总和．关键路径指图
中的最长有向路径．

有向图
!

的最短可能执行时间等于关键路径的
长度．图中结点时间权重总和与关键路径长度的比
值称为理想加速比．理想加速比刻画了有向图本身
的内在并行度．

并行计算中，有向图
!

被剖分成犘个互不重叠
的子图，分配给犘个处理器．记狉为结点映射向量，
元素１狉犻犘表示结点犻所归属的处理器．称处理
器狉犻是结点犻的属主，结点犻是处理器狉犻的本地结
点．通过弧与本地结点关联的非本地结点称为影像
结点．根据两端结点的分配情况，弧可分为两类：

（１）截弧．弧的两端结点被分配给不同的处
理器；

（２）内部弧．弧的两端结点分配在同一处理
器内．

一般地，内部弧的权重总是设为０；而截弧的权
重代表通信开销，总是大于或等于０．

对于给定的有向图，在图剖分确定情形下，如何
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安排结点的执行次序，使得并行执行时间最短，可以
归结为如下形式的结点调度问题：

ｍｉｎ［犳］
ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ
犳犻＋狑犻，犼犳犼－狆犼，犻∈$犼，犼＝１，２，…，狀
狘%犽（狋）狘１，犽＝１，２，…，犘，狋 （１）

其中，向量犳＝（犳１，犳２，…，犳狀）称为完成时间向量，
或称结点调度方案；记号［犳］＝ｍａｘ１犼狀

｛犳犼｝－
ｍｉｎ
１犼狀

｛犳犼－狆犼｝表示方案的执行时间，即方案中从起
始结点开始计算到终止结点完成计算所经历的时间
长度；

$犼为结点犼的直接前驱集合；%犽（狋）＝｛犼：犳犼－
狆犼狋＜犳犼｝∩｛犼：狉犼＝犽｝，指处理器犽安排在狋时刻
执行的结点集合．

问题（１）的第１个约束条件称为顺序限制，指后
继结点必须在前驱结点计算完成，并且收到前驱结
点的计算结果之后，才能开始计算；第２个约束条件
表示资源限制，即任何时刻任何处理器一次只能执
行一个结点．满足以上两个约束条件的调度方案称
为可行调度方案．执行时间最短的可行调度方案称
为最优调度方案．

定义调度方案的加速比为：结点时间权重总和
与方案的执行时间的比值．显然，可行调度方案的加
速比ｍｉｎ｛理想加速比，犘｝．

易知，问题（１）存在解的充要条件是：有向图!

中不存在圈．本文中，我们总是假设有向图是无
圈的．

问题（１）是个ＮＰ完全问题，在实际应用中必须
采用启发式调度算法来构造次优的可行调度方案．
于是调度算法需从两个方面来评价：（１）所构造的
调度方案执行时间越短，则算法越优；（２）算法本身
的计算复杂度越低，则越优．但通常两者是矛盾的．
综合而言，当调度方案的执行时间加上调度算法本
身的执行时间越少，算法才是越优的．

３　新的顺逆交替迭代调度算法
给定结点优先值后，调度生成方法可用两种次

序构造调度方案：顺序或逆序．以ＳＳＧＳ方法［８］为
例，顺序ＳＳＧＳ方法从源点开始，顺着弧的方向逐
个遍历结点，尽早地安排每个结点的执行时间．逆序
ＳＳＧＳ方法则从汇点开始，逆着弧的方向逐个遍历
结点，在给定的时间期限前，尽晚地安排每个结点的
执行时间．

顺逆交替调度是一种有效的调度技术．该技术

以迭代的形式，不断更新结点优先级，以及交替采用
顺序和逆序调度生成方法，以求生成一序列逐步改
进的调度方案．该技术的特点是每次更新优先级时，
总是利用前一反序构造的旧方案获取启发式信息．
Ｌｉ等人于１９９２年提出第一个基于顺逆交替技术的
调度算法，称为ＦＢ算法［１６］．ＦＢ算法采用前个方案
中结点的完成时间作为优先值，然后交替调用顺序
和逆序ＳＳＧＳ方法更新调度方案．文献［２１］则基于
另一种比较复杂的优先级策略ＬＣＢＡ，给出另一个
顺逆交替迭代算法．以下为方便描述，总假设初始调
度方案通过顺序调度得到，并记为犳０；第犺个迭代
过程中，先后通过逆序调度和顺序调度得到的方案
分别记为犳犺－１／２和犳犺．

本文基于顺逆交替迭代技术，提出一种新的优
先级策略，称为截弧优先策略．处理器的空闲／忙碌
状态极大程度取决于截弧所代表的通信能否及时完
成，因此截弧的执行时间至关重要．原则上，如果截
弧的后继计算越多，则该截弧及其相关前驱结点应
越先被执行．而逆序调度所得方案中截弧的最晚允
许开始时间，是对截弧后继计算量的一种有效估计．
鉴于此，针对顺序调度（基于旧方案犳犺－１／２构造新方
案犳犺时），本文提出如下截弧优先策略：旧方案中结
点犻所有后继截弧的最晚允许开始时间记为α犻，α犻值
越小的结点优先级越高；若α犻值相等，则记结点犻在
旧方案中的开始时间狊犺－１／２犻 ＝犳犺－１／２犻 －狆犻，狊犺－１／２犻 越小
的结点优先级越高．
α犻的计算公式如下：
α犻＝ｍｉｎ｛｛狊犺－１／２犼 －狑犽，犼：（犽，犼）∈&'犻｝∪｛＋∞｝｝

（２）
其中

&'犻指与结点犻或结点犻的本地后继结点相关
联的截弧的集合；狊犺－１／２犼 －狑犽，犼是截弧（犽，犼）在旧方案
中的最晚允许开始时间．特别地，根据式（２），如果
&'犻为空，则该结点将被赋于最低优先级．这是因为
此结点不影响非本地处理器的计算．

类似地，逆序调度时，如果截弧的前驱计算越
多，则该截弧的后继结点应优先安排在越晚的时间
段里执行．记方案犳犺－１中结点犻所有前驱截弧的最
早可能完成时间为β犻．于是，在逆序调度构造方案
犳犺－１／２时，截弧优先策略为：β犻值越大的结点优先级
越高；若β犻值相同，则犳犺－１犻 越大的结点优先级越高．
其中β犻的计算公式如下：
β犻＝ｍａｘ｛｛犳犺－１犼 ＋狑犼，犽：（犼，犽）∈$'犻｝∪｛－∞｝｝

（３）
这里，

$'犻指与结点犻或结点犻的本地前驱结点相关
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联的截弧的集合；犳犺－１犼 ＋狑犼，犽表示截弧（犼，犽）在旧方
案犳犺－１中的最早可能完成时间．

基于上述截弧优先策略的顺逆交替迭代算法称
为ＣＡＰＦＢ算法．该算法接收一个初始调度方案
犳０，然后以迭代的形式逐步改进调度方案．每次迭
代分４步，具体如图１所示．迭代的终止条件为
｜［犳犺－１／２］－［犳犺］｜＜阈值ε或迭代次数犺等于最大
允许迭代次数．

图１　ＣＡＰＦＢ算法流程图

图２是ＣＡＰＦＢ算法求解过程的一个简单实
例．对于图２（ａ）和图２（ｂ）所示的调度问题和初始调
度方案，ＣＡＰＦＢ算法通过一次顺逆迭代，将调度方
案调整到最优．

对图２中的问题以及相同的初始调度方案，Ｌｉ
的ＦＢ算法不能产生任何改进效果，不如ＣＡＰＦＢ
算法．这是因为截弧优先策略从提高资源利用率的
角度出发，优先处理被非本地结点依赖的结点，因此
相较于ＦＢ算法无视资源利用率的结点完成时间策
略，ＣＡＰＦＢ更能有效缩短调度方案的执行时间．

从单个迭代步的计算量上看，ＣＡＰＦＢ算法和
ＦＢ算法的差别仅在优先级的计算上．在每个迭代
步，ＣＡＰＦＢ算法需要根据式（２）和式（３）计算结点
优先级，计算复杂度为犗（｜"｜＋｜#｜），其中｜"｜指
结点数，｜#｜指弧数；而ＦＢ算法直接采用前一方案
的结点完成时间作为优先级，无此额外开销．从单个
迭代步的计算复杂性上看，ＳＳＧＳ方法的算法复杂
度为犗（｜"｜＋｜#｜），因此ＣＡＰＦＢ和ＦＢ算法有相
同的算法复杂度犗（｜"｜＋｜#｜）．

（ａ）给定有向图，沿虚线分成２个子图．假设图中结点权
重均为１，弧权重均为０

（ｂ）初始调度方案，执行时间为７

（ｃ）基于逆序调度的截弧优先策略和图２（ｂ）所示的调度方
案，每个结点的β优先值如图所示

（ｄ）根据１（ｃ）所示优先级，执行逆序调度获得的新调度
方案，执行时间为６

（ｅ）基于顺序调度的截弧优先策略和图２（ｄ）所示的调度方
案，每个结点的α优先值如图所示

（ｆ）根据１（ｅ）所示优先级，执行顺序调度获得新调度方
案，执行时间为５

图２　ＣＡＰＦＢ求解过程示例

４　算法收敛性分析

目前为止，尚无文献对基于顺逆交替迭代技术
的调度算法证明其收敛性．这里，我们针对所有结点
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等权重且所有弧权重为０情形下的调度问题（１），证
明ＣＡＰＦＢ算法具有局部收敛性．为方便起见，以
下称上述情形下的调度问题为简单调度问题．

引理１．　对简单调度问题，［犳犺］［犳犺－１／２］，
犺＝１，２…．其中，犳犺如图１所示，是ＣＡＰＦＢ算法基
于调度方案犳犺－１／２执行步３和步４后得到的新调度
方案．

证明．　记带权有向图!＝（"，#，狆，犠）．根据定
理条件，取结点权重狆犻＝１，犻∈"

，弧权重狑犻，犼＝０，
（犻，犼）∈#．引入记号｜(｜＝∑犻∈(

狆犻．假设新、旧调
度方案犳犺和犳犺－１／２的开始时间均为０．

根据式（２）易知：若结点犼是犽的前驱，则优先
值α犼α犽；更进一步，若结点犼是犽的非本地前驱，
则

α犼狊犺－１／２犽 ＜犳犺－１／２犽 α犽 （４）
　　将所有截弧的始点和图!

的汇点按优先级从
高到低排列，记所得序列为犑＝｛犼１，犼２，…，犼犔｝．记
图
!

中与犼犮属于同一处理器，且优先级不低于犼犮的
结点集合（含犼犮）为(犮．下面对下标犮以归纳法证明：

犼′∈(犮，ｓ．ｔ．犳犺犼犮犳犺－１／２犼′ ，犮＝１，２，…，犔（５）
　　犮＝１时：根据ＣＡＰＦＢ算法的截弧优先策略可
知，犻∈(１，α犻＝α犼１且犳犺－１／２犻 犳犺－１／２犼１ ，因此在旧方案
中，犼１是集合(１中的最晚执行的结点，故｜(１｜
犳犺－１／２犼１ 成立．由反证法可知集合(１不存在任何前驱
结点，故在顺序ＳＳＧＳ方法下，犳犺犼１＝｜(１｜成立．因
此，犳犺犼１犳犺－１／２犼１ ，式（５）成立．
犮＜犆时：假设式（５）成立．
犮＝犆时：设结点犼犆属于处理器狆．分两种情形

证明命题成立．
情形１：新方案在处理器狆的［０，犳犺犼犆）时间段内

只排有
(犆中的结点，且没有空闲时段：此时，易知

犳犺犼犆＝｜(犆｜．取犼′＝ａｒｇｍａｘ｛犳犺－１／２犻 ：犻∈(犆｝，显然
犳犺－１／２犼′ ｜(犆｜．故犳犺犼犆犳犺－１／２犼′ ，式（５）成立．

情形２：情形１不成立，即新方案在处理器狆的
［０，犳犺犼犆）时间段内有空闲时间，或排有优先级比犼犆低
的结点：此时，记［狋１－１，狋１）为其中最晚的一个空闲
的或被低优先级结点占有的时段，记

)(犆为安排
在时间段［狋１，犳犺犼犆）内的结点集合．显然，)非空（至少
包含结点犼犆）且犳犺犼犆＝狋１＋｜)｜．记集合)

在旧方案
中最早和最晚执行的结点分别为犽′和犼′．显然
狊犺－１／２犽′ ＋｜)｜犳犺－１／２犼′ ．故以下只需证明狋１狊犺－１／２犽′ 即
可证明犳犺犼犆犳犺－１／２犼′ ．

采用假设法可以证明：存在截弧（犼犫，犽′），ｓ．ｔ．
犳犺犼犫狋１（否则，可以推出犽′的所有本地或非本地前

驱结点在新方案中的完成时间不晚于狋１－１，于是此
时在顺序ＳＳＧＳ方法下，时段［狋１－１，狋１）将优先安
排结点犽′，而不是空闲或者安排低优先级结点，故矛
盾）．由式（４）可得α犼犫＜α犽′α犼犆，故结点犼犫的优先级
低于犼犆，所以犫＜犆．根据归纳假设，犼″∈(犫，ｓ．ｔ．
犳犺犼犫犳犺－１／２犼″ ．再由式（４）可得：犳犺－１／２犼″ α犼″α犼犫
狊犺－１／２犽′ ．故狊犺－１／２犽′ 犳犺犼犫狋１．因此，情形２下式（５）亦
成立．

根据归纳法，对于任意截弧的始点或图犌的汇
点犼犮，式（５）成立．设汇点犼犮是新方案中最晚完成的
结点，即［犳犺］＝犳犺犼犮．由式（５）知，犼′，ｓ．ｔ．［犳犺］
犳犺－１／２犼′ ［犳犺－１／２］．命题得证． 证毕．

同引理１的证明，可得以下引理．
引理２．　对简单调度问题，［犳犺－１／２］［犳犺－１］，

犺＝１，２，…．其中犳犺－１／２如图１所示，是ＣＡＰＦＢ算
法基于调度方案犳犺－１执行步１和步２后得到的新
调度方案．

由引理１和引理２，易推出以下收敛性定理．
定理１．对于简单调度问题，任意给定初始调度

方案犳０，ＣＡＰＦＢ算法所得序列｛［犳犺］，［犳犺＋１／２］｝∞犺＝０
单调收敛．

５　调度算法的并行实现
在大规模科学计算应用问题中，各个处理器并

行地形成并分布存储有向图．为适应此情形，本节给
出ＣＡＰＦＢ算法基于ＭＰＩ［２２］的并行实现．

对于图１中的步１和步３，每个进程只需保存
有影像结点在旧调度方案中的完成时间，即可独立
并行计算．因此ＣＡＰＦＢ算法并行实现的关键在于
步２和步４中ＳＳＧＳ方法的并行实现．

原始的ＳＳＧＳ方法并不适合并行，很难保证串
行和并行结果的一致性．因此本文对步２和步４采
用了另一种等价的方法：调用基于结点队列的Ｓ
ＳＧＳ方法［８］（以下简称ＡＬＳＳＧＳ方法），将所有结
点按优先级从高到低的次序排列，逐个地安排结点
调度时间．

算法１是步４的并行实现．其中，每个进程的输
入包含本地结点和影像结点的子图、影像结点的属
主、本地结点的优先级；输出是本地结点和影像结点
的完成时间．算法１步１按截弧优先策略，将本地结
点按优先级从高到低排列；步３严格按照结点优先
次序执行计算，并在其中的步３．１及时接收非本地
前驱结点的最新数据，在步３．４发送其它进程需要
的本地最新数据．
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算法１．　ＣＡＰＦｏｒｗａｒｄ（!，狉，犻，α，犳犺－１／２，犳犺）．
输入：本地子图

!

，剖分映射子向量狉，优先级子向量α；
旧的本地调度方案犳犺－１／２

输出：新的本的调度方案犳犺
１．排列本地结点｛犻犵｝犵＝１，…，犿，使得（α犻１，犳犺－１／２犻１ －狆犻１）＜…

＜（α犻犿，犳犺－１／２犻犿 －狆犻犿）；
２．犐＝［０，＋∞）；　　　／初始空闲时间段／
３．ｄｏ犵＝１，…，犿；　　　／犿为本地结点个数／
３．１．ｆｏｒ（结点犻犵的每个非本地直接前驱结点犼）接收犳犺犼；
３．２．按以下公式确定结点完成时间：
犳犺犻犵＝ｍｉｎ｛狋：狋ｍａｘ（犼，犻犵）∈犈｛犳犺犼＋狑犼，犻犵｝

［狋，狋＋狆犻犵）犐｝＋狆犻犵；
３．３．更新空闲时间段集合犐＝犐－［犳犺犻犵－狆犻犵，犳犺犻犵）；
３．４．ｆｏｒ（结点犻犵的每个非本地直接后继结点犼）

　　　　　　　发送犳犺犻犵给进程狉犼；
ｅｎｄｄｏ
易推知：在截弧优先策略下，按优先级排列的结

点序具有拓扑性质．这一点不仅保证了算法１构造
的解满足顺序约束关系，而且保证算法１在步３．１
接收数据时不会陷入死锁．

由于顺序ＡＬＳＳＧＳ方法中，每个结点的调度
时间只依赖于两类结点：一是队列中位置比该结点
靠前的本地结点；二是该结点的非本地直接前驱结
点．因此算法１可以保证串行与并行结果的一致性．

同样，图１的步２可基于逆序ＡＬＳＳＧＳ方法
实现并行．至此，ＣＡＰＦＢ算法的并行实现已完整．
ＦＢ算法可以采用相同的方法实现并行．

６　数值实验
本节的测试实验分为两类．第１类为模型测试，

基于给定的调度问题，比较ＣＡＰＦＢ算法和其他调
度算法所得调度方案的优劣．第２类为实际应用测
试，将调度算法应用到粒子输运并行数值模拟程序
中，验证调度算法的实际效果．
６１　模型测试

模型测试设计了两种调度模型：
（１）简单调度模型：每个结点权重为１．０，且每

条截弧权重为０．０；
（２）复杂调度模型：每个结点和每条截弧权重

不等．
其中，第１种为理想模型，并且实际应用中多数

需要采用此种模型．第２种则模拟了实际运行中可
能发生的复杂情形．

测试采用的有向图Ａ来源于基于二维离散网
格（图３）和２４个离散方向的粒子输运扫描算法．该

图共含１４万个结点和５６万条弧．图中每个结点对
应一个网格单元上沿某个方向的通量计算任务．这
些结点随网格二维区域分解平均分配给各处理器．
对应于前述两种不同的权重设置，分别记基于有向
图Ａ的简单调度模型和复杂调度模型为Ａ１和Ａ２．
以下测试中，模型Ａ２的结点截弧平均权重比值取
为３∶１．这两个调度模型有非常好的内在并行度：
模型Ａ１理想加速比达６６６；模型Ａ２理想加速比
为５５５．

图３　非规则网格，含６０００个单元
最晚开始时间算法（简称ＬＳＴ算法）、ＤＦＨＤＳ

算法、最短内部边界路径算法（简称ＳＢＰ算法）是当
前有向图并行计算中最常用的几种调度算法．本文
分别以此３个调度算法所得的调度方案为ＣＡＰＦＢ
算法的初始调度方案，对ＣＡＰＦＢ算法的调度效果
进行比较．图４是对模型Ａ１在不同可使用处理器
数目下，不同调度算法所得调度方案的加速比比较．
从图４以及其它测试实验均可得出以下结论：ＣＡＰ
ＦＢ算法显著提高各种初始调度方案的质量，并且，
其中以ＳＢＰ算法和ＣＡＰＦＢ算法的组合为最优．以
５００个处理器数目下的模型Ａ１为例，从ＳＢＰ算法
所构造的加速比为２０１的调度方案出发，ＣＡＰＦＢ
算法将加速比提高到３０２，效果显著．

图４　对调度问题Ａ１，不同调度算法
所得调度方案的加速比比较

图５和图６分别是对简单调度模型Ａ１和复杂
调度模型Ａ２，ＣＡＰＦＢ算法和Ｌｉ的ＦＢ算法所得
调度方案加速比随迭代步的变化图．其中初始方案
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通过最短内部边界路径调度算法构造．图中横坐标
值狀标志第狀次顺序调度，狀．５标志第狀＋１次逆序
调度．从两图中可以看出，ＣＡＰＦＢ算法的调度能
力略好于ＦＢ算法．如图５的５００ＣＰＵｓ情形，ＦＢ算
法经５次迭代后，调度方案加速比收敛为２９３；而
ＣＡＰＦＢ算法仅２个迭代步得到的调度方案加速比
为２９５，最后在第５个迭代步加速比收敛于３０３．

图５　对简单调度问题Ａ１，ＣＡＰＦＢ算法和Ｌｉ的
ＦＢ算法的调度方案加速比变化情况

图６　对调度问题Ａ２，ＣＡＰＦＢ算法和Ｌｉ的ＦＢ算法的
调度方案加速比变化情况

　　对于非等权重情形，数值实验表明（如图６所
示），ＣＡＰＦＢ算法在多个迭代步之后不能保持单调
性，但仍可有效改进调度方案的质量．另外，如图５和

图６所示，ＣＡＰＦＢ算法和ＦＢ算法对调度质量的改
进主要集中前１到２个迭代步．因此实际应用中，这
两算法通常只需执行少量迭代步即可．
６２　实际应用测试

为了验证实际应用效果，本文将分布式并行的
ＣＡＰＦＢ算法耦合实现在中子输运并行程序［２３］中，
并在具体并行机上进行性能测试．测试采用的输运
应用问题基于二维非结构离散网格，含３６００个单
元；离散扫描方向为４８个，同簇方向间有依赖关系，
不同簇方向不相关；离散能群为２４个．对此应用测
试问题，本文采用简单调度模型，记为模型Ｂ．模型
Ｂ中含１７万个结点和近８５万条弧，其理想加速比
为７６１．以下为区分起见，称简单调度模型的调度方
案加速比为算法加速比；在具体并行机上实测得到
的加速比称为实测加速比．

在某通信延迟约为１０μｓ的并行机上，本文采用
无向图剖分软件Ｃｈａｃｏ提供的ＩＫＬ方法剖分网格，
然后分别调用最短内部边界路径法、Ｌｉ的ＦＢ算法
和本文的ＣＡＰＦＢ算法，比较它们在具体应用中的
表现．其中，Ｌｉ的ＦＢ算法和本文的ＣＡＰＦＢ均以最
短内部边界路径法（ＳＢＰ）作为初始方案构造算法，
并且都只执行２个顺逆迭代步．在此３种调度算法
下，中子输运模块执行１０个时间步后的实测时间开
销和实测加速比列于表１第２～７行．表１第８～１０
行则列出３种调度算法所得调度方案的算法加速
比．如表１所示，在ＣＡＰＦＢ调度算法下，输运并行
计算时间比在最短内部边界路径法下缩短了９％～
２０％，比在Ｌｉ的ＦＢ算法下少了６％～８％．
　　表１中算法加速比和实测加速比有一定差异．
其可能原因有多种，如Ｃａｃｈｅ命中率的影响、有向图
建模时权重设置的不精确等等．

表１　不同调度算法下，中子输运并行模块的实测时间和实测加速比

ＣＰＵ数 执行时间／ｓ
ＳＢＰ ＦＢ ＣＡＰＦＢ

实测加速比
ＳＢＰ ＦＢ ＣＡＰＦＢ

算法加速比
ＳＢＰ ＦＢ ＣＡＰＦＢ

　２ ５２９．０ ５３０．０ ５２８．０ ２．００ ２．００ ２．００ ２．００ ２．００ ２．００
１６ ７３．３ ６３．８ ６１．２ １４．４０ １６．６０ １７．３０ １２．１０ １３．８０ １５．２０
３２ ３８．７ ３４．６ ３２．１ ２７．４０ ３０．６０ ３３．００ ２２．００ ２６．１０ ２８．６０
６４ ２０．９ １９．２ １８．１ ５０．７０ ５５．２０ ５８．６０ ４５．４０ ５１．００ ５４．１０
１２８ １２．４ １１．８ １１．４ ８５．３０ ８９．９０ ９３．３０ ８５．５０ ９３．１０ ９８．４０

　　表１中的时间数据是包含了调度算法的整体时
间开销．调度算法本身的开销在表２中单独列出．可
以看出，ＣＡＰＦＢ算法时间开销略多于ＦＢ算法，较
多于ＳＢＰ算法，不过远低于总计算时间，仅约占总
时间的２％．并且相较于该算法在调度方案上的大
改进，其开销是值得的．

表２　不同调度算法的时间开销

ＣＰＵ数 执行时间／ｓ
ＳＢＰ ＦＢ ＣＡＰＦＢ

２ １．８０ １１．２０ １２．１０
１６ ０．３０ １．２０ １．３０
３２ ０．０９ ０．５６ ０．６０
６４ ０．０３ ０．２４ ０．２９
１２８ ０．０１ ０．１９ ０．２４
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７　结　论
本文面向有向图并行计算，在图剖分确定情形

下，提出一种新的结点调度算法（ＣＡＰＦＢ）．理论证
明说明，ＣＡＰＦＢ对简单调度问题具有局部收敛性．
并且数百个处理器上的实验数据说明，只需少量几
个迭代步，ＣＡＰＦＢ算法就可大幅改进由其它调度
算法（如最晚开始时间算法、ＤＦＨＤＳ算法和最短内
部边界路径算法）构造的调度方案，并且改进效果优
于Ｌｉ的ＦＢ算法．

本文还给出基于结点队列的ＳＳＧＳ调度生成
算法的ＭＰＩ并行实现，从而实现并行的ＣＡＰＦＢ算
法和ＦＢ算法．这些并行调度算法耦合在粒子输运
模拟程序中后，有效改进了数值模拟程序的并行
性能．
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