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犔犝分解在犌狅犱狊狅狀犜狏１众核体系结构上的并行化研究
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摘　要　随着集成电路工艺的发展，众核体系结构成为人们日益关注的计算平台．ＬＵ分解是科学和工程计算中被
广泛使用的核心算法之一，尽管在传统的并行体系结构上已有大量的并行化研究工作，但是结合新型众核体系结
构特征的工作还不多．文章从负载均衡、延迟容忍和性能分析模型３个方面系统研究了ＬＵ分解在众核体系结构
上的并行化问题．该文的贡献在于：首先，针对二维卷帘负载分配方案难以达到良好负载均衡的缺点，提出一种新
的“之”字形分配方案，实验表明不经任何优化的情况下性能比前者提高２０％，优化后达到了４０％；其次，提出了一
个性能加速比的分析模型，并用实验定量研究了实测性能加速比和理论值之间的差距，发现在合理利用片上存储
优化访存延迟，并恰当选择矩阵分块参数的情况下，实测加速效果能比较接近理论值；通过实验还证明实测性能难
以达到理论预测值的两个主要原因：访存带宽有限和片上网络的资源竞争．
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１　引　言
２０世纪８０年代以来，宽发射及高主频的超标

量设计曾持续推动着微处理器性能的稳步提升．但
随着半导体工艺尺寸的缩小，主频的持续提高变得
非常困难，而功耗和散热问题却越来越严峻．近年
来，集成电路工艺技术的进展使得片上可集成的晶
体管数目已达到数十亿量级，为了在平衡主频、功
耗、散热等各方面设计空间的前提下充分利用海量
的片上资源，学术界和产业界纷纷转向并行处理器
体系结构的研究．众核体系结构因其强大的片上并
行能力和相对较合理的片上计算／存储比例日益引
起学术界和产业界的关注［１５］①．和一般的商业多核
处理器结构［６７］不同，众核体系结构的目标是最大化
片上并行性，每个核的功能设计得很简单，通过大量
核的并行处理实现高性能．已有的研究结果表明众
核体系结构在分子动力学、数值计算等领域具有很
大的潜力［８９］．本文研究立足于众核体系结构，探讨
ＬＵ分解在此类结构上的并行化问题．

对于众核体系结构在物理上是否能实现以及对
一些应用的加速效果等问题，目前已有一些研究结
果［１，２，５，１０１２］．文献［１１］基于Ｃｙｃｌｏｐｓ６４体系结构提
出一种ＬＵ分解的并行实现，但是该实现过于依赖
Ｃｙｃｌｏｐｓ６４体系结构，不适合基于Ｃａｃｈｅ存储层次
的处理器．此外，鉴于ＬＵ分解问题在科学及工程计
算中的重要作用，有大量的相关工作研究该算法在
传统的集群、ＭＰＰ及ＳＭＰ等系统中的并行化问
题［１３］②．本文工作借鉴了现有并行实现的思想［１３１５］，
但是力图结合相对于传统并行机而言，众核体系结构
独有的特征，如片上存储层次的高带宽和低访问延
迟，在细粒度并行层次来研究ＬＵ分解的高效实现．

众核体系结构本质上是一个共享存储的并行处
理系统．本文的基本算法采取对矩阵分块的思
想［１１，１３１５］，即首先将矩阵划分成若干大小相同的子
块，然后按照一定的方法将各子块分配到各个核上
计算．由于众核体系结构侧重于挖掘细粒度并行，因
此对处理器核负载的不均衡特别敏感，鉴于现有的
二维卷帘（２ＤＳｃａｔｔｅｒＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）子块分配方
法［１３１６］在众核体系结构上不能达到好的负责均衡效
果，本文提出一种新的“之”字型子块分配方法，并在
理论上证明该方法能获得比二维卷帘更好的负载均
衡．我们结合一个具体众核体系结构实现了提出的
算法，并通过充分的实验验证“之”字形子块分配方
案的性能优势．结果表明在未经片上存储优化的情

况下，比基于二维卷帘子块分配的实现性能提高了
２０％，结合片上存储优化后性能提高达到了４０％以
上．实验结果还表明无论是“之”字形子块分配还是
二维卷帘分配，合理利用片上存储进行优化对性能
提高显著，达１倍以上．

对于并行算法设计而言，可预测的性能具有重
要的指导意义，为此本文结合算法和片上网络的结
构特征提出了一个性能加速比分析模型，并通过该
模型得到了“之”字形子块分配和二维卷帘分配性能
加速比的理论上限，分析模型的结果证明“之”字形
子块分配能达到更好的性能加速．为了验证分析模
型的结论，我们用充分的实验分析实测加速比和理
论加速比之间的差距，发现在合理使用片上存储优
化并在子块大小为１６时，试验测得性能加速效果能
比较接近理论值；子块越小（块大小为８时）开销越
大，性能也相应变差．通过实验还证明加速比难以达
到理论加速比的两个主要原因：访存带宽有限；片上
网络的资源（如数据发送端口）竞争．

本文第２节介绍本文工作的实验平台———
ＧｏｄｓｏｎＴｖ１众核体系结构；第３节介绍一种负载均
衡的任务分配方法；第４节建立性能加速比分析模
型；第５节是实验评估；第６节进一步介绍相关工
作；最后一节总结全文．

２　犌狅犱狊狅狀犜狏１众核体系结构
ＧｏｄｓｏｎＴ是中国科学院计算技术研究所目前

正在研究中的一个面向较大规模并行处理的众核体
系结构［１７］，本文的工作基于ＧｏｄｓｏｎＴ第一版本的
设计ＧｏｄｓｏｎＴｖ１，如图１所示．目前ＧｏｄｓｏｎＴｖ１
支持２４个计算节点（ＴｉｌｅＮｏｄｅ）和一个专门用于支
持高效片上同步的中央节点（ＳｙｎｃＮｏｄｅ）．２５个片
上节点由一个５×５的ＭＥＳＨ网络互联，节点间采
取静态路由策略．ＴｉｌｅＮｏｄｅ的结构如图中右半部分
所示，每个计算节点由４个支持用户态ＭＩＰＳ指令
的小核组成．小核（ＴＵ）的设计采取了一个非常简单
的顺序单发射８级流水线结构，包括一个定点部件、
一个浮点部件和一个访存部件．小核之间、小核和路
由单元（ｒｏｕｔｅｒ）之间通过交换开关（ｃｒｏｓｓｂａｒ）互联．
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图１　ＧｏｄｓｏｎＴｖ１众核体系结构

　　本文所依据的ＧｏｄｓｏｎＴｖ１的存储层次是一个
Ｌ２Ｃａｃｈｅ和ＳｃｒａｔｃｈＰａｄＭｅｍｏｒｙ（ＳＰＭ）的混合结
构．首先，在芯片四周均匀分布４块Ｌ２Ｃａｃｈｅ，每块
容量为５１２ＫＢ，取数延迟为４拍，每块Ｌ２Ｃａｃｈｅ和
一个ＭｅｍｏｒｙＣｏｎｔｒｏｌｌｅｒ关联．其次，每个小核内部
署了一块３２ＫＢ的私有的供程序员管理的Ｓｃｒａｔｃｈ
ＰａｄＭｅｍｏｒｙ，取数延迟为１拍．ＳＰＭ和Ｌ２Ｃａｃｈｅ
之间的数据性由程序员维护．采取ＳＰＭ＋Ｌ２Ｃａｃｈｅ
混合设计具有一些重要的优点：（１）去掉Ｌ１Ｃａｃｈｅ
避免了复杂的硬件维护一致性的负担，使得设计更
为简洁；（２）利用Ｌ２Ｃａｃｈｅ来根据程序动态运行行
为自动缓存最常使用的数据，同时给程序员足够的
灵活性来利用ＳＰＭ提高性能，这样充分结合了
Ｃａｃｈｅ和ＳＰＭ各自的长处；（３）由于Ｌ２Ｃａｃｈｅ被所
有核共享，易于维护数据一致性，在性能要求不高的
场合程序员不使用ＳＰＭ很容易能保证程序的正
确性．

然而也必须说明，ＧｏｄｓｏｎＴｖ１的这种存储层次
和片上网络的设计也给程序员提出一些新的挑战．
一方面对于大部分性能要求较高的应用，程序员有
必要仔细编程ＳＰＭ来获得期望的性能；另一方面
来自ＭＥＳＨ网络，由于目前的设计采取静态路由策
略，这使得当很多核同时访问相同Ｌ２Ｃａｃｈｅ的时
候，大量的访存请求在Ｒｏｕｔｅｒ上的竞争导致最终的
取数延迟变长，同时工作的核越多、访问相同数据越
频繁则问题越严重．本文接下来详细讨论对于ＬＵ
分解如何解决这些问题．

３犔犝分解在犌狅犱狊狅狀犜狏１上的并行化
３１　算法的控制结构

对规模为犖的矩阵犃进行ＬＵ分解，即求解下
三角矩阵犔和上三角矩阵犝，使得犃＝犔×犝．为了
能在ＧｏｄｓｏｎＴｖ１这样的众核体系结构上高效进行
ＬＵ分解，核心问题在于如何充分利用好片上存储，
尤其是ＳＰＭ空间．由于片内存储容量的限制，处理
器一次只能装下有限的矩阵规模．当待分解矩阵规
模犖比较小时可以将所有数据取入片内ＳＰＭ进行
计算，但是当矩阵规模很大时，可考虑将问题分解成
几个犖２规模的矩阵运算，令

犃００犃０１
犃１０犃
烄
烆

烌
烎１１＝

犔００ ０
犔１０犔
烄
烆

烌
烎１１×

犝００犝０１
０犝

烄
烆

烌
烎１１
，

则有
犃００＝犔００×犝００
犃０１＝犔００×犝０１
犃１０＝犔１０×犝００
犃１１＝犔１０×犝０１＋犔１１×犝
烅
烄

烆 １１

．

　　由这个方程组可以得出对矩阵犃分块进行ＬＵ
分解的步骤：首先对子矩阵犃００进行ＬＵ分解得到子
结果矩阵犔００和犝００；接下来用下三角子矩阵犔００计
算犝０１，并用上三角矩阵犝００计算犔１０；最后一步把子
矩阵犃１１减去犔１０×犝０１的差进行ＬＵ分解，即得到
犔１１和犝１１．对问题照此分解下去，直到矩阵恰好可以
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放入片内ＳＰＭ空间时即可开始运算．这样一个规
模很大的矩阵分解可以分解成可直接计算的若干
步，每一步计算是小规模的ＬＵ分解、三角方程组求
解和矩阵乘法三者之一，步与步之间是串行，但是在
计算每一步时充分利用片上存储调动所有小核并行
计算．对三角方程组和矩阵乘法求解超出了本文的
范围，后文研究矩阵规模不超过片上存储容量的情
况下如何实现高效ＬＵ分解．
３２　负载均衡

本文以文献［１４１５］的分块算法为基础进行研
究．如图２所示，设矩阵被划分成８×８个子块，根据
ＬＵ分解计算的依赖关系，第１步对左上角标号为１
的子块进行ＬＵ分解，第２步并行计算同行和同列
（标号为２）的所有子块，最后一步并行修正右下角
（标号为３）的所有子块．由于每一步计算的结果在下
一步被多个核使用，每一步之间用一个ＢＡＲＲＩＥＲ操
作同步［１５］．

图２　一次迭代的处理过程图示

图３　二维卷帘块分配

图２中标号相同的块表示对它们的计算可以并
行完成．由于除每一步以外，每次迭代之间都有
ＢＡＲＲＩＥＲ操作同步，为了获得尽可能好的加速性
能，我们希望每一步分配到各个核上的计算任务是
均衡的，特别是右下角子块的修正，因为当矩阵规模
比较大时这一步耗时最多．目前对这一问题常用解决
方法是二维卷帘分解（２Ｄｓｃａｔｔｅｒｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ），
如图３所示，图中的数字表示处理器号，即把８×８
个子块分配到４个处理器上的情形．对照图２可以
清楚地看出，在第２步修正同行／列子块时，处理器
４始终是空闲的，处理器１～３分别需要修正６、４和

４个子块；在第３步处理器１～４分别需要修正的子
块数为９、１２、１２和１６．可见，采用二维卷帘的方法
并不能达到很好的负载均衡．

二维卷帘分配不能达到很好实现负载均衡的根
本原因在于其没有很好地结合ＬＵ分解的依赖关系
特征．当然一种能实现负载均衡的方法是在每步计
算开始前对所有核动态进行一次块分配，与此类似
的思想体现在文献［１１］中．动态分配固然能保证很
好的负载均衡，但是缺点在于每次重新分配都需要
重新在所有核之间分配数据，这个过程会涉及核间
大量的数据交换，这对于ＧｏｄｓｏｎＴｖ１这样的结构
会带来很大的通信开销．为了能在使用静态块分配
的同时还保证整个运行过程中每个迭代的负载均
衡，本文提出一种“之”子形块分配方法，在介绍这种
方法之前，我们先证明一个定理．

定理１．　设有一个犕×犕方格阵，现用犘种
颜色对其中的方格着色，每个方格只能染一种颜色，
则存在染色方案，使得所有方格染色完成后满足：对
任意去掉左犿（０犿＜犕）列和上犿行后的（犕－
犿）×（犕－犿）子方格阵，令犆犻为子方格阵中染了第
犻（１犻犘）种颜色的方格数目，有ｍａｘ｛犆１，犆２，…，
犆狆｝－ｍｉｎ｛犆１，犆２，…，犆狆｝１，其中ｍａｘ和ｍｉｎ分
别定义为对犘个数求最大和最小值．

证明．　首先构造一种染色方案．为讨论的方
便，这里用坐标（犻，犼）（０犻＜犕，０犼＜犕）表示每个
方格在方格阵中的位置．

令
狀＝ｍｉｎ｛犻，犼｝ （１）
犫犪狊犲＝２×犕×狀－狀２ （２）

犻狀犮＝犕－犻， 犻犼
犕＋犼－２×犻，犻＜｛ 犼

（３）
则将坐标位置为（犻，犼）（０犻＜犕，０犼＜犕）的方格
用颜色号（（犫犪狊犲＋犻狀犮－１）％犘）＋１染色．

下面证明这种染色方案满足定理１的条件．根
据上述染色方案，令犆犖（犻，犼）为方格（犻，犼）的颜色号，
对于犻，犼，犽，犾（０＜犻，犼，犽，犾＜犕），只要下述条件（４）或
（５）或（６）满足，则式（７）成立．

犽＝＝犻且犼－犾＝１
犻－犽＝１且犾＝犼
犽＝＝犼且犾－犻＝
烅
烄

烆 １

（４）
（５）
（６）

（犆犖（犽，犾）－犆犖（犻，犼）＋犘）％犘＝１ （７）
　　现在来考虑去掉左犿列和上犿行后的子方格
阵，按照如下顺序来遍历子阵中所有的方格并将遍
历过方格的颜色号排成一列，即
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犆犖（犕－１，犿），…，犆犖（犿，犿），…，
犆犖（犿，犿＋１），犆犖（犿，犕－犿－１），…，
犆犖（犕－１，犿＋１），…，犆犖（犿＋１，犿＋１），…，
犆犖（犿＋１，犿＋２），…，犆犖（犿＋１，犕－犿－２），…，
犆犖（犕－１，犿＋２），…，犆犖（犿＋２，犿＋２），…，
犆犖（犿＋２，犿＋３），…，犆犖（犿＋２，犕－犿－３），…，犆犖（犕－１，犕－１）．
　　在上述序列中任取两个位置连续的颜色号犆犖狋
和犆犖狋＋１，根据式（７）和条件（４）～（６）有

（犆犖狋＋１－犆犖狋＋犘）％犘＝１ （８）
　　这就是说，从方格（犕－１，犿）开始按照上述序
列的顺序顺时针遍历右下角的方格阵，在遍历的过
程中按照式（８）顺次轮换使用所有颜色对方格染色，
那么任何颜色都不可能比其他颜色多使用两次，故
定理１成立． 证毕．

根据定理１，只要把颜色号置换为处理器号即
得到这里需要的子块分配方案，我们把对定理１证
明过程中给出的分配方案叫“之”字形分配，一种可
能的分配结果如图４所示．对照图３可以清楚地看
出，在第２步修正同行／列子块时，处理器１～４分别
需要修正的子块数为４、４、４和２个子块；在第３步
处理器１～４分别需要修正的子块数为１２、１２、１２和
１３．比较图４和图３可以看出，“之”字形分配比二维
卷帘能获得更好的负载均衡．

根据定理１，之字形负载分配的一般结论是：在
每次迭代的第２步（即修正同行／列子块），负载最重
的处理器核最多比负载最轻的处理器核多计算２个
子块（如图４）；每次迭代的第３步（即修正右下角的
子块）负载最重的处理器最多比负载最轻的处理器
核多计算１个子块．

图４　“之”字形块分配

需要说明的是，尽管“之”字形分配方案理论上
能实现比二维卷帘更好的负载均衡，实际实现未必
总能得到更好的性能．在传统的比较大型的并行机
上，往往需要针对处理节点之间的通信代价进行特
别的优化，二维卷帘简单直观，使通信优化变得容
易，如文献［１３］采用镜像二维卷帘来平衡负载．但是

在ＧｏｄｓｏｎＴｖ１这样的众核体系结构中，核之间的
数据交换通过共享的存储层次进行，不同核之间的
物理距离对通信开销的影响很小，在这种情况下我
们希望在每一步计算各个核计算的字块数目越平衡
越好．后面的实验结果也表明在ＧｏｄｓｏｎＴｖ１这样
的众核平台上“之”字形分配确实能获得比二维卷帘
更好的性能．
３３　体系结构相关的性能优化

对规模为犖的矩阵进行ＬＵ分解需要的计算
复杂度为Ο（犖３），而计算所需的数据规模为Ο（犖２），
可见数据重用度很高．在计算的开始，各个小核依据
“之”字形分配原则把矩阵中所有属于自己的子块取
入到自己的ＳＰＭ空间中，在接下来的每次迭代过
程中，各小核根据上一次迭代的结果（只有这部分数
据需要访问Ｌ２Ｃａｃｈｅ）更新私有ＳＰＭ中没有计算
完成的所有子块，在每次迭代的结束，各小核把已经
完成计算的子块写入到Ｌ２Ｃａｃｈｅ中供下次迭代使
用，即相邻两次迭代之间的数据通信通过共享的Ｌ２
Ｃａｃｈｅ进行，这样安排特别适合于ＧｏｄｓｏｎＴｖ１这样
的结构，原因在于：（１）根据ＬＵ分解的计算特征，每
次迭代完成第１行和第１列所有子块的计算（参考
图１），根据定理１剩下的所有未完成计算的子块在
处理器间分配仍然是均衡的，这样避免了迭代结束
后重新分配数据的开销；（２）每次迭代所有核都需
要到Ｌ２Ｃａｃｈｅ取相同的数据来更新私有ＳＰＭ的子
块，而ＧｏｄｓｏｎＴｖ１采用静态ＭＥＳＨ网络结构，由
于路由是静态的，这样每次迭代多个核同时发出的
大量请求会在网络上竞争，导致访问延迟变长，而且
核越多竞争越严重．缓解这一问题最简单的方法就
是尽量减少每次迭代间的通信量，为此我们把计算
需要的中间数据缓存在每个核的ＳＰＭ中，在整个
计算过程中都不需要移动，这样就完全避免了不必
要的数据通信．

４　算法扩展性分析
４１　性能加速比分析模型

本节分析基于“之”字形子块分配的并行ＬＵ实
现和基于二维卷帘的实现的加速效果，即推导出犘
个处理器并行计算时的理论加速比公式．了解一个
并行算法的理论加速效果能够指导对算法的性能预
测和算法本身的改进，例如工艺技术的更新换代使
得将来处理器会集成更多的核，对算法本身扩展性
的认识有助于解释算法在将来处理器上的行为．算
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法的实际加速效果和算法参数选取（如子块的大小）
和处理器存储层次的优化有很大关系，我们将在下
一节具体研究这些问题．

由前文第３节的讨论可以发现，基于分块思想的
ＬＵ分解由４个基本子块运算组成（请参考图１）：
（１）对一个子块进行ＬＵ分解，时间设为犜ｌｕ；
（２）根据左上角分解完成的子块修正同行的一个子
块，本质上是解一组上三角方程组，时间设为犜ｕｐｐｅｒ；
（３）根据左上角子块修正同列的一个子块，本质上
是解一组下三角方程组，时间设为犜ｌｏｗｅｒ；（４）根据同
行同列子块的结果修正右下角一个子块，核心计算
是一个矩阵乘法，时间设为犜ｍｏｄ．对于ＧｏｄｓｏｎＴｖ１
这样的众核结构，所有核都是同构的，建模时认为同
类子块运算有相同的时间．这样我们就可以用犜ｌｕ，
犜ｕｐｐｅｒ，犜ｌｏｗｅｒ，犜ｍｏｄ表示出二维卷帘分配和“之”字形
分配情况下犘个处理器的并行计算时间．

设待分解矩阵为犃，规模为犖×犖，子块大小为
犅×犅，则矩阵每行（列）有犕＝犖犅个子块，犃（犻，犼）表
示第犻（０犻＜犕）行第犼（０犼＜犕）个子块．为讨论
方便，将犘个处理器中每个赋予一个标号狆（１
狆犘）．分块ＬＵ分解算法一共需要犕次迭代，设犘
个处理器并行计算第犽（０＜犽＜犕）次迭代的时间为
犜犘犽，则犘个处理器并行完成ＬＵ分解需要的总时
间为

犜犘＝∑
犕－１

犽＝０
犜犘犽 （９）

为了得到犜犘犽的表达式，需要先定义几个函数：

犳（犻，犼，狆）＝１
，块犃（犻，犼）由标号为狆的处理器计算
０，块犃（犻，犼）不由标号为狆｛ 的处理器计算，

犵（犻，犼，犽）＝１，犻＝犽且犼＝犽
０，犻≠犽或犼≠｛ 犽，

犺（犻，犼，犽）＝１，犻＝＝犽且犼＞犽
０，犻≠犽或犼｛ 犽，

犲（犻，犼，犽）＝１，犻＞犽且犼＝＝犽
０，犻犽或犼≠｛ 犽，

犱（犻，犼，犽）＝１，犻＞犽且犼＞犽
０，犻犽或犼｛ 犽，

其中犵（犻，犼，犽）用来判断子块犃（犻，犼）是否是每次迭
代左上角的对角块；犺（犻，犼，犽）用来判断子块犃（犻，犼）
是否是和对角块同行的子块；犲（犻，犼，犽）用来判断子
块犃（犻，犼）是否是和对角块同列的子块；犱（犻，犼，犽）用
来判断是否是右下角的子块；犳（犻，犼，狆）用来判断子
块犃（犻，犼）是否由标号为狆的处理器来计算，这个判

断函数因不同子块分配方案而不同，对于二维卷帘
分配方案，首先需要对犘进行因式分解，令犘＝
狉狅狑狊×犮狅犾狊，则函数可以重写为
犳２ｄｓｃａｔｔｅｒ（犻，犼，狆）＝
　１

，（（犻％狉狅狑狊）×犮狅犾狊＋犼×（犮狅犾狊））＝狆－１
０，（（犻％狉狅狑狊）×犮狅犾狊＋（犼×犮狅犾狊））≠狆－｛ １

（１０）
对于“之”字形分配，函数犳（犻，犼，狆）可以重写为

犳ｚｓｈａｐｅ（犻，犼，狆）＝１
，（（犫犪狊犲＋犻狀犮－１）％犘）＝狆－１
０，（（犫犪狊犲＋犻狀犮－１）％犘）≠狆－｛ １

（１１）
　　注：犫犪狊犲，犻狀犮的表达式由式（２）和（３）给出．

于是在第犽次迭代处理器狆的计算时间为

犜犽（狆）＝∑
犕－１

犻＝犽∑
犕－１

犼＝犽
犳（犻，犼，狆）×｛犵（犻，犼，犽）×犜犾狌＋

犺（犻，犼，犽）×犜ｕｐｐｅｒ＋犲（犻，犼，犽）×犜ｌｏｗｅｒ＋
犱（犻，犼，犽）×犜ｍｏｄ｝ （１２）

　　犜犘犽由本次迭代任务最多的处理器消耗的时间
决定，因此：

犜犘犽＝ｍａｘ｛犜犽（１），犜犽（２），…，犜犽（犘）｝（１３）
　　至此，联立式（９）、（１０）、（１２）和（１３）可得到二维
卷帘子块分配方案下的并行处理时间犜犘２ｄｓｃａｔｔｅｒ；联
立式（９）、（１１）、（１２）和（１３）可得到“之”字形子块分
配方案下的并行处理时间犜犘ｚｓｈａｐｅ．
４２　二维卷帘和“之”字形分配的加速效率比较

图５　二维卷帘和“之”字形分配的理论加速效果比较

本节基于前一节的加速比模型来比较二维卷帘
和“之”字形分配两种算法实现在ＧｏｄｓｏｎＴｖ１上的
理论加速能力．在一阶分析时忽略存储层次不确定
性（因为存在Ｌ２Ｃａｃｈｅ）和片上网络竞争等因素的
影响，对于给定的块大小犅，犜ｌｕ，犜ｕｐｐｅｒ，犜ｌｏｗｅｒ和犜ｍｏｄ
的时间是确定的，因此可以直接用模拟器测量，根据
４．１节给出的公式就可以计算出犜犘２ｄｓｃａｔｔｅｒ和
犜犘ｚｓｈａｐｅ．图５给出了矩阵规模犖＝５１２时不同块大
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小的情况下二维卷帘和“之”字形分配的理论加速效
果．图中横坐标表示处理器核的数目，纵坐标表示算
法的理论加速比．

图５中ｚｓｈａｐｅ犅＝１６表示用“之”字形分配在
子块大小为１６时的加速特性曲线；２ｄｓｃａｔｔｅｒ犅＝８
表示用二维卷帘分配在子块大小为１６时的加速比
曲线；另外为了研究加速特性和块大小的关系，还给
出了两种算法实现下子块大小为８的曲线．由图中
可以看出，基于“之”字形分配的加速效果相对二维
卷帘有较大改善，而且处理器数犘越大性能加速越
明显．子块大小对加速效果也有一定影响，可以看出
无论是“之”字形分配还是二维卷帘分配，子块越小
加速特性越理想，“之”字形分配在子块大小犅＝８
时能基本得到线性关系的加速．另外，仔细比较图５
基于二维卷帘分配在块大小为１６时的曲线（２ｄ
ｓｃａｔｔｅｒ犅＝１６）和文献［１４］中ＬＵ分解的加速比曲
线可以看出，二者吻合得非常好，这说明文献［１４］的
结果符合４．１节的模型．

５　实验验证
由图５可以看出子块越小意味着并行粒度越

小，越能够实现负载均衡，因此并行加速比最好．但
是实际实现时块越小算法本身的控制结构越复杂，

开销也越大，此外片上网络和存储层次的设计都会
对最后的性能有影响．实际实现应该有一个合理的
折中，本节结合在ＧｏｄｓｏｎＴｖ１众核体系结构上的
算法实现来研究这些因素和性能之间的关系．
５１　实验平台

本文的实验平台是ＧｏｄｓｏｎＴｖ１众核体系结构
模拟器，该模拟器能精确模拟每个时钟周期的硬件
行为．第２节描述了ＧｏｄｓｏｎＴｖ１体系结构的概貌，
这里补充一些和实验密切相关的内容．ＧｏｄｓｏｎＴｖ１
提供类似Ｃｙｃｌｏｐｓ的多线程程序开发环境［１，８９］，每
个核执行一个线程，线程在整个生命周期内是不可
抢占的．所有线程共享同一地址空间，目前Ｇｏｄｓｏｎ
Ｔｖ１不支持虚存．ＧｏｄｓｏｎＴｖ１的Ｒｕｎｔｉｍｅ实现了
两个最基本的功能：一方面给用户程序提供必要的
运行支持；另一方面抽象底层的实现细节，给程序员
提供一个类似Ｐｔｈｒｅａｄ库的编程界面．ＧｏｄｓｏｎＴｖ１
的运行环境启动后，其中一个小核为主线程代码．当
执行到线程创建处时，由Ｒｕｎｔｉｍｅ系统负责自动向
子线程传递参数并启动子线程．子线程结束后，会通
过ｇｏｄｓｏｎｔ＿ｅｘｉｔ系统调用通知主线程以完成一些资
源释放之类的维护工作，目前ＧｏｄｓｏｎＴｖ１的这种
运行方式特别适合ＳＰＭＤ类型的并行程序．Ｇｏｄ
ｓｏｎＴｖ１的基本组成单元的参数指标如表１所示．

表１　犌狅犱狊狅狀犜狏１的结构参数
组成单元 基本参数
Ｃｏｒｅ 顺序单发射，８级静态流水线，支持用户态ＭＩＰＳ指令集，定点、浮点和访存功能部件各一个．
Ｃｒｏｓｓｂａｒ 每个节点（ＴｉｌｅＮｏｄｅ）内有一个７×７的Ｃｒｏｓｓｂａｒ，仲裁延时为１拍，单个Ｃｒｏｓｓｂａｒ最高带宽５６ＧＢ／ｓ．

ＯｎＣｈｉｐＮｅｔｗｏｒｋ 片上网络为５×５ＭＥＳＨ结构，静态路由，小核到Ｌ２Ｃａｃｈｅ的请求和小核之间的通信请求按照犡犢选路路
由，Ｌ２Ｃａｃｈｅ到小核的Ｒｅｆｉｌｌ结果按照犢犡选路．

Ｒｏｕｔｅｒ ４ｓｔａｇｅ路由器，１拍延时，２个虚通道，每个路由器最高带宽８ＧＢ／ｓ．
ＳＰＭ 集成在小核中的快速私有ＳＲＡＭ空间，读写延时为１拍．
Ｌ２Ｃａｃｈｅ 片上集成４块按照Ｃａｃｈｅ行地址ｉｎｔｅｒｌｅａｖｅ的Ｌ２Ｃａｃｈｅ，每块容量５１２ＫＢ．Ｃａｃｈｅ行大小为６４字节，访问延

时为２拍，每块Ｌ２Ｃａｃｈｅ和一个ＤＤＲ２Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ对应．
ＤＤＲ２Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ４个ＤＤＲ２Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ，ＧｏｄｓｏｎＴｖ１设计的工作频率为５００ＭＨｚ．从ＤＲＡＭ取一个Ｃａｃｈｅ行延迟为５２拍，往

ＤＲＡＭ写入一个Ｃａｃｈｅ行延迟为３２拍．ＤＲＡＭ访问最高带宽（ＰｅａｋＢａｎｄｗｉｄｔｈ）为２．５ＧＢ／ｓ．
ＳｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎＵｎｉｔ 提供对ｌｏｃｋ和ｂａｒｒｉｅｒ的硬件支持，ｂａｒｒｉｅｒ的同步代价为１０～１００拍，同时参与同步的线程越多，开销越大．

５２　实验结果分析
５．２．１　片上ＳＰＭ对性能的影响

图６给出了二维卷帘的实现和基于“之”字形子
块分配的实现在使用ＳＰＭ前后的性能效果比较结
果（犖＝５１２，犅＝１６）．图中ｚｓｈａｐｅ和２ｄｓｃａｔｔｅｒ两
条曲线表示加速的理论上限；ｚＬ２和２ｄＬ２分别表
示不使用ＳＰＭ基于“之”字形分配的实现和二维卷
帘实现的加速效果；ｚＳＰＭ和２ｄＳＰＭ分别表示使
用ＳＰＭ缓存迭代中间结果数据后“之”字形实现和

二维卷帘实现的加速效果．由图可以看出：（１）同样
在没有使用ＳＰＭ的情况下，基于“之”字形分配的
实现因为能够更好地平衡负载，因此能获得比二维
卷帘的实现更好的性能加速比．在两种实现都不使
用ＳＰＭ的情况下性能加速比差很多，主要原因来
自于大量对Ｌ２Ｃａｃｈｅ的访存请求导致网络上竞争，
从而使得访存延迟变得更加恶化；（２）使用ＳＰＭ空
间后，二维卷帘的实现能达到和理论值非常接近的
加速比效果，说明通过ＳＰＭ缓存中间计算结果能
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够减少大量对Ｌ２Ｃａｃｈｅ的访问，从而缓解了片上网
络的压力；（３）使用ＳＰＭ空间“之”字形分配的实现
在线程数目小于６４的时候和理论值比较接近，但随
后出现了一定的偏差，其中除了部分Ｌ２Ｃａｃｈｅ访问
竞争的因素外，主要原因来自芯片本身的访存瓶颈，
尽管如此“之”字形实现始终优于二维卷帘算法的加
速特性．

图６　使用ＳＰＭ和不使用ＳＰＭ各种实现的加速特性比较

图７　４种实现的性能比较

为了更好地看出几种算法实现在ＧｏｄｓｏｎＴｖ１
众核体系结构上的效果，图７给出了它们在线程数
目分别为６４、８１和９０时的性能比较．本文提及的性
能定义为一种算法实现在ＧｏｄｓｏｎＴｖ１模拟器上运
行的时钟周期数．图７以二维卷帘的实现在不使用
ＳＰＭ情况下的性能为基准，其余几种实现参考该实
现的性能归一化得到，每一组柱形条从左到右依次
为２ｄＬ２、ｚＬ２、２ｄＳＰＭ和ｚＳＰＭ．可以看出，使用
ＳＰＭ相对于不使用ＳＰＭ至少有１倍左右的性能提
高；使用ＳＰＭ后，“之”字形分配的实现比二维卷帘
的实现在线程数为６４、８１和９０的情况下性能分别
提高了３８％、４３％和４８％，同时启动的线程数目越
多性能改善越好；不使用ＳＰＭ的情况下，“之”字形
分配的实现比二维卷帘的实现在线程数为６４、８１和
９０的情况下性能分别有１９％、２２％和２２％的性能
提高．使用ＳＰＭ空间后，“之”字形分配的实现优势

更加明显，因为访存冲突的作用减弱，负载越均衡越
能获得好的性能．尽管图７只给出了线程数大于６４
的结果，目的在于研究众核体系结构的潜能，但是在
线程数目小于６４的时候也能看到相同的性能趋势．
５．２．２　子块大小对性能的影响

在比较了块大小犅＝１６的情况下各种实现的
效果后，一个自然的问题是如果块更小是否能获得
更好的性能加速．为此图８给出了块大小犅＝８时
使用ＳＰＭ获得的加速效果和理论值的比较．可以
看出尽管理论上块越小加速效果越好，但是实测结
果发现即使用上ＳＰＭ加速比仍然和理论值有一定
差距，特别是“之”字形分配的实现．尽管如此，我们
还是可以清楚地看到“之”字形分配带来的负载均衡
的优势：基于“之”字形分配的实现实测加速效果
（ｚＳＰＭ）甚至要略好于二维卷帘分配的理论预测值
（２ｄｓｃａｔｔｅｒ）．

图８　不同块大小的加速特性

影响加速比的因素是多方面的（如分块算法本
身的开销（块越小算法控制结构越复杂）、同步开销、
片上网络的竞争和访存延迟等等），块越小则对这些
因素越敏感，相应获得理想加速比的难度就越大．

图９　不同块大小的性能比较

图９给出了使用ＳＰＭ的情况下几种不同块大
小的实现在线程数分别为６４、８１和９０时的性能比
较结果．和图７类似，这里以二维卷帘分配的实现在
块大小犅＝８的情况下测量的性能为基准来对其他
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３种实现归一化，每组柱形条从左到右依次为２ｄ
ＳＰＭＢ＝８、ｚＳＰＭ犅＝８、２ｄＳＰＭ犅＝１６和ｚＳＰＭ
犅＝１６．由图可知：（１）无论是二维卷帘的实现还是
“之”字形分配的实现，块大小为１６时性能优于块大
小为８时的性能，这说明当块大小为８时分块带来
的开销已经完全抵消了其带来的负载均衡的优势；
（２）块大小为８的基于“之”字形块分配的实现
（ｚＳＰＭ犅＝８）的性能要优于块大小为１６的基于二
维卷帘的实现，这进一步说明“之”字形分配方案在
ＧｏｄｓｏｎＴｖ１这样的众核体系结构中优于通常的二
维卷帘分配方案．
５．２．３　体系结构对性能的约束

从前面两个小节的实验分析能够看出体系结构
本身对程序的实测性能有一定的制约作用．对于
ＧｏｄｓｏｎＴｖ１而言，主要的体系结构约束一方面来自
有限的访存带宽，另一方面来自片上网络．

由于面积、管脚数等物理实现的约束，众核体系
结构无法在片上集成很多内存控制器，这使得片外
内存访问带宽成为一个瓶颈．本文用程序的计算时
间和不能被隐藏的访存时间的比值，即计算访存比，
来定量刻画ＤＲＡＭ带宽对性能加速比的影响．现
代处理器大多集成大容量的片上缓存，再加上预取
机制使得大量的片外访存时间能够被容忍，能被容
忍的延迟不会影响到程序的性能．计算访存比越大
说明访存时间所占的比重越小，越能接近峰值；反之
访存时间的比重很大，计算的效率越低．

ＧｏｄｓｏｎＴｖ１目前暂不支持从ＤＲＡＭ到片上
ＳＰＭ直接数据传送的ＤＭＡ通道，因此所有对ＳＰＭ
空间的存取都通过Ｌｏａｄ／Ｓｔｏｒｅ指令实现．由于本文
的实现需要先将数据取入每个核的ＳＰＭ空间才能
开始计算，这样当同时启动的核数目很多时需要考
虑到取数时间对性能的影响．表２列出了二维卷帘
和“之”字形分配两种实现分别在启动６４、８１和９０
个核时的计算访存比（矩阵规模为５１２×５１２，块大
小为１６×１６）．综合表２和前面的讨论还可以看出，
在同时启动的核数目很多的情况下，负载越均衡，单
个核性能越好延迟容忍越重要，否则会影响芯片的
运行效率．这表明在众核体系结构上提供一些延迟
容忍的硬件支持是必要的．

表２　不同情况下的计算访存比
算法 计算访存比

６４核 ８１核 ９０核
“之”字形分配 ６９．８ ６３．７ ６１．４
二维卷帘 ８６．３ ７２．４ ７０．２

　　众核体系结构上另一个设计难点是片上网络．
实验表明，ＧｏｄｓｏｎＴｖ１的静态犡犢路由机制还不
能很好地适应ＬＵ分解的算法结构．对于ＬＵ分解
算法而言，每次迭代的结束一部分核会将最终完成
计算的子块写入到Ｌ２Ｃａｃｈｅ，而在下次迭代开始
时，所有的核需要访问上次迭代的结果来修正本地
ＳＰＭ中的数据，这样就会出现大量通往相同Ｌ２
Ｂａｎｋ的请求，由于Ｌ２Ｃａｃｈｅ受理一个请求需要２
拍，期间不能接受下一个请求，再加上网络是静态的
犡犢路由，请求之间的资源竞争最终导致对Ｌ２
Ｃａｃｈｅ的平均访问时间变长．

图１０给出了“之”字形分配、块大小为１６且不
使用ＳＰＭ的情况下随着线程数目的增加访问Ｌ２
Ｃａｃｈｅ平均延时的变化，单位是ｃｙｃｌｅ．在没有竞争
的情况下大约需要２７拍左右，当线程数增加到４的
时候，由于竞争同一个Ｃｒｏｓｓｂａｒ到Ｒｏｕｔｅｒ的发送
端口，使得平均延迟增加到３０拍，当线程数目大于
４的时候，不同的ＴｉｌｅＮｏｄｅ的请求会在通往Ｌ２
Ｃａｃｈｅ的Ｒｏｕｔｅｒ上竞争相同的端口，这样会导致延
迟进一步变长，当启动９０个线程的时候平均访问延
迟达到了５１．４拍，接近没有竞争时候的２倍．二维
卷帘的实现在不使用ＳＰＭ的情况得到的结论是类
似的．由图１０可以看出，片上网络的资源（Ｃｒｏｓｓｂａｒ
和Ｒｏｕｔｅｒ端口）竞争是导致实测加速比难以接近理
论值的主要原因，说明片上网络还有较大的改善空
间．在使用ＳＰＭ优化后，由于大量计算用的数据缓
存在ＳＰＭ中，大大减少了Ｌ２Ｃａｃｈｅ的请求数量，片
上网络竞争有所缓解，在子块大小为１６的时候实测
加速比能基本接近理论值（图６）．

　图１０　不使用ＳＰＭ的情况下平均Ｌ２Ｃａｃｈｅ
访问延迟和线程数目的关系

６　相关工作
文献［１４１５］中描述了一种针对分布式共享存
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储系统的ＬＵ分解算法，该算法是本文算法的基础，
此外文献［１１］也基于该算法在Ｃ６４结构上进行了
改进和优化．本文工作和文献［１１］工作的相同点在
于都着力改善负载均衡，但是区别在于：（１）文献
［１１］的方法需要在每次迭代重新调整子块大小，这
意味着需要在核之间重新分配数据带来额外的通信
开销；而本文的方法在静态分配的情况下就能实现
较好的负载均衡；（２）文献［１１］的方法非常适合于
Ｃ６４这样没有Ｃａｃｈｅ的结构，本文的算法实现在两
种结构上都适用．

关于ＬＵ分解有大量前人的研究，如文献［１３，
１６，１８］都有ＬＵ分解的ＭＰＩ算法描述．和这些工作
相比，本文工作的主要区别在于：针对ＧｏｄｓｏｎＴｖ１
这样的众核体系结构，在分析二维卷帘块分配的基
础上，提出了“之”字形分配方案，并且用实验验证了
该方案在众核体系结构上的优点．“之”字形分配方
案适合众核体系结构的根本原因在于核之间的物理
距离很短，通过共享的Ｌ２Ｃａｃｈｅ就能高效交换数
据，这是众核设计独有的优势，在大规模的集群或者
ＭＰＰ上是很困难的．必须要说明，在大型的分布式
系统中，计算节点之间的通信代价差别很大，在那种
情况下二维卷帘有其独特的优势．

近年来，众核体系结构越来越引起人们的兴
趣［１５］．文献［１９２２］提供了大量对Ｔｉｌｅ体系结构的
研究结果．早期关于Ｃｙｃｌｏｐｓ的评估见文献［８９］，
值得一提的是Ｃｙｃｌｏｐｓ最终演变成文献［１，５，１０１２］
中的结构．Ｉｎｔｅｌ推出的８０核众核芯片的研究见
文献［２］．

７　结论和将来的工作
ＬＵ分解在科学和工程计算中有着重要的应

用．本文立足于众核体系结构模型ＧｏｄｓｏｎＴｖ１，从
负载均衡、延迟容忍和性能分析模型等方面研究了
ＬＵ分解问题在众核体系结构上的并行化，结论
如下：

（１）改进了二维卷帘子块分配方案难以实现良
好的负载均衡的缺点，提出一种新的“之”字形分配
策略，并证明该策略能获得比二维卷帘更好的负载
均衡；

（２）在ＧｏｄｓｏｎＴｖ１体系结构模型上用实验验
证了“之”字形分配的有效性．用ＳｃｒａｔｃｈＰａｄＭｅｍ
ｏｒｙ（ＳＰＭ）优化后实现“之”字形分配比二维卷帘分
配性能高４０％，不使用ＳＰＭ优化前者比后者高

２０％；
（３）提出一个性能加速比的分析模型，并在

ＧｏｄｓｏｎＴｖ１上用实验分析了实测加速比和理论加
速比之间的差距，发现在使用ＳＰＭ优化并在块大
小不小于１６时，实测加速效果能比较接近理论值．
通过实验证明了实测加速比难以达到理论加速比的
两个主要原因为：访存带宽有限；片上网络竞争．

我们下一步的工作包括：一方面考虑增加一些
结构支持来辅助程序员隐藏访存延迟和提高片上网
络的利用效率；另一方面继续评估其它一些应用如
在ＧｏｄｓｏｎＴｖ１上的并行化效果．
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