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一类新的正交样条函数———犉狉犪狀犽犾犻狀函数的
推广及其应用
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摘　要　为了探索样条曲线曲面的正交表达及其频谱性质，提出了一类新的犽次正交样条函数———Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数
的推广，简称为犽次ＧＦ系统．Ｈａａｒ函数及Ｆｒａｎｋｌｉｎ正交函数恰好分别是ＧＦ系统当犽＝０及犽＝１时的特殊情形．
基于ＧＦ系统，给出了用以计算样条曲线曲面频谱的信息转换算法，该算法具有直观、简便、快速的特点．构建的数
据处理平台可用于样条曲线曲面的分析与综合；实验表明有限项ＧＦ系统能够实现一类几何造型的精确重构，而有
限项傅立叶正交函数则不能精确重构该原图．
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１　引　言
曲线曲面造型是计算机辅助几何设计和计算机

图形学的一项重要内容，也是ＣＡＤ／ＣＡＭ系统的最
关键的部分之一，其应用范围除了航空、造船、汽车
这三大制造业外，还涉及医疗诊断、生物工程等设计
领域［１］．样条方法，尤其是Ｂ样条方法，具有表示、



设计自由型曲线曲面的强大功能，是目前ＣＡＧＤ领
域关于曲线曲面造型的重要工具．样条曲线指由多
项式曲线段连接而成的曲线，在每段的边界满足特
定的连续性条件．为了深入开展ＣＡＧＤ中通常的样
条函数构成的曲线曲面的分析与综合以及相关数据
发掘方面的研究，有必要探讨该样条曲线曲面的正
交表达并做相应的频谱分析．目前，曲线曲面造型很
少像图像一样进行频谱分析．值得注意的问题是应
该选择什么样的正交函数进行频谱分析．

事实上，正交函数不仅在数学理论上发挥重要
的作用，而且在信号处理、线性系统、滤波、量子场
论、药学等方面表现了极高的应用价值［２１１］．在计算
机图形学中，它是图像表达与分析的重要数学工
具．１８世纪８０年代，法国数学家傅立叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ，
Ｊｏｓｅｐｈ，１７６８～１８３０）建立了Ｆｏｕｒｉｅｒ分析理论的基
础，Ｆｏｕｒｉｅｒ函数是标准化的正交函数系，它是历史
上最早、最重要的正交系之一．１９１０年，匈牙利数学
家Ｈａａｒ定义了一个正交完备函数系，称为Ｈａａｒ函
数．１９２２年，德国数学家Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ提出了另一个
正交函数系Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ函数，但它不是完备的．
１９２３年，美国数学家Ｗａｌｓｈ将Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ函数加
以完备化，提出了一个标准完备函数系———Ｗａｌｓｈ
函数．在多项式函数空间，人们对正交多项式函数系
的研究也从来没有间断过．１８世纪，法国数学家
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ提出了著名的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式．１９世纪，
俄国数学家Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ从研究机械原理出发，研究
了用多项式逼近连续函数的问题，建立了偏离零最
小函数的理论，他为此构造了著名的Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多
项式．１９世纪中后期，法国数学家Ｌａｇｕｅｒｒｅ提出
Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式就是Ｌａｇｕｅｒｒｅ微分方程狓狔″＋
（１－狓）狔′＋狀狔＝０的解，它在谐波方面有着广泛应
用．２０世纪８０年代初，文献［８］提出了一类完备正
交犽次分段多项式函数系———Ｕ系统，在当时给出
了较完整的理论基础．Ｕ系统囊括了光滑、强间断
与各层次的弱间断函数，因而可以对相当广泛的
一类复杂信号做到有限且精确的表达．２００５年，文
献［１０］又研究了犔２［０，１］上的另一类完备正交函数
系———Ｖ系统，它具有多分辨特性，是一类实用的多
小波函数．这些正交函数都在相应的领域发挥着重
要作用．但是对ＣＡＧＤ中通常的样条函数构成的曲
线曲面，应该选择什么样的正交函数系更为恰当，最
重要的一点是：曲线曲面在该正交系下有限项分解
能够精确重构原图，并且具有比Ｕ、Ｖ系统更高的
效率．我们的研究聚焦于一类恰当的正交样条函数
的构造及其正交表达．

本文首先提出一类新的犽次正交样条函数，简
称为犽次ＧＦ系统．这里犽为自然数，以下同．熟知
的Ｈａａｒ函数及Ｆｒａｎｋｌｉｎ正交函数，恰好分别是该
ＧＦ系统当犽＝０及犽＝１时的特殊情形．其次，给出
了用以计算给定曲线曲面频谱的信息转换算法；然
后，讨论了ＧＦ系统在一类几何造型正交表达中的
应用．最后，给出了实验测试图例．

２　正交样条函数
为了构造犽次正交样条函数———Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数

的推广，即犽次ＧＦ系统，需从熟知的Ｆｒａｎｋｌｉｎ函
数［１１］谈起．在分析理论中熟知，对于任意给定的狋０∈
［－π，π］，总存在连续函数犳（狋），使得它的Ｆｒｏｕｉｅｒ
级数在狋０处发散．然而，Ｆｒａｎｋｌｉｎ证明了，设犉（狓）为
［０，１］上的连续函数，则级数∑

∞

犻＝０
〈犉，φ犻〉φ犻在［０，１］上

一致收敛．这里，φ犻为正交Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数．Ｆｒａｎｋｌｉｎ
的结论说明，这不是连续正交函数系的共同性质，因此
具有重要的理论价值，遗憾的是一直未见到Ｆｒａｎｋｌｉｎ
函数在实际中的应用［１２］．本文试图推广Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数
并将探讨其在一类几何造型中的应用．
２．１　犉狉犪狀犽犾犻狀函数

Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数是ＰｈｉｌｉｐＦｒａｎｋｌｉｎ于１９２８年给
出的函数系，它是由犔２［０，１］上可数无穷多个函数
组成的．其构造过程如下：考虑如下的线性无关的函
数组｛犞１，狀（狋）｝：
犞１，０（狋）＝１，０狋１，
犞１，１（狋）＝狋，０狋１，

犞１，２（狋）＝０， ０狋＜１／２
狋－１／２，１／２狋｛ １，

犞１，３（狋）＝０， ０狋＜１／４
狋－１／４，１／４狋｛ １，

犞１，４（狋）＝０， ０狋＜３／４
狋－３／４，３／４狋｛ １，

…

犞１，狀（狋）＝０
， ０狋＜犪狀
狋－犪狀，犪狀狋烅烄烆 １，狀＝２，３，４，…

其中，犪狀＝（２狀－１－２犽）／２犽，犽为不超过２狀－１的２
的最高方幂指数．犪狀的取值顺序为

１
２，
１
４，
３
４，
１
８，
３
８，
５
８，
７
８，

１
１６，

３
１６，…

若引进截断单项式记号：

狌犽＋＝狌
犽，狌＞０
０，狌｛ ０，

５００２１０期 蔡占川等：一类新的正交样条函数———Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数的推广及其应用



则该函数系可简记为
犞１，０（狋）＝１，０狋１，
犞１，１（狋）＝狋，０狋１，
犞１，狀（狋）＝（狋－犪狀）１＋，狀＝２，３，４，…

其前１７个函数的图形见图１（ａ）．
易见｛犞１，狀（狋）｝是线性独立的，使用Ｇｒａｍ

Ｓｃｈｍｉｄｔ正交化过程将其正交化及标准化，得到标
准正交Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数，记为｛φ１，狀（狋）｝．限于篇幅只给
出前５项表达式如下：
φ１，０（狋）＝１，０狋１，
φ１，１（狋）槡＝３（２狋－１），０狋１，

φ１，２（狋）＝槡３（１－４狋），０狋＜１／２槡３（４狋－３），１／２狋烅烄烆 １
，

φ１，３（狋）＝
槡－３３（３８狋－５）／１１，０狋＜１／４
槡３３（２６狋－１１）／１１，１／４狋＜１／２
槡－３３（６狋－５）／１１，１／２狋

烅
烄

烆 １
，

φ１，４（狋）＝
槡－２３１（１２狋－１）／７７，０狋＜１／４
槡２３１（３６狋－１１）／７７，１／４狋＜１／２
槡－２３１（７６狋－４５）／７７，１／２狋＜３／４
槡２３１（１００狋－８７）／７７，３／４狋

烅

烄

烆 １

，

…
显然，Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数就是区间［０，１］上的１次正

交样条函数．Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数（即１次ＧＦ系统）前１７
个函数的图形见图１（ｂ）．

图１　１次ＧＦ系统前１７个函数
将Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数进行推广，可以构造出犽次正

交样条函数，即犽次ＧＦ系统．
２．２　犽次犌犉系统

下面将Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数推广至零次或高次的情

形．这里犽次ＧＦ系统可分为低次ＧＦ系统与高次
ＧＦ系统．其中，低次ＧＦ系统是指零次或一次ＧＦ
系统，高次ＧＦ系统是指二次及其以上ＧＦ系统．
２．２．１　０次犌犉系统

现定义下面的函数系｛犞０，狀（狋）｝：
犞０，０（狋）＝１，０狋１，

犞０，１（狋）＝０
，０狋＜１／２
１，１／２狋｛ １，

犞０，２（狋）＝０
，０狋＜１／４
１，１／４狋｛ １，

犞０，３（狋）＝０
，０狋＜３／４
１，３／４狋｛ １，

…

犞０，狀（狋）＝０
，０狋＜犪狀
１，犪狀狋烅烄烆 １，狀＝１，２，３，４，…

不妨记为
犞０，０（狋），０狋１，
犞０，狀（狋）＝（狋－犪狀）０＋，狀＝１，２，３，…

其前１６个函数的图形见图２（ａ）．

图２　０次ＧＦ系统前１６个函数

使用ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化过程将｛犞０，狀（狋），
狀＝０，１，２，…｝正交化及标准化，得到０次ＧＦ系统，
记为

｛φ０，狀（狋），狀＝０，１，２，…｝．
同样，只给出前５项表达式如下：

φ０，０（狋）＝１，０狋１，

φ０，１（狋）＝
－１，０狋＜１／２
１，１／２狋｛ １，
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φ０，２（狋）＝
槡－２，０狋＜１／４
槡２，１／４狋＜１／２
０， １／２狋
烅
烄

烆 １
，

φ０，３（狋）＝
０， ０狋＜１／２
槡－２，１／２狋＜３／４
槡２，３／４狋
烅
烄

烆 １
，

φ０，４（狋）＝
－２，０狋＜１／８
２，１／８狋＜１／４
０，１／４狋
烅
烄

烆 １
，

…
易知，｛φ０，狀（狋），狀＝０，１，２，…｝就是Ｈａａｒ函数．

其０次ＧＦ系统（Ｈａａｒ函数）前１６个函数的图形见
图２（ｂ）．
２．２．２　高次ＧＦ系统

这里先给出２次与３次的ＧＦ系统．然后给出犽
次（犽＞３）ＧＦ系统．
２．２．２．１　２次ＧＦ系统

同样定义下面的函数系｛犞２，狀（狋）｝：
犞２，０（狋）＝１，０狋１，
犞２，１（狋）＝狋，０狋１，
犞２，２（狋）＝狋２，０狋１，

犞２，３（狋）＝０
， ０狋＜１／２
（狋－１／２）２，１／２狋｛ １，

犞２，４（狋）＝０
， ０狋＜１／４
（狋－１／４）２，１／４狋｛ １，

犞２，５（狋）＝０
， ０狋＜３／４
（狋－３／４）２，３／４狋｛ １，

…

犞２，狀（狋）＝０
， ０狋＜犪狀
（狋－犪狀）２，犪狀狋烅烄烆 １，狀＝３，４，５，…

同样可将｛犞２，狀（狋），狀＝０，１，２，…｝简记为
犞２，０（狋）＝１，０狋１，
犞２，１（狋）＝狋，０狋１，
犞２，２（狋）＝狋２，０狋１，
犞２，狀（狋）＝（狋－犪狀）２＋，狀＝３，４，５，…

其前１８个函数的图形见图３（ａ）．
对｛犞２，狀（狋），狀＝０，１，２，…｝正交化并标准化后，

得到２次ＧＦ系统，记为
｛φ２，狀（狋），狀＝０，１，２，…｝．

前６项表达式如下：
φ２，０（狋）＝１，０狋１，
φ２，１（狋）槡＝３（２狋－１），０狋１，
φ２，２（狋）槡＝５（６狋２－６狋＋１），０狋１，

φ２，３（狋）＝ 槡－５（１６狋２－１０狋＋１），０狋＜１／２
槡５（１６狋２－２２狋＋７），１／２狋烅烄烆 １

，

φ２，４（狋）＝
槡－３７１５（２１４６狋２－７５４狋＋４３）／７４３，０狋＜１／４
槡３７１５（９２６狋２－７８２狋＋１４９）／７４３，１／４狋＜１／２
槡－３７１５（２９０狋２－４３４狋＋１５５）／７４３，１／２狋

烅
烄

烆 １
，

φ２，５（狋）＝
－犪（４３５０狋２－１１８７狋＋４７）， ０狋＜１／４
犪（５０９０狋２－３５３３狋＋５４３）， １／４狋＜１／２
－犪（８０５８狋２－９６１５狋＋２７４４），１／２狋＜３／４
犪（１５７１８狋２－２６０４９狋＋１０６３０），３／４狋
烅
烄

烆 １

，

犪＝槡２２６９９３１９０
８９９７７３

…
２次ＧＦ系统前１８个函数的图形见图３（ｂ）．

图３　２次ＧＦ系统前１８个函数

２．２．２．２　３次ＧＦ系统
再定义下面的函数系｛犞３，狀（狋）｝：

　犞３，０（狋）＝１，０狋１，
犞３，１（狋）＝狋，０狋１，
犞３，２（狋）＝狋２，０狋１，
犞３，３（狋）＝狋３，０狋１，

犞３，４（狋）＝０
， ０狋＜１／２
（狋－１／２）３，１／２狋｛ １，

犞３，５（狋）＝０
， ０狋＜１／４
（狋－１／４）３，１／４狋｛ １，

犞３，６（狋）＝０
， ０狋＜３／４
（狋－３／４）３，３／４狋｛ １，

…
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犞３，狀（狋）＝０
， ０狋＜犪狀
（狋－犪狀）３，犪狀狋｛ １，狀＝４，５，６，…

不妨将｛犞３，狀（狋），狀＝０，１，２，…｝简记为
　犞３，０＝１，０狋１，
犞３，１＝狋，０狋１，
犞３，２＝狋２，０狋１，
犞３，３＝狋３，０狋１，
犞３，狀（狋）＝（狋－犪狀）３＋，狀＝４，５，６，…

其前１９个函数的图形见图４（ａ）．

图４　３次ＧＦ系统前１９个函数
对｛犞３，狀（狋），狀＝０，１，２，…｝正交化并标准化后，

得到３次ＧＦ系统，记为
｛φ３，狀（狋），狀＝０，１，２，…｝．

前６项表达式如下：
φ３，０（狋）＝１，０狋１，
φ３，１（狋）槡＝３（２狋－１），０狋１，
φ３，２（狋）槡＝５（６狋２－６狋＋１），０狋１，
φ３，３（狋）槡＝７（２０狋３－３０狋２＋１２狋－１），０狋１，

φ３，４（狋）＝ 槡－７（６４狋３－６６狋２＋１８狋－１），０狋＜１／２
槡７（６４狋３－１２６狋２＋７８狋－１５），１／２狋烅烄烆 １

，

φ３，５（狋）＝
－犪（６３７２４狋３－３８２２６狋２＋６２２８狋－２１１），０狋＜１／４
犪（１８１９６狋３－２３２１４狋２＋９１３２狋－１０６９），１／４狋＜１／２
－犪（６６３６狋３－１４０３４狋２＋９４９２狋－２０３５），１／２狋
烅
烄

烆 １
，

犪＝槡１１９２７３１７０３９，
…

３次ＧＦ系统前１９个函数的图形见图４（ｂ）．
２．２．２．３　犽次ＧＦ系统

对任意犽次（犽＞３）ＧＦ系统，一般地，记犽次正

交样条函数为｛犞犽，狀（狋）｝，由｛犞０，狀（狋）｝，｛犞１，狀（狋）｝，
｛犞２，狀（狋）｝，｛犞３，狀（狋）｝定义，考虑｛犞犽，狀（狋），狀＝０，１，
２，…｝，可以简记为
犞犽，０（狋）＝１，０狋１，
犞犽，１（狋）＝狋，０狋１，
…
犞犽，犽（狋）＝狋犽，０狋１，
犞犽，狀（狋）＝（狋－犪狀）犽＋，狀＝犽＋１，犽＋２，犽＋３，…

对｛犞犽，狀（狋），狀＝０，１，２，…｝正交化并标准化后，得到
犽次ＧＦ系统，记为

｛φ犽，狀（狋），狀＝０，１，…｝．

３　基于犽次犌犉系统的
曲线曲面正交表达

３．１　犉狅狌狉犻犲狉犓次犌犉系统级数
Ｆｏｕｒｉｅｒ犓次ＧＦ系统级数就是函数在犽次

ＧＦ系统下的展开．设φ犽，犻（狋）是犽次ＧＦ系统第犻个
函数，给定函数犉，记
犮犽犻＝〈犉，φ犽，犻〉＝∫１０犉（狋）·φ犽，犻（狋）ｄ狋，犻＝０，１，２，…，
则称∑

∞

犻＝０
犮犽犻φ犽，犻为函数犉的Ｆｏｕｒｉｅｒ犓次ＧＦ系统

级数．
若犉是任意犽次样条函数（段数为２狀，狀＝０，１，

２，…），那么犉可以用Ｆｏｕｒｉｅｒ犓次ＧＦ系统级数中
有限项精确表示．
３．２　样条曲线的正交表达

这里的样条曲线是指ＣＡＧＤ中通常的样条函
数构成的曲线．为叙述方便，不妨以Ｂ样条曲线为
例说明．

设给定的犽次平面Ｂ样条曲线

狆（狋）＝狆狓
（狋）

狆狔（狋
烄
烆

烌
烎）＝

狓（狋）
狔（狋（ ）），

其中狓（狋），狔（狋）分别是犽次Ｂ样条函数表达式，段
数为２狀．将［０，１］区间２狀等分，通过变量替换，将
狓（狋），狔（狋）（均为犽次２狀段多项式）分别分段映射到
各个子区间，表达式为
狓（狋）＝狓犼（狋），狋∈犼

２狀，
犼＋１
２［ ）｛ ｝狀 ，犼＝０，１，…，２狀－１，

狔（狋）＝狔犼（狋），狋∈犼
２狀，
犼＋１
２［ ）｛ ｝狀 ，犼＝０，１，…，２狀－１，

其中，狓（狋），狔（狋）是子区间犼
２狀，
犼＋１
２［ ）狀 上的犽次多

项式．
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下面计算犽次分段为２狀的犅样条函数的自由
度犾．

由于犽次多项式有犽＋１个自由度，那么任意犽
次分段为２狀的多项式函数（不局限于Ｂ样条函数）
有２狀·（犽＋１）个自由度，而犽次Ｂ样条函数在每个
断点处达到犆犽－１阶连续，如果段数为２狀，那么断点
数为２狀－１．由此可计算出

犾＝２狀·（犽＋１）－（２狀－１）·犽＝２狀＋犽，
故有

狆（狋）＝狓（狋）狔（狋（ ））＝∑
犾－１

犻＝０
α犽犻φ犽，犻（狋）

∑
犾－１

犻＝０
β犽犻φ犽，犻（狋

烄

烆

烌

烎）
，

其中，α犽犻＝∫１０狓（狋）·φ犽，犻（狋）ｄ狋，β犽犻＝∫１０狔（狋）·φ犽，犻（狋）ｄ狋．
利用犽次ＧＦ系统前２狀＋犽项就可以对Ｂ样条

曲线狆（狋）＝狓（狋）狔（狋（ ））精确重构．利用α犽犻，β犽犻可以对该
Ｂ样条曲线进行频谱分析．
３．３　样条曲面的正交表达

对于Ｂ样条曲面，可以看作是两个参数方向的
Ｂ样条曲线的张量积．设给定的犽次Ｂ样条曲面

犘（狌，狑）＝
犘狓（狌，狑）
犘狔（狌，狑）
犘狕（狌，狑

烄

烆

烌

烎）
＝
狓（狌，狑）
狔（狌，狑）
狕（狌，狑

烄

烆

烌

烎）
，

由２犿×２狀块犽次Ｂ样条曲面片组合而成，相邻的两
片曲面之间自然达到犆犽－１连续．其中狓（狌，狑），
狔（狌，狑），狕（狌，狑）均为犽次分片二元多项式．那么也
可以用犽次ＧＦ系统前有限项精确重构．

对区域［０，１］×［０，１］进行２犿×２狀等分，即等分
为２犿行２狀列，通过变量替换，将狓（狌，狑），狔（狌，狑），
狕（狌，狑）分别各段映射到各个子区域中，表达式为
　犘（狌，狑）＝
犘犻犼（狌，狑），狌∈犻

２犿，
犻＋１
２［ ］犿 ，狑∈犼

２狀，
犼＋１
２［ ］｛ ｝狀 ，

犻＝０，１，…，２犿－１，犼＝０，１，…，２狀－１，

那么有

犘（狌，狑）＝∑
２犿－１

犻＝０∑
２狀－１

犼＝０
ρ犻犼φ犽，犻（狌）φ犽，犼（狑），

其中，
ρ犻犼＝∫１０∫１０犘（狌，狑）φ犽，犻（狌）φ犽，犼（狑）ｄ狌ｄ狑．

设犕＝ｍａｘ（犿，狀），那么犽次分片为２犿×２狀Ｂ样条
曲面的自由度

犔＝２犕＋犽，
那么该犽次犅样条曲面可以用犽次ＧＦ系统的前
２犕＋犽项精确重构．并且可以利用系数α犻犼，β犻犼，γ犻犼对
该曲面进行频谱分析．

４　测试图例
本节提供图例来验证犽次ＧＦ系统（这里取犽＝

２，３）对样条曲线曲面的正交表达结果．表１给出了
４个由Ｂ样条曲线构成的图形在２次或３次ＧＦ系
统下的频谱及其重构图；由于有限项Ｆｏｕｒｉｅｒ不能
精确重构原图，表２给出了相应曲线使用相同项数
的Ｆｏｕｒｉｅｒ重构的误差图．误差图的横坐标为采样
点索引，这里取２０１个采样点；纵坐标为误差值ε犻，
其中，ε犻＝α犻－β犻，这里，α犻表示第犻个采样点的原始
值，β犻表示第犻个采样点的Ｆｏｕｒｉｅｒ重构值．

表３给出了４个由Ｂ样条曲面构成的图形在
３次ＧＦ系统下的频谱及其重构图．同理，有限项
Ｆｏｕｒｉｅｒ不能精确重构原曲面，表４给出了相应曲面
使用相同项数的Ｆｏｕｒｉｅｒ重构的误差图．误差图的
狓，狔坐标为采样点索引，依次取１００×１００，２００×
２００，４００×４００，４００×４００个采样点；纵坐标狕为误
差值ε犻犼，其中，ε犻，犼＝α犻，犼－β犻，犼，这里，α犻，犼表示第犻犼个
采样点的原始值，β犻，犼表示第犻犼个采样点的Ｆｏｕｒｉｅｒ
重构值．

实验结果表明，利用有限项ＧＦ系统的频谱可
以完全精确重构ＣＡＧＤ中通常的样条函数构成的
曲线曲面；然而，利用有限项的傅立叶谱重构的图形
只是原图的近似．

表１　曲线对应的犌犉系统的频谱及其重构图
图形（Ｂ样条曲线） 犡频谱 犢频谱 ＧＦ系统重构图及重构的项数
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（续　表）　　
图形（Ｂ样条曲线） 犡频谱 犢频谱 ＧＦ系统重构图及重构的项数

表２　表１中的图形使用犉狅狌狉犻犲狉重构的误差图
图形（Ｂ样条曲线） Ｆｏｕｒｉｅｒ重构的项数 犡误差图 犢误差图

３４

３５

３５
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（续　表）　　
图形（Ｂ样条曲线） Ｆｏｕｒｉｅｒ重构的项数 犡误差图 犢误差图

３５

表３　曲面对应的犌犉系统频谱及其重构图
图形（３次Ｂ样条曲面） 犡频谱 犢频谱 犣频谱 ＧＦ系统重构图

（１×１片） ４项

（２×２片） ５项

（４×４片） ７项

（４×４片） ７项

表４　曲面对应的犉狅狌狉犻犲狉重构的误差图
图形（Ｂ样条曲面） Ｆｏｕｒｉｅｒ重构的项数 犡误差 犢误差 犣误差

（１×１片）

４

（２×２片）

５
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（续　表）
图形（Ｂ样条曲面） Ｆｏｕｒｉｅｒ重构的项数 犡误差 犢误差 犣误差

（４×４片）

７

（４×４片）

７

５　结　论
本文提出了一类新的犽次正交样条函数，即犽

次ＧＦ系统．研究了该ＧＦ系统对Ｂ样条曲线与曲面
信息的表达与分析能力．通常在信号处理中Ｆｏｕｒｉｅｒ
变换方法，虽然其正交函数具有高度光滑性，但它不
是多项式函数，故在表达ＣＡＧＤ中通常的样条函数
构成的曲线曲面时不能作有限精确表达，计算量也
很大．而作为样条函数空间的一组标准正交基，犽次
ＧＦ系统对表达样条信息具有得天独厚的优势，这
种信息转换算法具有直观、简便、快速及精确的特
点．作者构建的平台为进一步对基于样条曲线曲面
的几何信息进行分析与综合做了准备．有望在逆向
工程、几何模型的信息检索及模式识别等方面得到
应用．
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ｖｉｄｅｄｔｈｅｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆｔｈｅｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｓｐｌｉｎｅｆｕｎｃ
ｔｉｏｎｓｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｖｉｓｉｂｌｅ，ｓｉｍｐｌｅａｎｄｆａｓｔ．Ｔｈｅ
ｐｒｏｇｒａｍｆｏｒｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｄａｔａｃａｎｂｅｕｓｅｄｔｏａｎａｌｙｚｅａｎｄｓｙｎ
ｔｈｅｓｉｚｅｓｐｌｉｎｅｃｕｒｖｅｓａｎｄｓｕｒｆａｃｅｓ．

３１０２１０期 蔡占川等：一类新的正交样条函数———Ｆｒａｎｋｌｉｎ函数的推广及其应用


