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摘　要　粗糙集的不确定性度量方法，目前主要包括粗糙集的粗糙度、粗糙熵、模糊度和模糊熵．在不同知识粒度

下，从属性的角度，给出了分层递阶的知识空间链，发现在分层递阶的知识粒度下部分文献中定义的粗糙集的粗糙

熵和模糊度随知识粒度的变化规律不一定符合人们的认识规律．从信息熵的角度提出了一种粗糙集不确定性的模

糊度度量方法，证明了这种模糊度随知识粒度的减小而单调递减，弥补了现有粗糙熵和模糊度度量粗糙集不确定

性的不足．最后，分析了在不同知识粒度下粗糙度和模糊度的变化关系．
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１　引　言

进入２１世纪以来，不确定性问题的研究工作受

到越来越多的关注［１］．如何对不确定性信息和数据

进行更加有效的处理，从而发现不确定性信息中蕴

涵的知识和规律，是一个重要的研究课题［２］．Ｚａｄｅｈ

在１９６５ 年提出的模糊集 （Ｆｕｚｚｙｓｅｔｓ）理论
［３］，

Ｐａｗｌａｋ在１９８２年提出的粗糙集（Ｒｏｕｇｈｓｅｔｓ）理

论［４］和张钹、张铃在１９９０年提出的商空间理论
［５］是

粒计算（ｇｒａｎｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇ）的三大基础数学理论，

是处理不确定性问题的有效方法，已广泛应用于模



式识别、知识发现、问题求解以及不确定推理等领

域．模糊集作为经典康托集的推广，利用隶属函数来

表示对象关于集合的隶属程度，重在区分属于同一

集合的不同对象间的隶属程度，其不足之处在于其

隶属函数往往需由专家给出，带有一定的主观性；粗

糙集理论是处理不完全和不精确信息的一种有效数

学工具［６］，建立在对论域分类的基础上，将不确定知

识用已知知识库中的知识来刻画，对不确定问题的

描述和处理比较客观，但粗糙集理论是研究在给定

的空间（知识基）上不同概念的表示、转换和相互依

存问题的，其论域是点集，元素之间没有拓扑关系；

商空间理论基于复杂问题粒化的思想，建立了一种

商结构的形式化问题求解理论体系，利用保真、保假

原理来高效地获得问题的解或近似解，它不仅针对

给定的商空间（知识基）来讨论知识的表达问题，而

且利用对象之间的结构（偏序结构或拓扑结构），在

所有可能的商空间中找出最合适的商空间，从不同

商空间（不同角度）观察同一问题，以便得到对问题

不同角度的理解，最终合成对原问题总的解（近似

解）［５］．可以说，模糊集理论是一种“软”计算方法，粗

糙集理论是“硬”计算方法，而商空间理论是介于模

糊集和粗糙集之间的一种问题求解（近似解）的计算

方法，模糊商空间可以利用分层递阶结构“廉价”地

描述问题的不确定性［７］．另外，Ｇａｕ和Ｂｕｅｈｒｅｒ提出

的Ｖａｇｕｅ集理论，通过对模糊对象赋予真、假隶属

函数来处理模糊性，是模糊集理论的扩充［８］．依靠各

自的特点和优势，这些方法已经广泛应用于对不确

定、不精确、不完整信息的处理以及对大规模海量数

据的挖掘和对复杂问题的求解［９］．李德毅认为
［１］：在

主、客观世界普遍存在的不确定性中，随机性和模糊

性是最重要的两种形式，不确定性和确定性并非完

全对立，在一定程度上可以相互转化．例如，某一层

次的不确定性可能是更高层次上的确定性，种种不

确定性中还可能隐藏着某些确定的规律等．人工智

能研究人员的任务，就是寻找并且能够形式化地表

示不确定性中的规律性，至少是在某种程度上的规

律性，从而使机器能够模拟人类认识客观世界、认

识人类本身的认知过程．当前，对于粗糙集的不确

定性度量的方法主要有粗糙度、粗糙熵、模糊度和模

糊熵．

在同一知识粒度的近似空间下，Ｃｈａｋｒａｂａｒｔｙ
［１０］

等人较为详细地讨论了粗糙集的模糊性度量问题；

Ｂａｎｅｒｊｅｅ
［１１］和 Ｈｕｙｎｈ

［１２］对模糊集的粗糙度进行了

研究；王国胤［１３１５］等人从信息观的角度分析了决策

信息系统的不确定性，并讨论了代数观和信息观意

义下粗糙集的不确定性的异同；梁吉业［１６１８］等人从

信息熵、条件熵、互信息和知识粒度的角度分析了粗

糙集的不确定性，并给出了一种新的粗糙集的粗糙

熵；苗夺谦［１９２１］等人从粒计算和信息表示等角度研

究了知识的粒度、知识的粗糙度与信息熵之间的

关系．

然而，随着属性个数的变化，论域空间形成一个

分层递阶结构（金字塔结构，即商空间）．当知识空间

中的知识粒度严格递减时，一个粗糙集的粗糙度、粗

糙熵、模糊度和模糊熵将怎样变化？它们之间的关

系又是如何？关于这方面的研究工作，已有一定的

研究基础，特别是研究粗糙精度、粗糙度、分类精度、

粗糙熵和条件熵在不同知识粒度的近似空间下的变

化已经比较详尽［１１１６，１８２１］．综合分析上述研究工作

可以发现，粗糙集的粗糙度随着知识粒度的减小而

单调递减，这符合人们的认知直觉．但是，很多实际

例子表明，当属于一个集合的正域或负域中的知识

颗粒被细分时，粗糙集的粗糙度将不发生变化；而且

当属于集合边界域中的知识颗粒被细分时，它的粗

糙度可能也不发生变化，这与人们的认知直觉不吻

合．为了克服这个问题，有的研究者提出了粗糙熵，

如Ｌｉａｎｇ
［１８］等人定义了一种粗糙熵，它是集合犡 的

粗糙度与近似空间中的知识粒度之积，并得到结论：

这种粗糙熵随着知识颗粒的细分严格单调递减．这

个结论在一定程度上弥补了用粗糙度度量粗糙集不

确定性的不足．但是，我们分析发现，如果对集合犡

负域的知识颗粒（与犡无关）进行细分，粗糙度将不

变（符合人们的认知规律），但粗糙熵却严格递减（不

符合人们的认知规律）．这说明与集合犡 无关的知

识颗粒的变化也会导致犡 的粗糙熵的变化，这与人

们对不确定性问题的认知不符．

为此，需要进一步研究粗糙集不确定性的另一

度量方式———粗糙集的模糊度．虽然在同一知识粒

度的近似空间下粗糙集的模糊性得到研究者的关

注［１０，１６，１８２１］，但是关于粗糙集的模糊度在不同知识

粒度的近似空间（分层递阶的近似空间）下将如何变

化的研究工作甚少．粗糙集的模糊度随着近似空间

中知识颗粒的细分将如何变化？对这个问题的探

索，有利于发现不确定性问题中隐藏的某些确定规

律．从认知角度来讲，集合犡 随着与它有关的知识

颗粒的细分，它的不确定性要降低，模糊度也应该降

低．但是，文献［１０］给出的粗糙集模糊度在知识粒度

细化的过程中可能反而会逐渐增加，这与人们认知

９８５１９期 王国胤等：不同知识粒度下粗糙集的不确定性研究



不确定性问题的直觉相悖．

本文从属性空间的角度，主要讨论不同知识粒

度的近似空间下（即不同层次的商空间）粗糙集的模

糊度的变化问题，提出一种基于信息熵的粗糙集的

模糊性度量方法，证明这种模糊度随着知识粒度的

减小而单调递减，弥补粗糙度和粗糙熵对粗糙集不

确定性度量的不足．这种模糊度的物理背景非常清

楚，它既刻画出集合犡的边界域中属于犡 的那部分

元素“贡献”的不确定性，也刻画出不属于犡 的那部

分元素“贡献”的不确定性，更精确地描述了粗糙集

的不确定性．通过分析发现，如果集合犡 的边界域

中的知识颗粒被“成比例”地细分，这种粗糙集的模

糊度不会发生变化；如果集合犡 的边界域中的知识

颗粒被“不成比例”地细分，这种粗糙集的模糊度将

严格递减．这个结论克服了现有部分度量粗糙集不

确定性方法的不足，与人们对不确定性问题的认知

规律非常吻合．

本文第２节介绍相关基本概念；第３节讨论不

同知识粒度下粗糙集的不确定性度量问题；第４节

提出一种基于信息熵的粗糙集模糊度度量方法；

第５节讨论不同知识粒度下粗糙集的粗糙度和模糊

度的变化关系；第６节是结束语．

２　相关基本概念

２．１　知识的粒度

定义１
［６］
　设一个信息系统是四元组犛＝（犝，犃，

犞，犳），其中犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝是非空有限对象集，

称为“论域”，犃＝｛犪１，犪２，…，犪犿｝是属性集，犞＝

∪
犪∈犆
犞犪，犞犪称为属性犪的“值域”，犳犪：犝→犞犪是信息

函数．不可分辨关系：犐犖犇（犅）＝｛（狓，狔）∈犝×犝｜

犪∈犅（犳犪（狓）＝犳犪（狔））｝是犝 上的等价关系，所有等

价类的集合记为犝／犐犖犇（犅），简写为犝／犅．

一个论域的划分构成粗糙集的一个近似空间，

划分中的每一个分块称为一个知识颗粒，度量知识

粒度的方法很多，这里我们采用Ｌｉａｎｇ等人给出的

知识粒度的度量方法［１８］．设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，属

性集犅（犅犃）对论域的划分犝／犅＝｛犡１，犡２，…，

犡犿｝，则犝／犅的知识粒度定义为

犌（犝／犅）＝
１

｜犝｜
２∑

犿

犻＝１

｜犡犻｜
２ （１）

容易证明：１
狀
犌（犝／犅）１（狘·狘表示集合的元

素个数，下同）．

２．２　分层递阶的近似空间

任给一个信息系统犛＝（犝，犃，犞，犳），犃＝｛犪１，

犪２，…，犪犿｝是属性集，任给一个属性子集犅（犅犃），

我们可以得到论域犝 的一个划分犝／犅．犝／犅中的

每个元素［狓］犅（［狓］犅表示元素狓（狓∈犝）的等价类）

表示近似空间的一个知识颗粒．设犘（犃）表示集合

犃＝｛犪１，犪２，…，犪犿｝的幂集．不难得出：代数系统

〈犘（犃），〉构成一个完备的偏序格．其中，是这个

偏序格的最小元，犃是最大元．

定义２．　在格〈犘（犃），〉对应的 Ｈａｓｓｅ图中，

从到犃的一条路径称为属性链．

例１．　犃＝｛犪１，犪２，犪３｝，〈犘（犃），〉对应的

Ｈａｓｓｅ图如图１所示．

图１　格〈犘（犃），〉

如｛犪１｝｛犪１，犪２｝｛犪１，犪２，犪３｝，｛犪１｝

｛犪１，犪３｝｛犪１，犪２，犪３｝和｛犪３｝｛犪１，犪３｝

｛犪１，犪２，犪３｝等都是属性链．

定义３
［２１］．　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝为非空有限

论域，犘′＝｛犘′１，犘′２，…，犘′犾｝和犘″＝｛犘″１，犘″２，…，犘″犿｝

为犝 上的两个划分空间，如果犘′犻∈犘′（犘″
犼
∈犘″（犘′犻

犘″犼）），则称犘′是犘″的细划分空间，记为犘′犘″．

定义４
［２２］．　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝为非空有

限论域，犘′＝｛犘′１，犘′２，…，犘′犾｝和犘″＝｛犘″１，犘″２，…，

犘″犿｝为犝 上的两个划分空间，如果 犘′犘″，且

犘′犻∈犘′
（犘″

犼
∈犘″（犘′犻犘″犼）），则称犘′是犘″的严格细

划分空间，记为犘′犘″．

定理１．　设格〈犘（犃），〉中的任意一条属性

链为＝犅０犅１犅２…犅犿＝犃，则犝／犅犿

犝／犅犿－１…犝／犅１犝／犅０＝｛犝｝．

在任何一条属性链下，对象集犝 被分成不同的

划分，这些划分在“”关系下构成一个金字塔结构，

称为分层递阶的近似空间．

例２．　一个信息系统犝＝｛狓１，狓２，…，狓１０｝，

犃＝｛犪１，犪２，犪３｝，如表１所示．
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表１　一个信息系统

狓１ 狓２ 狓３ 狓４ 狓５ 狓６ 狓７ 狓８ 狓９ 狓１０ 狓１１ 狓１２

犪１ １ １ １ １ １ １ １ ２ ２ ３ ３ ３

犪２ ０ １ １ １ １ １ １ ２ ２ ３ ３ ３

犪３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ２ ３ ４ ４ ５

如果取属性链｛犪１｝｛犪１，犪２｝｛犪１，犪２，

犪３｝，可得到如下的分层递阶近似空间：

犝／＝｛｛狓１，狓２，…，狓１０｝｝；

犝／｛犪１｝＝｛｛狓１，狓２，狓３，狓４，狓５，狓６，狓７｝，

｛狓８，狓９｝，｛狓１０，狓１１，狓１２｝｝；

犝／｛犪１，犪２｝＝｛｛狓１｝，｛狓２，狓３，狓４，狓５，狓６，狓７｝，

｛狓８，狓９｝，｛狓１０，狓１１，狓１２｝｝；

犝／｛犪１，犪２，犪３｝＝｛｛狓１｝，｛狓２，狓３，狓４，狓５，狓６｝，｛狓７｝，

｛狓８｝，｛狓９｝，｛狓１０，狓１１｝，｛狓１２｝｝．

在这个分层递阶的近似空间中，随着属性个数

的增加，知识颗粒逐渐“细化”．

２．３　粗糙集不确定性的几种度量方法

２．３．１　粗糙集的粗糙度

定义５
［６］．　在一个信息系统中，犐犖犇（犅）是犝

上的一个不可分辨关系，［狓］犅表示对象狓 的等价

类，对象子集犡犝，犡的下近似集（犅犡）、上近似集

（珚犅犡）和边界域（犅犖犅（犡））分别定义如下：

犅犡＝｛狓∈犝｜［狓］犅犡｝，

珚犅犡＝｛狓∈犝｜［狓］犅∩犡≠｝，

犅犖犅（犡）＝珚犅（犡）－犅（犡）．

定义６
［２２］．　在一个信息系统中，犐犖犇（犅）是犝

上的一个不可分辨关系，［狓］犅表示对象狓 的等价

类，对象子集犡犝，犡的粗糙精度和粗糙度为

粗糙精度：α犅（犡）＝
犚（犡）

珚犚 （犡）
；

粗糙度：

ρ犅（犡）＝１－α犅（犡）＝１－
犚（犡）

珚犚 （犡）
＝
犅犖犅（犡）

珚犚 （犡）
．

显然，对于任意的犡犝，都有０α犅（犡）１且

０ρ犅（犡）１．

如果珚犅（犡）＝犅（犡）＝犡，即ρ犅（犡）＝０（或

α犅（犡）＝１），称犡关于犅 是精确的；

如果犅（犡）珚犅（犡），即０＜ρ犅（犡）１（或０

α犅（犡）＜１），称犡关于犅 是粗糙的．

２．３．２　粗糙集的粗糙熵

关于粗糙集的粗糙熵的定义形式很多，这里我

们采用Ｌｉａｎｇ提出的粗糙熵．

定义７
［１８］．　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，属性子集

犅（犅犃）对论域的划分犝／犅＝｛犡１，犡２，…，犡犿｝，

犡犝，则属性集合犅的熵定义为

犈（犅）＝－∑
犿

犻＝１

｜犡犻｜

｜犝｜
ｌｏｇ

１
｜犡犻｜

２
（２）

犡在划分犝／犅上的粗糙熵定义为

犈犅（犡）＝ρ犅（犡）犈（犅） （３）

集合犡 的粗糙熵是粗糙度与属性集合犅 的熵

之积．

２．３．３　粗糙集的模糊度

设犝＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝是非空有限集，犃 是犝

上的模糊集，犃（狓犻）是模糊集的隶属函数．用犘（犝）

表示集合犝 上的所有经典集合，犉（犝）表示集合犝

上的所有模糊集合．显然，犘（犝）犉（犝）．

定义８
［２３］．　犃∈犉（犝），若映射犱：犉（犝）→

［０，１］满足条件：

（１）犱（犃）＝０当且仅当犃∈犘（犝）；

（２）犱（犃）＝１当且仅当狓犻∈犝犃（狓犻）＝
１

２
；

（３）狓犻∈ （犝 犅（狓犻）犃（狓犻）１２∨犅（狓犻）犃（狓犻）

）１２ →犱（犅）犱（犃）；

（４）犱（犃）＝犱（犃犮），这里犃犮是犃 的补集，

则称映射犱是犉（犝）上的一个模糊度，记为犱（·）．

设犝 是非空对象集，对象子集犡犝，则对于任

意的狓（狓∈犝），狓属于集合犡 的隶属函数为

μ
犅
犡
（狓）＝

｜犡∩［狓］犅｜

｜［狓］犅｜
（４）

显然，０μ
犅
犡
（狓）１，它表示任意一个元素属于

集合 犡 的程度．令 犉犅犡 ＝｛μ
犅
犡
（狓１），μ

犅
犡
（狓２），…，

μ
犅
犡
（狓狀）｝，则犉

犅
犡
是集合犝 上的一个模糊集（即犉犅犡∈

犉（犝））．由粗糙集上、下近似和边界的概念，不难

得出：

犅犡＝｛狓∈犝｜μ
犅
犡
（狓）＝１｝；

珚犅犡＝｛狓∈犝｜０＜μ
犅
犡
（狓）１｝．

模糊度是度量不确定问题的有力工具，很多研究

者对粗糙集的模糊度进行了分析，Ｃｈａｋｒａｂａｒｔｙ
［１０］等

人提出粗隶属函数可以导出模糊集，并利用模糊集

与它的最邻近清晰集间的距离来度量粗糙集的模

糊性．

定义９
［１０］．　设犃是犝 上的模糊集，与犃有关

的最邻近的清晰集记为犃，其定义为

犃（狓犻）＝

０， 犃（狓犻）＜０．５

１， 犃（狓犻）＞０．５

０或１， 犃（狓犻）

烅

烄

烆 ＝０．５

．
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一般地，当犃（狓犻）＝０．５时，取犃（狓犻）＝１，这时

犃＝犃０．５，这里犃０．５表示犃的０．５截集．

Ｃｈａｋｒａｂａｒｔｙ
［１０］等人利用模糊集犉犅犡和它的最邻

近清晰集犉犅犡之间的距离给出了粗糙集的两种模糊

性度量．

（１）线性模糊度：

犱犓犾（犉
犅
犡
）＝
２

狀∑
狀

犻＝１

｜μ
犅
犡
（狓犻）－μ

犅
犡
（狓犻）｜ （５）

（２）二次模糊度：

犱犓狇（犉
犅
犡
）＝
２

槡狀
∑
狀

犻＝１

（μ
犅
犡
（狓犻）－μ

犅
犡
（狓犻））槡

２ （６）

其中，μ
犅
犡
（狓犻）表示狓犻在模糊集犉

犅
犡
中的隶属函数．

２．３．４　粗糙集的模糊熵

定义１０
［２４］．　犃∈犉（犝），若映射犲：犉（犝）→

［０，＋∞）满足条件：

（１）犲（犃）＝０当且仅当犃∈犘（犝）；

（２）犲（犃）取得最大值当且仅当狓犻∈犝犃（狓犻）＝
１

２
；

（３）狓犻∈ （犝 犅（狓犻）犃（狓犻）１２∨犅（狓犻）犃（狓犻）

）１２ →犲（犅）犲（犃）；

（４）犲（犃）＝犲（犃犮），这里犃犮是犃 的补集，

则称映射犲是犉（犝）上的一个模糊熵，记为犲（·）．

梁吉业［１６１８］等人建立了粗糙集的一种模糊熵：

犈犔（犉
犅
犡
）＝∑

狀

犻＝１
μ
犅
犡
（狓犻）（１－μ

犅
犡
（狓犻）） （７）

并得出了相应的结论：一个精确集的模糊熵等于０，

一个粗糙集合与它的补集具有相同的模糊性．

２．３．５　信息熵

信息熵是一个非常广泛的概念，１９４８年Ｓｈａｎｎｏｎ

信息熵［２５］的提出为信息的不确定度量奠定了理论

基础，Ｋｌｉｒ基于Ｓｈａｎｎｏｎ熵提出了一种度量不确定

性的信息熵［２６］：

犎（犉犅犡）＝－
２

狀∑
狀

犻＝１
μ
犅
犡
（狓犻）ｌｏｇ

μ
犅

犡
（狓犻
）

２
（８）

容易验证，犎（·）不满足模糊度的定义（定义８），

不是模糊度．

３　不同知识粒度下粗糙集的

不确定性度量

目前，度量粗糙集不确定性的方法主要有粗糙

度、粗糙熵、模糊度和模糊熵．在分层递阶的近似空

间下，随着知识颗粒的细分，不同层次上的知识粒度

有何变化规律？定理２和定理３揭示了这个变化

规律．

定理２
［２１］．　设格〈犘（犃），〉中的任意一条链

为＝犅０犅１犅２…犅犿＝犃，则犌（犝／犅犻＋１）

犌（犝／犅犻）（犻＝０，１，２，…，犿－１；下同）．

定理３
［２１］．　设格〈犘（犃），〉中的任意一条链

为＝犅０犅１犅２…犅犿＝犃，如果犝／犅犻＋１

犝／犅犻，则犌（犝／犅犻＋１）＜犌（犝／犅犻）．

在分层递阶的近似空间上，随着知识粒度的减

小，粗糙集的粗糙度将如何变化？定理４回答了这

个问题．

定理４
［６］．　设格〈犘（犃），〉中的任意一条链

为＝犅０犅１犅２…犅犿＝犃，对于任意的犡

犝，有ρ犅犻＋１
（犡）ρ犅犻

（犡）．

定理４揭示了集合犡 的粗糙度随知识粒度减

小而单调递减．注意：如果犝／犅犻＋１犝／犅犻（严格的

细分关系），不一定有ρ犅犻＋１
（犡）＜ρ犅犻

（犡）（严格单调

递减）．如例２中，犡＝｛狓１，狓２，狓３，狓４，狓５，狓６，狓７，狓８，

狓９｝，取属性链｛犪１｝｛犪１，犪２｝｛犪１，犪２，犪３｝，则

犝／｛犪１，犪２，犪３｝犝／｛犪１，犪２｝，而ρ｛犪１，犪２，犪３｝（犡）＝

ρ｛犪１，犪２｝（犡）．这表明集合犡 在不同知识粒度的近似

空间中可能得到相同的粗糙度．为了克服这个问题，

Ｌｉａｎｇ
［１８］给出一种粗糙熵犈犅（犡）＝ρ犅（犡）犈（犅），该

粗糙熵随着近似空间中知识粒度减小会有何变化规

律呢？

定理５
［２１］．　设格〈犘（犃），〉中的任意一条链

为＝犅０犅１犅２…犅犿＝犃，对于任意的犡

犝，若犌（犝／犅犻＋１）＜犌（犝／犅犻），则犈犅犻＋１（犡）＜犈犅犻（犡）．

定理５表明，随着分层递阶的近似空间中知识

粒度的减小，犈犅（犡）严格单调递减．这个结论在一定

程度上弥补了粗糙度的缺陷．但是，我们分析发现，

当近似空间中知识粒度的减小是由于集合犡 负域

中的知识颗粒（与犡无关）被细分时，粗糙度不会改

变（符合认知规律），但粗糙熵犈犅（犡）却严格递减

（不符合认知规律）．这表明与集合犡 无关的知识颗

粒（犡的负域中的知识颗粒）细分时，粗糙集的粗糙

熵会减小，与人们的认知规律不吻合．

例３．　设犝＝｛狓１，狓２，…，狓１０｝，犝／犅犻＝｛｛狓１，

狓２，狓３｝，｛狓４，狓５，狓６，狓７｝，｛狓８，狓９，狓１０｝｝，犝／犅犻＋１＝

｛｛狓１，狓２，狓３｝，｛狓４，狓５，狓６，狓７｝，｛狓８，狓９｝，｛狓１０｝｝，

犡＝｛狓３，狓４，狓５，狓６，狓７｝，则ρ犅犻
（犡）＝ρ犅犻＋１

（犡）＝
３

７
；
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犈犅犻（犡）＝
３

７０
（８＋ｌｏｇ

７２９
２ ），犈犅犻＋１（犡）＝

３

７０
（８＋ｌｏｇ

１０８
２ ），

所以犈犅犻（犡）＞犈犅犻＋１（犡）．

因此，用粗糙熵度量粗糙集的不确定性还是存

在一定的局限性．根据商空间理论中解释“模糊”和

“清晰”之间粒度变化的关系“模糊在一定粒度下会

变得清晰，而清晰在一定粒度下会变得模糊”和李德

毅指出的［１］“不确定性和确定性并非完全对立，在一

定程度上可以相互转化”，本文接下来重点讨论，在

分层递阶的近似空间中，粗糙集模糊度随着知识粒

度的变化而变化的情况．

设格〈犘（犃），〉中的任意一条链为＝犅０

犅１犅２…犅犿＝犃，对于任意的犡犝，模糊集

犉
犅犻
犡
与犉

犅犻＋１
犡
的模糊度的大小关系如何呢？对这个问

题的讨论要比粗糙度和粗糙熵复杂得多．

（１）如果犝／犅犻＝犝／犅犻＋１，对任意的模糊性度量

方法，犉
犅犻
犡
与犉

犅犻＋１
犡
的模糊度都相等；

（２）如果犝／犅犻＋１犝／犅犻，容易证明：犱犓犾（犉
犅犻＋１
犡
）

犱犓犾（犉
犅犻
犡
）．但犱犓狇（犉

犅犻＋１
犡
）和犱犓狇（犉

犅犻
犡
）的大小关系不

确定．

如例２中取犡＝｛狓６，狓７，狓８，狓９｝，犝／｛犪１，犪２｝

犝／｛犪１｝，则

犉
｛犪
１
｝

犡 ＝
２

７
，２
７
，２
７
，２
７
，２
７
，２
７
，２
７
，１，１，０，０，｛ ｝０ ；

犉
｛犪
１
，犪
２
｝

犡 ＝ ０，
２

６
，２
６
，２
６
，２
６
，２
６
，２
６
，１，１，０，０，｛ ｝０ ；

犱犓犾（犉
｛犪
１
，犪
２
｝

犡
）＝犱犓犾（犉

｛犪
１
｝

犡
）＝
２

１２

２

７（ ）×７ ＝
１

３
；

犱犓狇（犉
｛犪
１
）

犡
）＝

２

槡１２
（ ）２７

２

（ ）×７ ＝
４

槡７ ３
；

犱犓狇（犉
｛犪
１
，犪
２
）

犡
）＝

２

槡１２
（ ）２６

２

（ ）×６ ＝
４

槡６ ３
．

这个例子说明，如果用犱犓犾（·）和犱犓狇（·）来测量

粗糙集的模糊度有以下缺陷：用犱犓犾（·）来测量犡＝

｛狓６，狓７，狓８，狓９｝的模糊度，犝／｛犪１，犪２｝犝／｛犪１｝，

犌（犝／｛犪１，犪２｝）＜犌（犝／｛犪１｝），且
６

８
＝ρ｛犪１，犪２｝

（犡）＜

ρ｛犪１｝（犡）＝
７

９
，这表明随着知识粒度的减小，粗糙度

在降低，然而犡的线性模糊度却不变犱犓犾（犉
｛犪
１
，犪
２
｝

犡
）＝

犱犓犾（犉
｛犪
１
｝

犡
），二次模糊度反而增加犱犓狇（犉

｛犪
１
，犪
２
｝

犡
）＞

犱犓狇（犉
｛犪
１
｝

犡
），这与人们的直觉相悖．

４　基于信息熵的粗糙集模糊度

为了能够将信息熵应用来测量粗糙集的模糊

度，我们进一步分析发现：粗糙集的模糊性来自边界

域的两个部分，一部分是边界域中属于集合犡 的元

素，一部分是边界域中不属于集合 犡 的元素，而

式（８）的信息熵只考虑了前面一部分，没有涉及第二

部分．为此，我们提出一种新的基于信息熵的粗糙集

的模糊度度量方法：

犱犣（犉
犅
犡
）＝－

１

狀ｌｎ２∑
狀

犻＝１

［μ
犅
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅
犡
（狓犻）＋

（１－μ
犅
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅
犡
（狓犻））］ （９）

直观上讲，式（９）由μ
犅
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅
犡
（狓犻）和（１－

μ
犅
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅
犡
（狓犻））两部分信息熵构成，前者主

要反映属于集合犡的元素“贡献”的不确定性，后者

主要反映不属于集合犡的元素“贡献”的不确定性，

这两部分同时考虑才能更精确地刻画粗糙集的不确

定性．接下来，我们验证犱犣（·）满足定义８．

证明．　犱犣（犉
犅
犡
）＝０当且仅当狓犻∈犝（μ

犅
犡
（狓犻）＝

０∨μ
犅
犡
（狓犻）＝１），即犉

犅
犡
是普通的康托集，犉犅犡∈犘（犝）．

定义８的条件（１）满足．

对于任意的狓犻（狓犻∈犝），令μ
犅
犡
（狓犻）＝狋犻（０

狋犻１），令犳（狋犻）＝狋犻ｌｎ狋犻＋（１－狋犻）ｌｎ（１－狋犻），易证，函

数犳（狋犻）在唯一的极值点狋犻＝
１

２
处取得最小值－ｌｎ２．

所以，犱犣（犉
犅
犡
）在点μ

犅
犡
（狓犻）＝

１

２
处取得最大值１．定

义８的条件（２）满足．

对于任意的狓犻（狓犻∈犝），由于犳（狋犻）＝狋犻ｌｎ狋犻＋

（１－狋犻）ｌｎ（１－狋犻）在 区 间 ０，［ ］１２ 单 调 递 减，在

１

２
，［ ］１ 单调递增，在狋犻＝１２处取得最小值，所以，

犱犣（犉
犅
犡
）＝－

１

狀ｌｎ２∑
狀

犻＝１

犳（狋犻）在区间 ０，［ ］１２ 单调递增，

在 １

２
，［ ］１ 单调递减，在狋犻＝１２处取得最大值．因此，

当μ
犅
犡
（狓犻）＝狋犻狋′犻＝μ

犅′
犡
（狓犻）

１

２
或μ

犅
犡
（狓犻）＝狋犻狋′犻＝

μ
犅′
犡 （狓犻）

１

２
时，有犱犣（犉

犅
犡
）犱犣（犉

犅′
犡 ）．定义８的条

件（３）满足．

犱犣（（犉
犅
犡
）犮）＝犱犣（犉

犅
犡
）显然成立，定义８的条件

（４）满足．

综上所述，犱犣（·）是粗糙集的一种模糊度．下面，

我们讨论模糊度犱犣（·）随近似空间中知识粒度的减

小的变化趋势．

定理６．　设格〈犘（犃），〉中的任意一条链为
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＝犅０犅１犅２…犅犿＝犃，如果犝／犅犻＋１

犝／犅犻，则对于任意的 犡犝，都有犱犣（犉
犅犻＋１
犡
）

犱犣（犉
犅犻
犡
）．

证明．　设犝／犅犻＝｛犘１，犘２，…，犘狉｝，犝／犅犻＋１＝

｛犙１，犙２，…，犙狋｝（狉＜狋）．因为，犝／犅犻＋１犝／犅犻，令

Δ犅犻＝犅犻－犅犻＋１表示属性增量．则属性增量Δ犅犻一定

对犝／犅犻＝｛犘１，犘２，…，犘狉｝中的至少一个元素进行

细分．为简化证明，我们不妨设犝／犅犻中只有犘１被

Δ犅犻分为两个部分（分为多个部分的证明情况类

似），犘１＝犙犻∪犙犼（犙犻，犙犼∈犝／犅犻＋１），犝／犅犻的其它元

素不变（其它情况可以根据这种情况进行证明）．下

面分情况讨论：

（１）当犘１∩犡＝时，对于任意的狓（狓∈犘１），

μ
犅犻
犡
（狓）＝

｜犘１∩犡｜

｜犘１｜
＝０．因为犘１＝犙犻∪犙犼（犙犻∩犙犼＝

），所以，对于任意狓（狓∈犙犻或者狓∈犙犼），μ
犅犻＋１
犡
（狓）＝

｜犙犻∩犡｜

｜犙犻｜
＝
｜犙犼∩犡｜

｜犙犼｜
＝０．因此，属性增量 Δ犅犻对

犝／犅犻＝｛犘１，犘２，…，犘狉｝的细分不改变模糊集犉
犅犻
犡
的

隶属函数 值，即犉
犅犻
犡 ＝犉

犅犻＋１
犡
，所 以犱犣 （犉

犅犻＋１
犡
）＝

犱犣（犉
犅犻
犡
）．

（２）当犘１犡时，对于任意的狓（狓∈犘１），μ
犅犻
犡
（狓）＝

｜犘１∩犡｜

｜犘１｜
＝１．由于犘１＝犙犻∪犙犼（犙犻∩犙犼＝），所

以，对于任意的狓（狓∈犙犻或者狓∈犙犼），μ
犅犻＋１
犡
（狓）＝

｜犙犻∩犡｜

｜犙犻｜
＝
｜犙犼∩犡｜

｜犙犼｜
＝１．因此，属性增量 Δ犅犻对

犝／犅犻＝｛犘１，犘２，…，犘狉｝的细分不改变模糊集犉
犅犻
犡
的

隶属函数值，即犉
犅犻
犡 ＝犉

犅犻＋１
犡
，即犱犣（犉

犅犻＋１
犡
）＝犱犣（犉

犅犻
犡
）．

（３）当犘１∩犡≠，且犘１∩犡≠犘１时，因为

犘１＝犙犻∪犙犼，则｜犘１｜＝｜犙犻｜＋｜犙犼｜（犙犻∩犙犼＝），

犱犣（犉
犅犻
犡
）＝

１

狀ｌｎ２∑
狀

犻＝１

［－μ
犅犻
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻
犡
（狓犻）－

（１－μ
犅犻
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅犻
犡
（狓犻））］

＝
１

狀
｛

ｌｎ２ ∑狓犻∈犘１
［－μ

犅犻
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻
犡
（狓犻）－

（１－μ
犅犻
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅犻
犡
（狓犻））］＋

∑
狓
犼犘１

［－μ
犅犻
犡
（狓犼）ｌｎμ

犅犻
犡
（狓犼）－

（１－μ
犅犻
犡
（狓犼））ｌｎ（１－μ

犅犻
犡
（狓犼 ｝））］，

下面分类讨论：

①如果犙犻∩犡＝，设｜犘１∩犡｜＝犪且｜犘１｜－

｜犘１∩犡｜＝犫，则公式

∑
狓犻∈犘１

［－μ
犅犻
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻
犡
（狓犻）－（１－μ

犅犻
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅犻
犡
（狓犻））］

＝－犪ｌｎ
犪
犪＋犫

－犫ｌｎ
犫
犪＋犫

，

∑
狓犻∈犙犻∪犙犼

［－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻＋１
犡
（狓犻）－

（１－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅犻＋１
犡
（狓犻））］

＝∑
狓犻∈犙犼

［－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻＋１
犡
（狓犻）－

（１－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅犻＋１
犡
（狓犻））］

＝－犪ｌｎ
犪

犪＋犫１
－犫１ｌｎ

犫１
犪＋犫１

，

这里｜犙犼∩犡｜＝犪１＝犪，｜犙犼｜－｜犙犼∩犡｜＝犫１＜犫．令

函数犳（犪，犫）＝－犪ｌｎ
犪
犪＋犫

－犫ｌｎ
犫
犪＋犫

，因为犳
犫
＝

ｌｎ
犪＋犫
犫
＞０，所以犳（犪，犫）关于犫是增函数．因为犫１＜犫，所

以－犪ｌｎ
犪
犪＋犫

－犫ｌｎ
犫
犪＋犫

－犪ｌｎ
犪

犪＋犫１
－犫１ｌｎ

犫１
犪＋犫１

．

②如果犙犼犡，则｜犙犻∩犡｜＝犪１＜犪，｜犙犻｜－

｜犙犻∩犡｜＝犫１＝犫，

∑
狓犻∈犙犻∪犙犼

［－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻＋１
犡
（狓犻）－

（１－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅犻＋１
犡
（狓犻））］

＝∑
狓犻∈犙犻

［－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻＋１
犡
（狓犻）－

（１－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅犻＋１
犡
（狓犻））］

＝－犪１ｌｎ
犪１
犪１＋犫

－犫ｌｎ
犫

犪１＋犫
．

因为犳
犪
＝ｌｎ

犪＋犫
犪
＞０，所以犳（犪，犫）关于犪是增函

数．又因为犪１＜犪，所以－犪ｌｎ
犪
犪＋犫

－犫ｌｎ
犫
犪＋犫



－犪１ｌｎ
犪１
犪１＋犫

－犫ｌｎ
犫

犪１＋犫
．

③如果犙犻∩犡≠且犙犻∩犡≠犙犻，犙犼∩犡≠

且犙犼∩犡≠犙犼，令｜犡∩犙犻｜＝犪１＞０，｜犡∩犙犼｜＝

犪２＞０，｜犙犻｜－｜犡∩犙犻｜＝犫１＞０，｜犙犼｜－｜犡∩犙犼｜＝

犫２＞０，此时，犪１＋犪２＝犪，犫１＋犫２＝犫．

∑
狓犻∈犘１

［－μ
犅犻
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻
犡
（狓犻）－（１－μ

犅犻
犡
（狓犻））·

ｌｎ（１－μ
犅犻
犡
（狓犻））］＝－犪ｌｎ

犪
犪＋犫

－犫ｌｎ
犫
犪＋犫

；

∑
狓犻∈犙犻∪犙犼

［－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻＋１
犡
（狓犻）－

（１－μ
犅犻＋１
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅犻＋１
犡
（狓犻））］

＝－犪１ｌｎ
犪１
犪１＋犫１

－犫１ｌｎ
犫１
犪１＋犫１

－
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（犪－犪１）ｌｎ
犪－犪１

犪－犪１＋犫－犫１
－

（犫－犫１）ｌｎ
犫－犫１

犪－犪１＋犫－犫１
．

又令犉（犪１，犫１）＝－犪１ｌｎ
犪１
犪１＋犫１

－犫１ｌｎ
犫１
犪１＋犫１

－

（犪－犪１）ｌｎ
犪－犪１

犪－犪１＋犫－犫１
－（犫－犫１）ｌｎ

犫－犫１
犪－犪１＋犫－犫１

，

求解犉（犪１，犫１）的最大值．对犉（犪１，犫１）求偏导数，得

方程组：

犉

犪１
＝０

犉

犫１

烅

烄

烆
＝０

．

解该方程组得：犪１
犫１
＝
犪
犫
．此时，

犪２
犫２
＝
犪
犫
，这表明函数

犉（犪１，犫１）在
犪１
犫１
＝
犪２
犫２
＝
犪
犫
处取得最大值－犪ｌｎ

犪
犪＋犫

－

犫ｌｎ
犫
犪＋犫

．所以，犉（犪１，犫１）－犪ｌｎ
犪
犪＋犫

－犫ｌｎ
犫
犪＋犫

．

根据以上①，②和③，有

∑
狓犻∈犘１

［－μ
犅犻
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻
犡
（狓犻）－（１－μ

犅犻
犡
（狓犻））ｌｎ（１－μ

犅犻
犡
（狓犻））］

 ∑
狓犻∈犙犻∪犙犼

［－μ
犅犻
犡
（狓犻）ｌｎμ

犅犻
犡
（狓犻）－（１－μ

犅犻
犡
（狓犻））·

ｌｎ（１－μ
犅犻
犡
（狓犻））］．所以，犱犣（犉

犅犻＋１
犡
）犱犣（犉

犅犻
犡
）．

综上所述，定理６得证． 证毕．

当属性增量Δ犅犻将犘１划分为犙犻，犙犼（犙犻≠，

犙犼≠，犙犻∩犙犼≠）两个细的知识颗粒时，即犘１＝

犙犻∪犙犼，犡犝，如果

｜犘１∩犡｜

｜犘１｜－｜犘１∩犡｜
＝

｜犙犻∩犡｜

｜犙犻｜－｜犙犻∩犡｜
＝

｜犙犼∩犡｜

｜犙犼｜－｜犙犼∩犡｜
，

则称犘１被属性增量Δ犅犻“成比例”细分．特别地，当

犙犻＝或者犙犼＝（即犘１ 没有被分解）时，我们视

为一种特殊的“成比例”细分．

推论１．　当且仅当属性增量 Δ犅犻将犝／犅犻＝

｛犘１，犘２，…，犘狉｝中的每个知识颗粒进行“成比例”细

分时，有犱犣（犉
犅犻
犡
）＝犱犣（犉

犅犻＋１
犡
）．

如果属性增量Δ犅犻将犝／犅犻＝｛犘１，犘２，…，犘狉｝

中的某个知识颗粒进行“不成比例”细分后，粗糙集

的模糊性将严格递减．

续例２．　设犡＝｛狓６，狓７，狓８，狓９｝，犝／｛犪１，犪２｝

犝／｛犪１｝，则

　犉
｛犪
１
｝

犡 ＝
２

７
，２
７
，２
７
，２
７
，２
７
，２
７
，２
７
，１，１，０，０，｛ ｝０ ；

　犉
｛犪
１
，犪
２
｝

犡 ＝ ０，
２

６
，２
６
，２
６
，２
６
，２
６
，２
６
，１，１，０，０，｛ ｝０ ．

由第３节可知，犱犓狇（犉
｛犪
１
，犪
２
｝

犡
）＝

４

槡６３
＞犱犓狇（犉

｛犪
１
｝

犡
）＝

４

槡７ ３
，这与人们的认知相悖．用犱犣（·）计算得

犱犣（犉
｛犪
１
｝

犡
）＝

－１

１２ｌｎ２

２

７
ｌｎ
２

７
＋
５

７
ｌｎ（ ）５７（ ）×７＋０

＝
１

１２ｌｎ２
×６５．８８；

犱犣（犉
｛犪
１
，犪
２
｝

犡
）＝

－１

１２ｌｎ２

２

６
ｌｎ
２

６
＋
４

６
ｌｎ（ ）４６（ ）×６＋０

＝
１

１２ｌｎ２
×４５．５６．

可见，犱犣（犉
｛犪
１
｝

犡
）＞犱犣（犉

｛犪
１
，犪
２
｝

犡
）．这说明二次模糊

度随着知识粒度的减小反而增加，犱犣（·）随着知识粒

度的减小而单调递减．

续例３．设犝＝｛狓１，狓２，…，狓１０｝，犝／犅犻＝｛｛狓１，

狓２，狓３｝，｛狓４，狓５，狓６，狓７｝，｛狓８，狓９，狓１０｝｝，犝／犅犻＋１＝

｛｛狓１，狓２，狓３｝，｛狓４，狓５，狓６，狓７｝，｛狓８，狓９｝，｛狓１０｝｝，

犡＝｛狓３，狓４，狓５，狓６，狓７｝，则ρ犅犻
（犡）＝ρ犅犻＋１

（犡）＝
３

７
；

犈犅犻（犡）＝
３

７０
（８＋ｌｏｇ

７２９
２ ），犈犅犻＋１（犡）＝

３

７０
（８＋ｌｏｇ

１０８
２ ），

所以，犈犅犻（犡）＞犈犅犻＋１（犡）；而模糊集犉
犅犻
犡
和犉

犅犻＋１
犡
相

等（犉
犅犻
犡 ＝犉

犅犻＋１
犡 ＝

１

３
，１
３
，１
３
，１，１，１，１，０，０，（ ）０ ），所

以，犱犣（犉
犅犻
犡
）＝犱犣（犉

犅犻＋１
犡
）．这说明与集合犡无关的知

识颗粒的细化导致粗糙熵严格递减，但模糊度犱犣（·）

不变．

式（９）依赖两部分信息熵，既利用了度量不确定

性的Ｓｈａｎｎｏｎ熵，也结合粗糙集的特点，同时构造

集合犡 的边界域中属于犡 的那部分元素“贡献”的

不确定性和不属于犡 的那部分元素“贡献”的不确

定性，非常直观．随着集合犡 的边界域上的知识颗

粒的“不成比例”的细分，粗糙集的模糊度将严格递

减；而集合犡边界域上的知识颗粒被“成比例”细分

时，粗糙集的模糊度不变．这更加准确地刻画出人们

对不确定性问题的认知规律．

５　不同知识粒度下粗糙集的粗糙度和

模糊度的变化关系

这里主要讨论粗糙度ρ犅（·）和模糊度犱犣（·）在分

层递阶的近似空间中随知识粒度的变化而变化的

关系．

性质１．　设信息系统犛＝（犝，犃，犞，犳）中，犅

５９５１９期 王国胤等：不同知识粒度下粗糙集的不确定性研究



犃，犡犝，如果犡 是关于犅 精确的，则犱犓犾（犉
犅
犡
）＝

犱犓狇（犉
犅
犡
）＝犱犣（犉

犅
犡
）＝０．

这个性质表明，任何关于犅的精确集的模糊度

都等于０．除了用数值来表示粗糙集的不确定特征

外，也可以用拓扑特征［２２］来刻画．

（１）如果犅（犡）≠，珚犅（犡）≠犝，称犡 是粗糙可

定义的；

（２）如果犅（犡）＝，珚犅（犡）≠犝，称犡 是内不可

定义的；

（３）如果犅（犡）≠，珚犅（犡）＝犝，称犡 是外不可

定义的；

（４）如果犅（犡）＝，珚犅（犡）＝犝，称犡 是全不可

定义的．

性质２．　设信息系统犛＝（犝，犃，犞，犳）中，犅

犃，犡犝，如果犱犣（犉
犅
犡
）＝１，则ρ犅（犡）＝１，且犡关于

犅是全不可定义的．

这个性质的逆不一定成立．即一个集合犡 关于

犅 是全不可定义时，它的粗糙度等于１，但是模糊度

不一定等于１．

性质３．　设信息系统犛＝（犝，犃，犞，犳）中，犅１

犅２犃，犡犝，且ρ犅１
（犡）＞ρ犅２

（犡），则犱犣（犉
犅
１
犡
）＞

犱犣（犉
犅
２
犡
）．

该性质说明，在一条属性链上，如果粗糙度降

低，必然导致粗糙集的模糊度降低．该性质的逆不一

定成立，即如果犱犣（犉
犅
１
犡
）＞犱犣（犉

犅
２
犡
）时，ρ犅１

（犡）＞

ρ犅２
（犡）不一定成立．这说明粗糙集的模糊度降低

时，粗糙度未必降低．

性质４．　设信息系统犛＝（犝，犃，犞，犳）中，犅１

犅２犃，犡犝，如果犱犣（犉
犅
１
犡
）＝犱犣（犉

犅
２
犡
），则ρ犅１

（犡）＝

ρ犅２
（犡）．

随着分层递阶的近似空间中知识粒度的减小，

如果粗糙集的模糊度不变，则粗糙集的粗糙度也不

变．性质３和性质４表明模糊度比粗糙度对知识粒

度的变化更“灵敏”．

性质５．　设信息系统犛＝（犝，犃，犞，犳）中，犅１

犅２犃，且犌（犝／犅１）＞犌（犝／犅２），则ρ犅１
（犡）ρ犅２

（犡），

犱犣（犉
犅
１
犡 ）犱犣（犉

犅
２
犡 ）．

随着近似空间中的知识粒度的减小，粗糙集的

粗糙度、模糊度不一定严格递减．

性质６．　设信息系统犛＝（犝，犃，犞，犳）中，犅１

犅２犃，犡犝，如果ρ犅１
（犡）＞ρ犅２

（犡）或者犱犣（犉
犅
１
犡
）＞

犱犣（犉
犅
２
犡
），则犌（犝／犅１）＞犌（犝／犅２）．

在分层递阶的近似空间中，知识粒度随着粗糙

集的粗糙度或模糊度的降低而必然降低．

性质７．　设信息系统犛＝（犝，犃，犞，犳）中，犅

犃，犡犝，若ρ犅（犡）＜１，则犱犣（犉
犅
犡
）＜１．

在分层递阶的近似空间中，这些性质刻画了粗

糙度、模糊度随知识粒度的变化而变化的规律．本文

给出的粗糙集模糊度犱犣（·）随知识粒度的变化规律

更加符合人们的认知规律．

６　结束语

粗糙集的粗糙度、粗糙熵、模糊度和模糊熵虽然

都是度量粗糙集的不确定性的，但它们之间有一定

的联系和区别．粗糙性从集合的边界区域的角度来

刻画粗糙集的不确定性，随着知识粒度的减小，如果

集合的边界区域变小，粗糙度降低，粗糙集的不确定

性下降，具有很好的直观性；而粗糙集的模糊性用元

素属于某个集合的隶属函数的大小来刻画粗糙集的

不确定性，与集合的边界区域大小和知识粒度的大

小有关．粗糙集的粗糙性具有一定的“几何”特点，而

模糊性具有一定的“代数”特点，它们从直观和抽象

两个方面分别刻画出粗糙集的不确定性，具有一定

的互补性．本文从信息熵的角度提出了一种新的粗

糙集的模糊性度量方法犱犣（·），该方法用“两个”方

面的信息熵来刻画粗糙集的不确定性，具有非常形

象和直观的特点．这种模糊度既有信息熵度量不确

定性的优势（是两部分信息熵构成），又能克服粗糙

度和Ｌｉａｎｇ
［１８］定义的粗糙熵对粗糙集不确定性度量

的不足，也能弥补Ｃｈａｋｒａｂａｒｔｙ
［１０］等人提出的粗糙

集模糊度随着知识粒度减小反而可能增加的缺陷．

在研究中，我们发现不是满足定义８的任意模糊度

都会随着知识颗粒的细分而严格单调递减，因此，在

构造测量粗糙集的模糊度的测量方法时，除了满足

定义８外，还应该增加一个约束条件：随着知识颗粒

的细分，粗糙集的模糊度单调递减．
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