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基于曲率流的四边形主导网格的光顺方法
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摘　要　网格模型是计算机图形学和数字几何处理中运用最为广泛的三维几何表达方式．四边网格（以四边形为

主的网格）由于其符合人们对几何形状变化的自然感知，在表示三维几何上有其独有的优势，并且可以更为直接地

应用在几何造型、细分曲面、建筑设计等方面．文中针对四边形主导网格含有噪声的情况，设计了一种基于表面微

分属性的光顺方法，该方法具有易实现、计算效率高的特点．基于曲率流的几何扩散可以有效地保持原网格的几何

特征，同时还针对四边形主导网格的犜顶点进行了特殊处理．
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１　引　言

随着三维扫描获取技术的不断发展，三维数字

几何作为一种新的可视媒体表达方式，越来越多地

应用在工业设计、数字遗产、影视娱乐、游戏动画等

方面．对数字几何处理相关技术的研究也成为近年

来计算机图形学领域的研究热点．

在数字几何表达的多种形式中，网格模型以其

简单的表达方式、通用的表达能力、便于硬件绘制等

特点得到了最为广泛的应用．三角网格由于能够从

扫描获取和点云重构直接建模，已经大量应用于数

字几何处理的方方面面．以三角网格为对象进行几

何处理的研究，也较为深入并已成体系．最近，一种

新的网格结构———四边网格（以及四边形为主的网

格）出现并得到了越来越多的应用．同三角网格较为



自由的拓扑连接关系不同，四边网格的连接更为规

则，并且根据实际的需要大都沿着主曲率方向分布，

所以相比三角网格更能反映网格所表示几何形体的

形状变化，符合人们对形状的自然感知．四边网格由

于其规则的结构以及符合人们对三维形状的感知与

审美，可以比三角网格更为直接地应用在几何造型、

细分曲面、建筑设计等方面．

四边网格可以由三角网格重剖分生成，也可以

由３维动画设计师使用３Ｄｍａｘ或者 Ｍａｙａ等建模

软件直接设计得到．在重采样和设计的过程中，可能

会引入四边网格模型的不平滑，影响四边网格表达

形状的精确程度，并且给后续的应用带来负面效果．

本文将三角网格中常用的曲率流光顺的算法推广到

以四边形为主的网格（ｑｕａｄｄｏｍｉｎａｎｔｍｅｓｈ），并对

其中的犜顶点（见图５）做了特殊处理，使得原网格

在被光顺的同时，原有的几何特征还能得到充分的

保持．实验证明我们的算法效率很高，并且很容易编

程实现．我们还将算法从显式推广到隐式，使得算法

的参数更容易调节，便于用户使用．

２　相关工作

２．１　网格光顺

网格光顺的用途非常广泛，可以应用在模型去

噪、多分辨率分析等方面．目前绝大多数的网格光顺

算法都是针对三角网格．其中最简单的方法便是使

用拉普拉斯平滑［１］．该方法利用网格上的拉普拉斯

算子，将每个顶点移动到其邻域的平均位置．拉普拉

斯平滑效率高、实现简单，但是容易产生体积上的收

缩现象．

和图像平滑相比，网格光顺可以视作对网格的

一种滤波．根据滤波器是否为各向同性，网格光顺方

法可分为各向同性和各向异性两类．

各向同性光顺方法使用的滤波器对各个方向的

作用相同．Ｔａｕｂｉｎ
［２］的方法通过结合使用具有正的

和负的阻尼因子的两个滤波器以补偿体积的收缩，

不过该方法需要对参数进行非常合适的调节才能达

到比较好的效果．Ｄｅｓｂｒｕｎ等人
［３］基于几何扩散和

曲率流的思想，提出了隐式光顺的方法．该方法可以

对步长进行放大，提高了参数设置的自由度，并由于

使用曲率流而非等权值拉普拉斯平滑，该方法对网

格的三角剖分并不敏感，并且在保持几何特征方面

更加有效．国内在这方面也进行了相关的研究，刘新

国等［４］在能量优化过程中保持面片中点不变，并通

过迭代的方法求解．刘利刚等
［５］采用带约束的优化

方法进行网格平滑，通过求解稀疏线性系统，不需要

进行迭代操作．由于使用各向作用相同的滤波器，各

向同性的网格光顺方法相对简单，但是往往会造成

平滑之后重要特征的丢失．

各向异性的光顺方法主要是为了对网格进行光

顺的同时尽可能地保持网格原有的几何特征，如尖

边等．这类方法包括使用各向异性几何扩散的方

法［６８］、将位置和几何（法向）信息相结合的双边滤波

方法［９１０］、先对法向进行平滑并据此更新顶点坐标

的二阶段方法［１１１４］、通过优化一个包含坐标和法向

的能量的方法［１５］、把模型分成特征和非特征区域并

采用不同策略进行平滑的方法［１６］等．

同三角网格光顺进行了广泛的研究相比，对四

边网格进行光顺的研究显得不多．李桂清等
［１７］提出

了一种对任意多边形网格进行光顺的方法，但该方

法首先通过引入中心点对１个狀边形分解为狀个三

角形，然后再将生成的三角网格进行槡３细分，并引

入边交换操作使得细分网格面片形状较为规则，该

方法本质上还是三角网格上的拉普拉斯平滑．

Ｚｈａｎｇ等
［１８］将基于曲面扩散的光顺方法推广到四

边网格，该方法只针对纯四边形网格进行操作，每个

四边形用双线性插值进行参数化，推导过程较为复

杂，并因为函数的积分无显式解而引入了数值积分．

以上两种方法都没有对四边形主导网格的犜顶点

进行特殊处理．

２．２　四边网格

同三角网格可以基于三维扫描技术获取不同，

四边网格往往是通过动画师手工设计，这也是因为

四边网格的结构更加符合人们对于形状的感知，便

于设计表达．

除了手工设计，近年来研究得比较多的是如何

从三角网格作为输入，通过进行网格重采样，生成以

四边形为主的网格．进行重采样的依据是网格上的

主曲率方向场，因为该方向场能够体现出形状的变

化，并能够为四边网格生成提供几何结构上的引导．

为了使重采样后的四边网格形状尽可能规则，一些

犜顶点在重采样的过程中被引入，最终生成的实际

上是一种以四边形为主的网格．这方面代表性的工

作有文献［１９２３］所述的工作．

本文第３节给出一些预先的符号定义；第４节着

重讨论基于曲率流的四边网格的光顺算法；第５节

讨论如何处理四边形主导网格上的犜顶点；第６节

将迭代的光顺算法推广到隐式；实验结果在第７节
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给出；第８节总结全文．

３　符号和定义

在文中我们将待光顺的网格记为犕，网格上所

有顶点集合为犞，边集合记为犈．网格顶点记为狏犻，

与狏犻邻接（有网格边相连）的顶点记为狏犼，连接狏犻与

狏犼的边记为犲犻犼．与狏犻邻接的网格顶点的个数称为狏犻

的度．

基于曲率流的网格光顺算法是在每个网格顶点

狏犻估算出该点的平均曲率法向量犎（狏犻）．网格顶点

的更新沿着平均曲率法向量的反方向移动，即

狏犻

狋
＝－λ犎（狏犻），λ＞０ （１）

在经典的微分几何中，平均曲率法向量的定

义是

犎（狏犻）＝
犃
２犃

（２）

其中犃是狏犻处的面积微元，是对狏犻的狓，狔，狕分量

求方向导数的算子．

在三角网格上，求解曲率流的方法是通过离散

微分几何，取狏犻的１环邻域作为面积微元犃 来求解

犎（狏犻）．在文献［３］中给出用余弦权值定义的三角网

格上顶点狏犻的平均曲率法向量：

犎（狏犻）＝
１

４犃∑犲犻犼∈犈
（ｃｏｔα犼＋ｃｏｔβ犼）（狏犻－狏犼）　 （３）

其中α犼和β犼是边犲犻犼在邻接的两个三角面片中的对

角，如图１所示．

图１　三角网格顶点狏犻及其１环邻域

其中，

△狏犻狏犼狏犼＋１

狏犻
＝
１

２
ｃｏｔα犼（狏犻－狏犼）＋

１

２
ｃｏｔβ犼＋１（狏犻－狏犼＋１）

（４）

４　基于曲率流的四边网格光顺算法

本节着重讨论如何在四边网格上进行基于曲率

流的光顺，暂不考虑犜顶点的情形．对于规则四边网

格中的一个顶点狏犻，我们取其在四边网格上的１环

邻域作为面积微元来进行研究，其中狏犼（＝０，１，２，３）

是与狏犻邻接的网格顶点，狏

犽（＝０，１，２，３）是狏犻在与

其关联的四边形面片中的对顶点，如图２所示．

图２　四边网格顶点狏犻及其１环邻域

由于四边网格每个面片的四个顶点无法保证严

格在一个平面上，这给定义面片的面积带来了很大

的困难［１８］．因此，我们在四边网格每个面片的中心

引入一个虚拟顶点，如图３所示．其中

狏０犾＝
１

４
（狏犻＋狏

０
犼＋狏

０
犽＋狏

１
犼） （５）

图３　四边网格面片引入虚拟顶点

这样，每个四边网格面片的面积可以近似表示

为四个网格顶点和虚拟顶点所组成的四个三角形的

面积之和，即

犛狏犻狏
０
犼
狏０犽狏

１
犼
＝犛△狏０犾狏犻狏

０
犼
＋犛△狏０犾狏

０
犼
狏０犽
＋犛△狏０犾狏

０
犽狏
１
犼
＋犛△狏０犾狏

１
犼
狏犻

（６）

于是在顶点的平均曲率法向量可以化为

犎（狏犻）＝
犃
２犃
＝
１

２犃
（狏犻狏

０
犼
狏０犽狏

１
犼
＋狏犻狏

１
犼
狏１犽狏

２
犼
＋

狏犻狏
２
犼
狏２犽狏

３
犼
＋狏犻狏

３
犼
狏３犽狏

０
犼
） （７）

其中，

犃＝犛狏犻狏
０
犼
狏０犽狏

１
犼
＋犛狏犻狏

１
犼
狏１犽狏

２
犼
＋犛狏犻狏

２
犼
狏２犽狏

３
犼
＋犛狏犻狏

３
犼
狏３犽狏

０
犼

（８）

狏犻狏
０
犼
狏０犽狏

１
犼
＝△狏０犾狏犻狏

０
犼
＋△狏０犾狏

０
犼
狏０犽
＋△狏０犾狏

０
犽狏
１
犼
＋△狏０犾狏

１
犼
狏犻

（９）

△狏０犾狏犻狏
０
犼
可化为

△狏０犾狏犻狏
０
犼
＝
△狏

０
犾狏犻狏

０
犼

狏犻
＋
△狏

０
犾狏犻狏

０
犼

狏
０
犾

狏
０
犾

狏犻

＝
△狏

０
犾狏犻狏

０
犼

狏犻
＋
１

４

△狏
０
犾狏犻狏

０
犼

狏
０
犾

（１０）
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由上式同理可得到△狏０犾狏
１
犼
狏犻
．

△狏０犾狏
０
犼
狏０犽
可化为

△狏０犾狏
０
犼
狏０犽
＝
△狏

０
犾狏
０
犼狏
０
犽

狏
０
犾

狏
０
犾

狏犻
＝
１

４

△狏
０
犾狏
０
犼狏
０
犽

狏
０
犾

（１１）

由上式同理可得到△狏０犾狏
０
犽狏
１
犼
．

于是将式（４）代入式（１０）、（１１）可展开计算式（９），

得到

狏犻狏
０
犼
狏０犽狏

１
犼
＝η

０
１·狏犻＋η

０
２·狏

０
犼＋η

０
３·狏

１
犼＋η

０
４·狏

０
犽

（１２）

其中，

η
０
１＝
３

４
λ
０
１－
１

４
λ
０
２－
１

４
λ
０
３－
１

４
λ
０
４

η
０
２＝
３

４
λ
０
２－
１

４
λ
０
１－
１

４
λ
０
３－
１

４
λ
０
４

η
０
３＝
３

４
λ
０
３－
１

４
λ
０
１－
１

４
λ
０
２－
１

４
λ
０
４

η
０
４＝
３

４
λ
０
４－
１

４
λ
０
１－
１

４
λ
０
２－
１

４
λ

烅

烄

烆
０
３

（１３）

上式中的系数为（各角度如图４所示）

　

λ
０
１＝
３

８
（ｃｏｔα

０
犾＋ｃｏｔβ

０
犾）＋

１

２
（ｃｏｔα

０
犼＋ｃｏｔβ

０
犼）

λ
０
２＝－

１

２
ｃｏｔα

０
犼－
１

８
（ｃｏｔγ

０
犾＋ｃｏｔγ

０
犽）

λ
０
３＝－

１

２
ｃｏｔβ

０
犼－
１

８
（ｃｏｔθ

０
犾＋ｃｏｔθ

０
犽）

λ
０
４＝－

１

８
（ｃｏｔα

０
犽＋ｃｏｔβ

０
犽

烅

烄

烆
）

（１４）

图４　狏犻狏
０
犼狏
０
犽狏
１
犼中各角度示意图

将式（１２）代入式（７）则可计算出网格顶点狏犻处

的平均曲率法向量犎（狏犻）取值为

犎（狏犻）＝
１

２犃
［（η

０
１＋η

１
１＋η

２
１＋η

３
１）·狏犻＋

（η
０
２＋η

３
３）·狏

０
犼＋（η

０
３＋η

１
２）·狏

１
犼＋

（η
１
３＋η

２
２）·狏

２
犼＋（η

２
３＋η

３
２）·狏

３
犼＋

η
０
４·狏

０
犽＋η

１
４·狏

１
犽＋η

２
４·狏

２
犽＋η

３
４·狏

３
犽］（１５）

其中，η
１
，η

２
，η

３
（＝１，２，３，４）是式（１２）作用在四边

形狏犻狏
１
犼狏
１
犽狏
２
犼，狏犻狏

２
犼狏
２
犽狏
３
犼和狏犻狏

３
犼狏
３
犽狏
０
犼上的结果．

值得指出的是，虽然我们对平均曲率法向量的

推导过程是按纯四边网格进行的，即网格上所有的

面片都是四边形，但通过引入虚拟顶点，上述推导可

以很容易地推广到含有狀边形（狀＞４）面片的四边形

主导网格．

另外，在将式（１５）的结果用在第６节的显示迭

代和隐式光顺算法中时，为了能更方便地调节迭代

步长，与文献［３］中类似，我们对狏犻的平均曲率法向

量预先用狏犻的系数的绝对值进行归一化，并且每次

光顺结束之后用文献［３］中的方法进行体积修正，避

免在光顺过程中的体积塌陷．

５　处理犜顶点和边界

四边形主导网格上的犜顶点是在设计或者重

采样过程中，为了使四边网格面片形状尽可能规则

而引入．犜顶点所在的一个网格面片的形状非常近

似于四边形，但实际上却是五边形，如图５中的阴影

面片．

对于犜顶点狏犜的光顺，我们采用一种更为自

然的方法，认为狏犜只和狏１，狏２两个相邻的网格顶点

发生作用（如图５所示），且

狏犜

狋
＝

２

｜狏犜狏１｜＋｜狏犜狏２｜
· 狏１－狏犜
｜狏犜狏１｜

＋
狏２－狏犜

｜狏犜狏２（ ）｜
（１６）

其中｜狏犜狏１｜和｜狏犜狏２｜是分别连接狏犜和狏１，狏２的网格

边的边长．实验中我们认为犜顶点是度为３，并且

关联的边夹角中其中一个显著地大于另外两个，如

图５中∠狏１狏犜狏２显著大于∠狏１狏犜狏３和∠狏２狏犜狏３．

图５　四边形主导网格上的犜顶点

另外对于狏１点曲率流的估计，我们忽略连接狏犜

和狏３的边，而采用如图６所示的１环邻域，这样可

以直接利用第４节中的曲率流计算方法对狏１进行

光顺．顶点狏２的情形和狏１相同．

图６　对狏１计算曲率流的１环邻域
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对于狏１，狏２中含有多个犜顶点的情况，可以依

次类推．

如果四边形主导网格含有边界，则对于边界上

的网格顶点狏犅可以找到与之相邻且同在边界上的

两个邻接顶点狏犅１，狏犅２，然后用式（１６）中处理犜顶

点的方法对边界网格顶点狏犅进行光顺．

６　隐式四边形主导网格的光顺算法

由第４节和第５节中的结果，很容易得到基于

迭代的四边形主导网格的光顺算法：

犞犻＋１＝（犐＋ω犔）·犞犻 （１７）

其中犞犻是第犻＋１次迭代前网格顶点的坐标，犞犻＋１是

迭代后网格顶点的坐标，犔是将网格顶点（除去犜顶

点和边界点）基于平均曲率法向量犎（狏犻）（见式（１５））

进行光顺的公式（１）、犜顶点及边界顶点更新公式

（１６）代入并整理出的扩展拉普拉斯矩阵，ω为迭代

步长，犐是单位矩阵．

基于文献［３］中的方法，可以很容易得到隐式的

四边形主导网格的光顺算法：

（犐－ω犔）犞犻＋１＝犞犻 （１８）

７　实验及结果分析

我们的实验环境是一台普通笔记本，ＣＰＵ 为

ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２Ｄｕｏ２ＧＨｚ处理器，内存为２ＧＢ．

我们将提出的网格光顺算法在多个四边形主导

网格模型上进行了测试，并对显示迭代和隐式算法

做了比较．

图７中是一个Ｔｏｒｕｓ模型的光顺结果，可以看

出在初始噪声很大的情况下，无论是显示迭代的方

法还是隐式方法都能很好地对噪声模型进行平滑，

并且隐式方法求解１次可以得到显示迭代若干次的

光顺效果．提高了计算效率．

图７　Ｔｏｒｕｓ模型的光顺

　　图８和图９分别是ＲｏｃｋＡｒｍ模型和Ｋｉｔｔｅｎ模

型的的光顺效果．可以看到我们的光顺算法可以得

到很好的结果，并且能有效地保持原网格上的几何

特征在光顺过程中不被丢失．

３个模型的规格和运行时间见表１．

表１　实验统计

模型 面片 迭代法用时 隐式法用时

Ｔｏｒｕｓ １００００ ５．７３１ｓ／１０次 ３．４０３ｓ／２次

ＲｏｃｋＡｒｍ ６１３２ ５．２９３ｓ／１５次 １．８４７ｓ／２次

Ｋｉｔｔｅｎ ６２６２０ ７１．５２２ｓ／２０次 ５８．７６２ｓ／４次

图８　ＲｏｃｋＡｒｍ模型的光顺
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图９　Ｋｉｔｔｅｎ模型的光顺

８　总结和展望

本文中，我们提出了基于曲率流的四边形主导

网格上的光顺算法，通过引入虚拟顶点可以很容易

地计算四边形主导网格顶点上的平均曲率法向量．

我们对四边形主导网格上的犜顶点进行了特殊处

理，还将迭代的光顺算法推广到隐式，提高了计算效

率．实验结果显示，我们的光顺算法实现简单、效率

高，并且可以有效保持原网格几何特征．

未来我们将着重研究四边网格上的微分属性，

将基于曲率流的光顺算法推广到各向异性，从而更

好地保持原网格几何特征．
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