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摘　要　通过对泛函网络的分析，提出了一种序列泛函网络模型及学习算法，而网络的泛函参数利用梯度下降法

来进行学习．在此基础上，给出了９种典型泛函方程对应的序列泛函网络求解模型以及一种基于序列泛函网络学

习算法的求解泛函方程方法．通过算例进行仿真实验，结果表明，该方法十分有效，具有收敛速度快、计算精度高、

泛化性能好等特点，解决了传统的数值方法难以求解泛函方程这个问题．该方法可用于一般泛函方程求解问题．
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１　引　言

Ｃａｓｔｉｌｌｏ（１９９８年）提出了泛函网络（ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ

ｎｅｔｗｏｒｋｓ）
［１２］的概念，在此基础上，１９９９年又提出

了序列泛函网络（ｓｅｒｉａｌｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｎｅｔｗｏｒｋｓ）模

型［３］．序列泛函网络是目前应用广泛的泛函网络模

型之一，它的泛函表达式是各个输入变量复合作用

效果的组合，是对递归人工神经网络的一般化推广

和简化．迄今为止，泛函网络已被成功地应用于系统

辨识［２］，混沌时间序列的预测，微分、差分和泛函方

程的求解，ＣＡＤ，线性、非线性回归
［３６］，计算机代



数［７１６］，混沌通信解码［１７］等；泛函网络在解决上述问

题中都表现出较好的性能．虽然泛函网络在应用方

面取得一定的成功，由于泛函网络是近几年刚提出

的，有些理论和应用方面的基础还不太健全，需要我

们不断提出更适合于所要解决问题的新模型，完善

基础理论，提出新的算法，更进一步拓展泛函网络的

应用范围．

针对目前人们对泛函网络研究的现状，我们基

于泛函网络拓扑结构的特点，采用复合函数或映射

合成的观点，设计出了一类序列泛函网络模型，提出

了一种序列泛函网络学习算法，而网络的泛函参数

利用梯度下降法来进行学习．在此基础上，给出了９

种求解典型泛函方程序列泛函网络模型以及一种基

于序列泛函网络学习算法的求解泛函方程方法．最

后，利用序列泛函网络来求解泛函方程并通过一应

用实例进行仿真实验，结果表明，该算法十分有效，

具有收敛速度快、计算精度高、泛化性能好等特点，

较好地解决了传统的数值方法难以求解泛函方程这

个问题，对于求解一般泛函方程具有较高的参考

价值．

２　序列泛函网络

序列泛函网络［３］以单层泛函单元（ｏｎｅｌａｙｅｒ

ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｕｎｉｔｓ）序列为基本部件，依据系统的层次特

性，借助于函数映射合成的观点，构造相应的泛函网

络模型，这样既保留了泛函网络的特性和优点，又能

在物理意义上很好地逼近具有迭代结构的问题系统，

它的拓扑结构描述的是一个迭代函数变换系统．因

此，首先有必要对泛函网络的拓扑结构做一简要介绍．

２１　泛函网络

泛函网络由以下元素组成：（１）输入单元层．这

是输入数据的一层单元．输入单元以带有相应名字

的实心圆表示；（２）输出单元层．这是最后一层单

元，用于输出网络的结果数据．输出单元也是以带有

相应的名字的实心圆表示；（３）一层或多层神经元

或计算单元．每一个神经元是一个计算单元，它计算

一组来自前一层神经元或输入单元的输入值，并为

下一层神经元或输出单元提供一组输入数据．计算

单元相互连接，每一个神经元的输出可作为另一个

神经元或输出单元数据的一部分，一旦给定输入值，

输出便由神经元的类型确定．它由一函数定义．例

如，假定我们有一个神经元具有狊个输入（狓１，狓２，

…，狓狊）及犽个函数犳犼，犼＝１，２，…，犽，使得狔犼＝

犳犼（狓１，狓２，…，狓狊）；犼＝１，２，…，犽．函数犳犼由网络的结

构确定，神经元由带有相应的犳犼函数名称圆圈来表

示；（４）有向连接线．它们将输入层、第一层神经元、

第二层神经元、最后一层神经元及输出单元连接起

来，箭头表示信息流动的方向，所有这些一起形成网

络结构．它确定了网络的泛函能力．网络的结构是指

神经元的组织及包含的连接．图１给出一个典型的

泛函网络模型．

图１　一个泛函网络模型图

从泛函网络模型结构可看出，除了它本身结构

特点外，最大的缺陷是该类型网络无反馈功能，这对

人们处理具有层次序列特征的问题带来不便，它有

可能造成网络的规模急剧地增加，使得系统建模变

得更加复杂．因此，考察序列泛函网络结构模型、学

习算法和应用，具有重要的理论意义和应用价值．

２２　序列泛函网络

序列泛函网络 ＳＦＮ（ＳｅｒｉａｌＦｕｎｃｔｉｏｎａｌＮｅｔ

ｗｏｒｋｓ）是以单层泛函单元（ｏｎｅｌａｙｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ

ｕｎｉｔｓ）序列为基本部件，依据构成该系统的先后次

序这个特性，再结合函数映射合成的观点构造出来

的泛函网络，我们称之为序列泛函网络（图２）．

图２　序列泛函网络ＳＦＮ（○代表泛函神经元犳犻）

在图２中，犳１，犳２，…，犳狀表示狀个泛函神经元，狓

表示输入变量，狔狀＋１表示输出变量，该网络的输出

狔狀＋１ ＝犳狀（犳狀－１（…犳１（狓）…）） （１）

　　特别地，对犻，犳犻＝犳，方程（１）可变为

狔狀＋１ ＝犳（犳（…犳（狓）…））＝犳
（狀）（狓） （２）

　　根据Ｃａｓｔｉｌｌｏ的做法
［１］，对每一泛函神经元犳犻

来说，都可表示成一个已知函数簇的线性组合的

形式

犳犻（狓）＝∑
犿

犼＝１

犪犻犼φ犻犼（狓）＝犪
Ｔ
犻φ犻（狓），犻＝１，２，…，狀

（３）

其中｛φ犻犼（狓），犻＝１，２，…，狀，犼＝１，２，…，狀｝是给定

的，适合于逼近犳犻到期望精度的，线性独立的函数
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集，φ犻（狓）＝（φ犻１（狓），φ犻２（狓），…，φ犻狀（狓））
Ｔ，犪犻＝（犪犻１，

犪犻２，…，犪犻狀）
Ｔ．系数犪犻犼是序列泛函网络的参数．

根据式（３），对每一泛函神经元犳犻（犻＝１，２，…，

狀），我们有

犳１（狓）＝∑

犿
１

犼＝１

犪１犼φ１犼（狓）＝犪
Ｔ
１φ１（狓）

犳２（狓）＝∑

犿
２

犼＝１

犪２犼φ２犼（狓）＝犪
Ｔ
２φ２（狓）

　

犳狀（狓）＝∑

犿狀

犼＝１

犪狀犼φ狀犼（狓）＝犪
Ｔ
狀φ狀（狓

烅

烄

烆 ）

（４）

再根据式（１），我们有如下表达式

狔狀＋１ ＝犪
Ｔ
狀φ狀（犪

Ｔ
狀－１φ狀－１（…（犪

Ｔ
１φ１（狓））…） （５）

　　从式（５）可看出，序列泛函网络本质上对应的仍

然是一泛函变换序列，它的拓扑结构描述的是一个

迭代函数变换系统．

３　序列泛函网络学习算法

同ＡＮＮ一样，泛函网络也要学习，所不同的是

泛函网络不是权的学习，而是结构和参数的学习，学

习的目的就是求出神经元函数的精确表达式或近似

表达式．因而有两种学习方式：精确学习和近似学

习．精确学习就是确定泛函网络所表示的泛函方程

的解函数，但在实际应用中，往往不知道泛函方程的

精确解，那么可用一些数据样本近似学习泛函函数．

近似学习就是依据给定样本来评价神经元函数，其

基本方法是线性组合基函数簇的函数，并且优化线

性组合中的系数，如果函数是线性的，用相关优化函

数产生一组线性方程组，评价其系数，如果函数是非

线性的，存在着多个最优参数，用梯度下降法迭代出

最佳参数．对于序列泛函网络来说，对于式（５）函数

是线性的情形简单，本文我们考虑函数是非线性的

情形的学习算法．

设误差函数可表示为

犲狆 ＝犱狆－狔狆 ＝

犱狆－犪
Ｔ
狀φ狀（犪

Ｔ
狀－１φ狀－１（…（犪

Ｔ
１φ１（狓狆））…）（６）

式中犱狆为第狆个训练模式的期望输出．这样为了找

到最优的网络参数，我们需要最小化下面的误差平

方和（犘为当前训练模式数）：

犈０ ＝∑
犘

狆＝１

犲２狆 ＝

∑
犘

狆＝１

［犱狆－犪
Ｔ
狀φ狀（犪

Ｔ
狀－１（…（犪

Ｔ
１φ１（狓狆））…）］

２
　（７）

　　为了保证序列泛函网络表达式的惟一性，需要

给出网络的一些初值．在这里我们设网络的初始

值为

　犳犻（狓犻，０）＝犪
Ｔ
犻φ犻（狓犻，０）＝狌犻，０，犻＝１，２，…，狀 （８）

式中狌犻，０是给定的一些常数，在许多情况下可能并

不需要所有的狀个初始值，但为了找到一般的学习

算法，我们还需要假设出所有的初始条件．这样通过

加惩罚项（式（７）中犈０），即可得到如下的目标函数

犈＝犈０＋犮∑
狀

犻＝１

（犳犻（狓犻，０）－狌犻，０）
２
＝

∑
犘

狆＝１

［犱狆－犪
Ｔ
狀φ狀（犪

Ｔ
狀－１（…（犪

Ｔ
１φ１（狓狆））…）］

２
＋

犮∑
狀

犻＝１

（犳犻（狓犻，０）－狌犻，０）
２ （９）

　　式（９）对参数犪犻（犻＝狀，狀－１，…，１）求偏导得

犈

犪狀
＝－２∑

犘

狆＝１

犲狆φ狀（犪
Ｔ
狀－１（…（犪

Ｔ
１φ１（狓狆））…）＋２犮（犳狀（狓狀，０）－狌狀，０）φ狀（狓狀，０）

犈

犪狀－１
＝－２∑

犘

狆＝１

犲狆犪
Ｔ
狀φ′狀（犪

Ｔ
狀－１（…（犪

Ｔ
１φ１（狓狆））…）·φ狀－１（犪

Ｔ
狀－２（…（犪

Ｔ
１φ１（狓狆）…））＋

　　　　２犮（犳狀－１（狓狀－１，０）－狌狀－１，０）φ狀－１（狓狀－１，０）

犈

犪狀－２
＝－２∑

犘

狆＝１

犲狆犪
Ｔ
狀φ′狀（犪

Ｔ
狀－１（φ′狀－１（…（犪

Ｔ
１φ１（狓狆））…））·φ狀－２（犪

Ｔ
狀－３（…（犪

Ｔ
１φ１（狓狆）…））＋

　　　　２犮（犳狀－２（狓狀－２，０）－狌狀－２，０）φ狀－２（狓狀－２，０）

　

犈

犪１
＝－２∑

犘

狆＝１

犲狆犪
Ｔ
狀φ′狀（犪

Ｔ
狀－１（φ′狀－１（…（犪

Ｔ
２（φ′２（犪

Ｔ
１φ１（狓狆））…））·φ１（狓狆）＋

　　　　２犮（犳１（狓１，０）－狌１，０）φ１（狓１，０

烅

烄

烆 ）

（１０）
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　　可以通过下式来自适应地调整泛函网络参数

犪犻（狀＋１）＝犪犻（狀）＋
１

２μ
－
犈

犪（ ）
犻

，犻＝１，２，…，狀

（１１）

式中，μ是学习率．

４　基于序列泛函网络的泛函方程求解

泛函方程理论［１８］自１８１５年 Ｂａｂｂａｇｅ提出以

来，逐渐发展成为数学的一个分支，迄今为止，任意

给定一个泛函方程，在许多情况下，寻求它的解（如

泛函方程φ（φ（狓））＝犳（狓））仍然是一件很困难的事

情．针对这类问题，在本节，以一些典型的泛函方程

为例，利用序列泛函网络的拓扑结构和学习算法来

寻求泛函方程的近似解．为了以下叙述方便，首先，

我们先给出一些量的定义，在此基础上，设计出一类

典型的泛函方程对应的泛函网络求解模型．

设狓是实数或狀维实向量，犳（狓）是已知函数，

犐（狓）是恒等函数，φ（狓）是未知函数，它是通过给定

的泛函方程所求的函数，犮是任意给定的常数，

（狓，犳（狓））是给定的训练样本数据．

４１　序列泛函网络模型

４．１．１　逆函数方程

φ（犳（狓））＝狓 （１２）

　　该方程的解为φ＝犳
－１．对应的序列泛函网络见

图３．

图３　求解逆函数方程网络结构

从网络的结构可看出，用泛函网络求解这个方

程最简单的方法是将目标数据集和输入训练数据集

交换即可完成．

４．１．２　Ｓｃｈｒǒｄｅｒ′ｓ方程

φ（犳（狓））＝犮φ（狓） （１３）

　　Ｓｃｈｒǒｄｅｒ′ｓ方程
［１９］是最重要的泛函方程之一，

它对于解决其它泛函方程具有指导意义．若φ（·）

是双射函数，则该方程可写成

犳（狓）＝φ
－１（犮φ（狓）） （１４）

　　对应的泛函网络见图４．

图４　Ｓｃｈｒǒｄｅｒ′ｓ方程泛函网络模型

其中，犐（·）为恒等泛函神经单元．

４．１．３　Ａｂｅｌ′ｓ方程

φ（犳（狓））＝φ（狓）＋犮 （１５）

　　若φ（·）是双射函数，则该方程可写成

犳（狓）＝φ
－１（φ（狓）＋犮） （１６）

　　对应的泛函网络见图５．

图５　Ａｂｅｌ′ｓ方程泛函网络模型

４．１．４　ＩｔｅｒａｔｉｖｅＲｏｏｔｓ方程

φ（φ（狓））＝犳（狓） （１７）

　　该方程对应的泛函网络见图６．

图６　ＩｔｅｒａｔｉｖｅＲｏｏｔｓ方程泛函网络模型

ＩｔｅｒａｔｉｖｅＲｏｏｔｓ方程本质上是一组迭代函数．

它的逆问题在动力系统、混沌系统和工业处理控制

过程中都有着广泛的应用．特别地，当犳（狓）＝狓时，

该方程便是著名的Ｂａｂｂａｇｅ方程．

４．１．５　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ方程

φ
狀（狓）＝犳

犿（狓） （１８）

其中狀，犿是正整数．该方程对应的泛函网络见图７．

图７　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ方程泛函网络模型

４．１．６　ＣｏｍｍｕｔｉｎｇＦｕｎｃｔｉｏｎｓ方程

φ（犳（狓））＝犳（φ（狓）） （１９）

　　该泛函方程所表示的意义是两个函数的次序可

交换，对应地泛函网络的输出保持不变．对应的泛函

网络模型见图８．

图８　ＣｏｍｍｕｔｉｎｇＦｕｎｃｔｉｏｎｓ方程泛函网络模型
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４．１．７　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ方程

φ（狓）＝φ（狓＋犮） （２０）

　　该方程中常数犮表示的意义是对输入数据进行

放大或缩小，使得函数的值前后不变，它为函数的周

期．对应的泛函网络模型见图９．

图９　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ方程泛函网络模型

４．１．８　Ｇａｍｍａ函数方程

狓φ（狓）＝φ（狓＋１） （２１）

　　对给定的整数，该方程定义狓！；对任意一实数

狓来说，该方程的一个解是一个Ｅｕｌｅｒ′ｓＧａｍｍａ函

数；除此之外，它还有其它的解，对应的泛函网络模

型见图１０．

图１０　Ｇａｍｍａ函数方程泛函网络模型

４．１．９　Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍｓ方程

犮φ（狓）＝φ（φ（犮狓）） （２２）

　　这个方程在动力系统归一化理论等领域有着广

泛的应用［２０］．该泛函方程对应的泛函网络模型见

图１１．

图１１　Ｆｅｉｇｅｎｂａｕｍｓ方程泛函网络模型

４２　表达式唯一性

引理１
［２１］．　平移泛函方程：

犉［犉（狓，犿），狀］＝犉（狓，犿＋狀）；

狓，犳（狓，狀）∈ （犪，犫）；犿，狀∈犚．

若以下条件有一个成立：

（１）犉（狓，狀）关于狀对每一个狓值和关于狓对无

数个狀，犉（狓，狀）是严格单调的；

（２）犉（狓，狀）关于狓对每一个狀值和关于狀对于

狓＝狓０，即狓是一固定的值，犉（狓，狀）是连续的，

则犉（狓，狀）有通解：

犉（狓，狀）＝犵
－１［犵（狓）＋狀］，

其中犵（·）是任一严格单调实函数．

由以上引理，我们可看出，函数犳的狀 次迭代

可写成

犳
（狀）（狓）＝犉（狓，狀）＝犵

－１［犵（狓）＋狀］，

　　特别当狀＝１时，

犳（狓）＝犉（狓，１）＝犵
－１［犵（狓）＋１］．

　　在泛函网络中一个重要的问题就是表达式唯一

性（ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ）问题，也就是一个

泛函方程有多种表达式时，它们各种表达式之间的

关系如何 ？以下我们以 Ａｂｅｌ′ｓ方程 （见图 ５）、

Ｓｃｈｒǒｄｅｒ′ｓ方程（见图４）为例，考察其网络输出表达

式的唯一性．

定理１．　设泛函方程（１５）或（１６）存在两个不

同函数φ（狓）和γ（狓），若满足：

φ
－１［φ（狓）＋犮］＝γ

－１［γ（狓）＋犮］ （２３）

其中犮，犱是任意常数，则有

φ（狌）＝γ（狌）＋犱 （２４）

　　证明．　根据方程（１４），我们可写成

γφ
－１［φ（狓）＋犮］＝γ（狓）＋犮；狓 （２５）

　　置狓＝γ
－１（狓），我们可得到

γφ
－１［φ（γ

－１（狓））＋犮］＝γ（γ－
１（狓））＋犮

＝狓＋犮；狓，

　　进一步，我们令：狊（狓）＝φ（γ
－１（狓）），代入上

式，有

狊（狓）＋犮＝狊（狓＋犮） （２６）

　　该方程是一个差分方程，它的一般解为

狊（狓）＝狓＋犱φ（γ
－１（狓））＝狓＋犱γ－

１（狓）

＝φ
－１（狓＋犱） （２７）

式（２７）意味着

φ（狌）＝γ（狌）＋犱，

其中犱是任意常数． 证毕．

同样的方法，我们可考虑Ｓｃｈｒǒｄｅｒ′ｓ方程表达

式的唯一性．

定理２．　设泛函方程（１３）或（１４）存在两个不

同函数φ（狓）和γ（狓），若满足：

φ
－１［犮φ（狓）］＝γ

－１［犮γ（狓）］ （２８）

其中犮，犱是任意常数，则有

φ（狌）＝犱γ（狌） （２９）

　　证明．　根据方程（１３），我们可写成

γφ
－１［犮φ（狓）］＝犮γ（狓）；狓 （３０）

　　置狓＝γ
－１（狓），我们可得到

γφ
－１［犮φ（γ

－１（狓））］＝犮γ（γ－
１（狓））＝犮狓；狓

（３１）

　　进一步，我们令：狊（狓）＝φ（γ
－１（狓）），代入上
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式，有

犮狊（狓）＝狊（犮狓） （３２）

　　同样，该方程是一个差分方程，它的一般解为

狊（狓）＝犱狓φ（γ
－１（狓））＝犱狓γ

－１（狓）＝φ
－１（犱狓）

（３３）

　　这样，我们可得到

φ（狌）＝犱γ（狌）

其中，犱是任意常数． 证毕．

５　仿真结果及分析

为了验证文中所提出序列泛函网络学习算法的

有效性，定义均方误差

犚犕犛犈 ＝
１

犘∑
犘

犻＝１

‖狔犻－狔^犻‖槡
２ （３４）

其中，^狔犻表示网络的输出，狔犻表示网络的实际输出，犘

表示学习样本数．

例１．　用序列泛函网络（图５）求解Ａｂｅｌ′ｓ方程

犳（狓）＝φ
－１（φ（狓）＋犮）．

其中：犳（狓）是任意给定的函数；φ（狓）是待确定的函

数，即所给泛函方程的解．对于有教师的训练算法来

讲，事先给定一组学习样本数据 ｛（狓犻，狔犻）｜犻＝１，

２，…，狀｝，此处，狔犻＝犳（狓犻）．根据泛函方程（９）可得到

φ（狔犻）＝φ（狓犻）＋犮，犻＝１，２，…，狀 （３５）

　　我们将φ（·）表示成一个已知函数簇｛γ犻（狓）｜

犻＝１，２，…，犿｝的线性组合的形式，即

φ（狓）＝∑
犿

犻＝１

犮犻γ犻（狓） （３６）

则误差代价函数为

犲犻＝φ（狓犻）－φ（狔犻）＋犮＝∑
犿

犼＝１

犮犼（γ犼（狓犻）－γ犼（狔犻））＋犮

（３７）

　　为了得到泛函参数犮１，犮２，…，犮犿，我们需要最小

化误差平方和

犈＝∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

犮犼（γ犼（狓犻）－γ犼（狔犻））＋（ ）犮
２
（３８）

　　为了得到一般求解算法，设泛函网络（见图５）

的初始条件为

φ（狓０）＝∑
犿

犼＝１

犮犼γ犼（狓０）＝α （３９）

其中 ，α是给定的常数．这样，可得到如下目标函数

犈＝∑
狀

犻＝１
∑
犿

犼＝１

犮犼（γ犼（狓犻）－γ犼（狔犻））＋（ ）犮
２

＋

λ ∑
犿

犼＝１

犮犼γ犼（狓０）－（ ）α （４０）

　　这样，我们可利用式（７）～（１１），完成对泛函网

络的学习，从而得到满意泛函参数犮１，犮２，…，犮犿，最

终可获得所求泛函方程的近似解．

设给定函数

犳（狓）＝ｌｏｇ（１＋ｅｘｐ（狓）） （４１）

　　我们计算函数犳的狀次迭代犉（狓，狀）＝犳
（狀）（狓），

根据定理１和图５的泛函网络学习算法来完成．

使得

犳（狓）＝犵^
－１（^犵（狓）＋狀） （４２）

为了估计出函数犵^（狓），可根据已知函数犳（狓），事先

给定一组样本数据［３］（表１）．

表１　样本数据（狓狋，狔狋）用于逼近犵（狓）

狓狋 狔狋 狓狋 狔狋 狓狋 狔狋

０．６８１

０．１５６

０．１６７

０．４４４

０．１２６

０．５７９

０．８８３

１．０９１

０．７７４

０．７８６

０．９４０

０．７５８

１．０２４

１．２２９

０．９１９

０．７２８

０．８８８

０．９２５

０．４９３

０．５１９

０．４３６

１．２５５

１．１２２

１．２３３

１．２５９

０．９６９

０．９８６

０．９３５

０．６１２

０．１４０

０．９６８

０．７８７

０．１７５

０．０６１

　

１．０４５

０．７６６

１．２９０

１．１６２

０．７８５

０．７２４

　

其中，狔狋＝犳（狓狋），狋＝１，２，…，２０．根据式（２３），当

狀＝１，我们有

犵（狔犻）＝犵（狓犻）＋１，犻＝１，２，…，狀．

　　为方便起见，再设λ＝０；我们根据式（３５）～

（４０），有

犈＝∑
２０

狋＝１
∑
犿

犻＝１

犮犻（狔
犻
狋－狓

犻
狋）－（ ）１

２
（４３）

　　这样，我们可利用式（７）～（１１），完成对网络的

学习，从而得到满意泛函参数犮１，犮２，…，犮犿，最终可

获得所求泛函Ａｂｅｌ′ｓ方程的近似解．

以下针对这个问题，给定不同的基函数．选用

图５所示的泛函网络结构，输入个数狀＝２，输入样

本数据为｛狓狋，１｝，学习率μ＝０．０５．其中：狋＝１，２，…，

２０．我们用表１中数据训练这个泛函网络，可求出泛

函Ａｂｅｌ′ｓ方程的近似解．

（１）若对图５中泛函神经元函数选取是通过基

函数线性叠加的方式，当选取基函数犵（狓）＝｛ｓｉｎ狓，

ｓｉｎ（２狓），ｃｏｓ狓，ｃｏｓ（２狓），１，狓｝时，利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ

５．１编程计算，我们可得到 Ａｂｅｌ′ｓ方程的一个近

似解：

犵（狓）＝３．８６１６４×１０
１２＋５．８１６８５狓＋０．２０３９２１ｃｏｓ狓－

０．２４６１０７ｃｏｓ（２狓）－５．６１５６３ｓｉｎ狓＋

０．４１０２９９ｓｉｎ（２狓）．

　　此时的泛函网络的训练误差和训练最大误差分

别为

犜狉犪犻狀犚犕犛犲狉狉狅狉＝０．０００１６３７７５，

犜狉犪犻狀犕犪狓犲狉狉狅狉＝０．０２８３０７６．

为了得到近似模型（４２），我们需要求出犵
－１．由
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于犵（狓）是单调函数，采用数值分析中著名的二分

法［２２］，我们需要计算犳
狀（狓）＝犵

－１（犵（狓）＋狀））．例

如，当狀＝１时，有

犳
１（狓）＝｛１．１０８７６，０．７９９３４２，０．８０４８０１，０．９６０６８１，

０．７８３５６３，１．０４３５３，１．２４５０８，１．２７０３４，

１．１３９７３，１．２４８６２，１．２７４２９，０．９９０１４８，

１．００６２６，０．９５６０６３，１．０６４４３，０．７９１２，

１．３０５１８，１．１７９１，０．８０９７０９，０．７５０４４３｝．

　　此时的泛函网络的测试误差和测试最大误差分

别为

犜犲狊狋犚犕犛犈犲狉狉狅狉＝０．０２０６２７４，

犜犲狊狋犕犪狓犲狉狉狅狉＝０．０２６３３１２．

图１２给出泛函方程数值解的精确值与近似值

之间误差变化曲线．

图１２　基函数（１）精确解与近似解之间误差犲狋变化比较曲线

对应的学习曲线为图１３，而测试曲线为图１４．

图１３　基函数（１）学习曲线犳
１（狓）≈犵

－１（犵（狓）＋１）

图１４　基函数（１）测试曲线犳（狓）

（２）若选取基函数犵（狓）＝｛１，ｌｏｇ（１＋狓｝，

ｌｏｇ（２＋狓），ｌｏｇ（３＋狓），ｌｏｇ（４＋狓），ｌｏｇ（５＋狓）｝时，

利用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ５．１ 编 程 计算，我们 可 得 到

Ａｂｅｌ′ｓ方程的另一个近似解：

犵（狓）＝３．５７４×１０
１２＋１０６．４２ｌｏｇ（１＋狓）－

４０５８．２ｌｏｇ（２＋狓）＋２６０４６．７ｌｏｇ（３＋狓）－

５０７１５．７ｌｏｇ（４＋狓）＋２９６０２．２ｌｏｇ（５＋狓）．

　　此时的泛函网络的训练误差和训练最大误差分

别为

犜狉犪犻狀犚犕犛犲狉狉狅狉＝０．０００１８２６９８，

犜狉犪犻狀犕犪狓犲狉狉狅狉＝０．０１２７７４６．

同理，为了得到近似模型（４２），我们需要求出

犵
－１．由于犵（狓）是单调函数，采用数值分析中著名的

二分法，我们需要计算犳
狀（狓）＝犵

－１（犵（狓）＋狀））．例

如，当狀＝１时，有

犳
１（狓）＝｛１．１０７５１，０．７９７３６，０．８０３５３６，０．９５９２０１，

０．７８１７７４，１．０４２２２，１．２４４０２，１．２６９２１，

１．１３８４３，１．２４７５５，１．２７３２９，０．９８８６３３，

１．００４５３，０．９５４６９８，１．０６２８６，０．７８９２７７，

１．３０４１７，１．１７８，０．８０７２５，０．７４８２６５｝．

此时，泛函网络的测试误差和测试最大误差分

别为

犜犲狊狋犚犕犛犈犲狉狉狅狉＝０．０１９１１６１，

犜犲狊狋犕犪狓犲狉狉狅狉＝０．０２４１５３．

图１５给出泛函方程数值解的精确值与近似值

之间误差变化曲线．

图１５　基函数（２）精确解与近似解之间误差犲狋变化比较曲线

对应地学习曲线为图１６．

比较图１３和图１６学习曲线差别，我们可看出，

当基函数选取不同，它们之间的差别是微小的．

（３）若选取基函数犵（狓）＝｛狓，狓
２，狓３，狓４｝时，利

用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ５．１编程计算，我们得到Ａｂｅｌ′ｓ方

程的另一个近似解［３］：

犵（狓）＝０．９９９１２４狓＋０．５１３１５６狓
２
＋

０．１３０５６４狓３＋０．０７５４６２１狓
４

　　此时，泛函网络的训练误差和训练最大误差分
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图１６　基函数（２）学习曲线犳
１（狓）≈犵

－１（犵（狓）＋１）

别为

犜狉犪犻狀犚犕犛犲狉狉狅狉＝０．０００１７７９，

犜狉犪犻狀犕犪狓犲狉狉狅狉＝０．０００１９８８３６．

采用数值分析中著名的二分法来计算：犳
狀（狓）＝

犵
－１（犵（狓）＋狀））．例如，当狀＝１时，有

犳
１（狓）＝｛１．０９０５１，０．７７４２４３，０．７８０１９２，０．９３９６７５，

０．７５８１７，１．０２４，１．２２９１６，１．２５４８１，

１．１２１９６，１．２３２７１，１．２５９１１，０．９６９７９，

０．９８５９９７，０．９３４８１３，１．０４５２６，０．７６５６４３，

１．２９０１７，１．１６２１４，０．７８４５３７，０．７２４１２２｝．

　　此时，泛函网络的测试误差和测试最大误差分

别为

犜犲狊狋犚犕犛犈犲狉狉狅狉＝０．００００７５７６７２，

犜犲狊狋犕犪狓犲狉狉狅狉＝０．０００１９８８３６．

图１７给出泛函方程数值解的精确值与近似值

之间误差变化曲线．

图１７　基函数（３）精确解与近似解之间误差犲狋变化比较曲线

对应地学习曲线为图１８．

从上面的算例可看出，针对同一个泛函方程（如

Ａｂｅｌ′ｓ方程），我们可选取不同基函数，如三角函

数、对数函数、多项式函数等，就可得到泛函方程不

同形式的解．通过仿真可得出，泛函网络有很快的收

敛速度，泛函方程的解都具有较高的精度．相比之

下，选取多项式基函数来求解Ａｂｅｌ′ｓ方程，训练误

差小，学习效果好．这也许是由于我们预先知道了该

系统函数的结构而选取了多项式基函数簇来逼近的

图１８　基函数（３）学习曲线犳
１（狓）≈犵

－１（犵（狓）＋１）

缘故．但有一点必须明确，并不是选什么样的函数都

可以逼近任意函数，用于逼近的函数簇的选取直接

关系到收敛速度和计算精度，选取不当甚至导致不

收敛或误差过大，例如在上边的例子中，若选取基函

数簇犵（狓）＝｛ｓｉｎ狓，ｓｉｎ（２狓），ｃｏｓ狓，ｃｏｓ（２狓）｝，或

犵（狓）＝｛１，狓｝就属于这种情况．

事实上，在很多时候，我们并不是对系统一无所

知，可以根据先验知识来恰当地选取基函数簇，通过

对基函数的学习，求出泛函网络神经元函数的精确

表达式或近似表达式，来达到快速逼近的目的．

６　结　论

序列泛函网络对应的是泛函变换，它的拓扑结

构描述的是一个迭代函数变换系统．本文通过对序

列泛函网络的分析，提出了９种典型的泛函方程对

应地泛函方程求解模型，理论上证明了解的惟一性；

研究了序列泛函网络神经元函数的学习和参数优化

算法，该算法是将对泛函参数学习过程归结为用梯

度下降法来进行学习．通过算例分析表明，该算法

十分有效，收敛速度快，计算精度高，泛化性能好，可

推广到求解一般泛函方程函数解问题．
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