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约束优化模式搜索法研究进展

黄天云
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摘　要　实际工程应用中的优化问题通常包含复杂的约束条件，其目标函数可能是非线性、非连续、不可微甚至随

机函数；而约束函数可能是线性、非线性、离散变量集，甚至黑盒函数（例如，由程序代码生成的值集合）；约束变量

也可能是包含连续、离散或分类值的混合变量．这些复杂的情况，使得没有任何导数／梯度信息可供利用，因此无法

利用现有的凸优化技术求解．文中研究如何利用模式搜索法对常见的混合变量约束优化模型进行求解．首先对直

接搜索法的发展历史进行概述；特别地，给出模式搜索法统一的数学描述和收敛性分析．对约束条件从无约束（一

般模式搜索）到线性约束（广义模式搜索ＧＰＳ）、非线性约束（ＧＰＳ过滤法）和混合约束（广义混合变量规划ＧＭＶＰ）

的推广以及在边界约束条件下，算法搜索方向从有限集向紧致集的扩展（网格自适应直接搜索 ＭＡＤＳ），进行了全

面分析；在此基础上对该领域尚存在的问题及进一步的研究方向进行了总结．
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１　引　言

人们对约束优化问题已进行了多年研究，提出

了诸如模拟退火、遗传和进化、神经网络等新算法．

然而这些算法都只适合于特定的应用场景，对复杂

的混合约束优化问题，尚无统一的方法进行求解，甚

至很多问题只能通过随机搜索来寻求次优解．

注意到实际工程应用中的很多优化问题通常包

含复杂的约束条件，其目标函数可能是非线性、非连

续、不可微或随机函数（因环境噪声而导致的目标函

数值的不确定性，即使在相同的约束条件下，每次得

到的测量值也可能不同），因此需要进行多重优化；

而约束条件既可以是线性或非线性函数，也可以是

离散变量集，甚至是黑盒函数（例如，由程序代码生

成的值集合）；约束变量也可能是包含连续、离散或

分类值的混合变量．这些复杂的情况，使得没有任何

导数／梯度信息可供利用（因为随机噪声的影响，甚

至连对梯度的估计也可能是不正确的），因而无法利

用现有的凸优化技术进行求解．

因此，问题回到最初的求解思路：利用直接搜索

法（ｄｉｒｅｃｔｓｅａｒｃｈｅｓ）
［１］，但不是单纯的随机搜索．诚

然，直接搜索法是一种古老的算法．然而，近１０年来

对直接搜索法、特别是模式搜索法的再次深入研究

和推广，使其焕发了新的生机．更重要的是，以前大

多数人一直认为直接搜索法仅仅是一种启发式搜索

算法，没有理论依据，因而问题求解存在不确定性

（可能得到解，也可能得不到解；得到的解可能正确，

也可能不正确）．然而通过近年的研究，人们已经完

善了其理论依据和收敛性分析（ＧＰＳ、ＧＭＶＰ和

ＭＡＤＳ是３种对模式搜索法最重要的推广），因此

这也为实际应用提供了理论基础．

目前，国内绝大多数研究都已经转向遗传和进

化、神经网络、人工免疫等方向．然而，直接搜索法在

很多大型工程问题中有着重要应用，仍需要我们进

一步深入研究．

本文对直接搜索法、特别是模式搜索法在约束

优化问题中的研究进展进行分析对比，目的是使广

大研究者对直接搜索法进行透彻而深入的理解，并

且推动其在理论研究和实际应用中的进一步发展．

本文第２节对直接搜索法从１９６０年代到目前的

发展历史进行概述，主要包括单纯型法、模式搜索法

和自适应直接搜索；第３节给出模式搜索法统一的数

学描述和收敛性分析，对约束条件从无约束（一般模

式搜索）到线性约束（广义模式搜索ＧＰＳ）、非线性约

束（ＧＰＳ过滤法）和混合约束（广义混合变量规划

ＧＭＶＰ）的推广以及在边界约束条件下，算法搜索方

向从有限集向紧致集的扩展（网格自适应直接搜索

ＭＡＤＳ）进行全面分析．最后对该领域尚存在的问题

及进一步的研究方向进行总结．

２　发展历史概述

传统非线性优化分析，通常依赖于对狀维空间

目标函数犳 的Ｔａｙｌｏｒ展式逼近．如拟牛顿法，假设

一阶和二阶导存在，用二阶 Ｔａｙｌｏｒ展式对犳局部

二次逼近；最速下降法，假设一阶导存在，用一阶

Ｔａｙｌｏｒ展式对犳线性逼近．０阶方法如直接搜索法，

则不需要导数计算和对目标函数犳的逼近．

定义１．　所有导数无关法（ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｆｒｅｅ）均

不依赖于Ｔａｙｌｏｒ展式．然而，仅当连续迭代过程仅需

根据目标函数值相对大小来选择新的迭代点，而不必

保证充分下降条件（ＡｒｍｉｊｏＧｏｌｄｓｔｅｉｎＷｏｌｆｅ）
［２４］

时，才是直接搜索法．

相比而言，直接搜索法有以下优点：（１）启发式

搜索，便于实施；（２）不需计算方向导数或对梯度的

有限差分近似；（３）可以解决传统方法不能求解的

大多数非线性规划问题；（４）可以作为传统方法如

拟牛顿法等的热起点（ｈｏｔｓｔａｒｔ），以保证算法的局

部收敛性．

直接搜索法［１］有如下划分：（１）单纯型法（Ｓｉｍ

ｐｌｅｘ）及其扩展
［５］；（２）模式搜索法（ＰａｔｔｅｒｎＳｅａｒｃｈ）

如多向搜索ＭＤＳ
［６］、广义模式搜索ＧＰＳ

［７８］、广义混

合变量规划ＧＭＶＰ
［９］；（３）网格自适应直接搜索如

ＭＡＤＳ
［１０］等．

尽管直接搜索法在很多工程问题中应用很好，

然而对算法能否保证迭代过程的全局收敛性一直存

在疑问，后文将不加证明地引入一些结论．

以下按上述分类对直接搜索法的发展过程进行

概述，主要研究集中在１９６０～１９７０年代的启发式算

法，同时讨论１９９０年代到目前的理论分析和相关扩

展算法（由此奠定实际应用的理论基础），对算法的

收敛性分析也将简单介绍．

２．１　单纯型法

１９５７年，Ｂｏｘ提出基于目标函数值比较的进化

操作算法（ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｏｐｅｒａｔｉｏｎ）
［１１］．

１９６２年，Ｓｐｅｎｄｌｙ、Ｈｅｘｔ和 Ｈｉｍｓｗｏｒｔｈ提出单

纯型搜索法［５］．与早期的直接搜索法每次迭代需要
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２狀～２
狀个函数值估计不同，单纯型法仅需最多狀＋１

个函数值估计，就可确定下降（ｄｏｗｎｈｉｌｌ）方向．显

然，狀维空间的狀＋１个点可确定一个平面，且仅需

犳在狀＋１个点的值，就可以通过有限差分来估计

犳（狓）；由此也得到狀＋１个点的单纯型．单纯型搜

索的基本思想是：在
!

狀上构造非退化的单纯型，并

在当前点所在的单纯型各顶点方向搜索．“非退化”

保证与任意顶点相邻的边集构成
!

狀的线性基．

单纯型迭代中最重要的变换是反射（Ｒｅｆｌｅｃ

ｔｉｏｎ）．参见图１中“①”，假设点１是最优点，算法将

最坏点２沿其对应面中心点４反射，得反射点５；若

点５仍然是最坏点，选择次坏点３，重复上述过程．

显然，最坏点将沿着其余顶点的中心方向移动，以期

望获得目标函数值有所改善（相对于当前最优点严

格下降）的新迭代点．

图１　单纯型及其改进算法的主要变换示意图

上述迭代过程得到的反射序列，若最终返回起

始点，但没有替换原始最优点狓犽，则狓犽是一个局部

平稳点．此时，迭代易陷入无限循环．需要缩短最优

点的相邻边长度，再次搜索；或借助于其它高阶方法

以加快局部收敛．

改进单纯型法由 Ｎｅｌｄｅｒ和 Ｍｅａｄ于１９６５年提

出（图１②～④）
［１２］．新的变换如膨胀（Ｅｘｐａｎｓｉｏｎ）、收

缩（Ｃｏｎｔｒａｃｔｉｏｎ或Ｓｈｒｉｎｋ），可以加速迭代收敛，并

且避免陷入局部最优点．ＮｅｌｄｅｒＭｅａｄ单纯型法是

典型的直接搜索法，在实际问题中应用广泛．然而，

该方法也可能失效（收敛到非平稳点）［１３］；特别是针

对高维空间问题，难以证明其全局收敛性［１４］，因此

无法当作一般化的方法使用．甚至此后２０年，对该问

题的收敛性分析也一直未能得到进展［６，１３１４］．

在ＮｅｌｄｅｒＭｅａｄ单纯型搜索基础上，Ｔｏｒｃｚｏｎ

于１９８９年提出多向搜索 ＭＤＳ
［６］．在每次迭代完成

后，通过调整尺度参数（Ｓｃａｌｅ）以排除反射和膨胀所

造成的单纯型形状的改变，并更新基矩阵犅犽＋１（从

而更新搜索模式）．ＭＤＳ能保证迭代的全局收敛．对

ＭＤＳ的收敛性已进行了详细的分析和研究
［１５１６］．

２．２　模式搜索法

１９５９年，Ｄａｖｉｄｏｎ提出坐标搜索
［１７］，也称轴松

弛（ａｘｉａｌｒｅｌａｘａｔｉｏｎ）或局部扰变（ｌｏｃａｌｖａｒｉａｔｉｏｎ）等．

算法从当前迭代中心点狓犽开始，沿坐标方向的２狀个

试探点搜索．只要找到改善点（犳（狓犽＋１）＜犳（狓犽）），则

以狓犽＋１为新中心点，重复迭代．最坏情况下，２狀个试

探点都已搜索完毕，尚未找到改善点；则缩短步长

Δ犽（ｓｔｅｐｓｉｚｅ），在当前中心点狓犽继续搜索．

１９６１年，Ｈｏｏｋｅ和Ｊｅｅｖｅｓ引入直接搜索
［１８］，提

出基于坐标搜索法变种的模式搜索，目的是通过成

功迭代的步长模式（ｐａｔｔｅｒｎ）改进，加速算法收敛．

定义２．　模式搜索法是对当前搜索点按固定

模式和步长Δ犽探索移动（ｅｘｐｌｏｒａｔｏｒｙｍｏｖｅｓ），以寻

求可行下降方向（非最速下降方向）的直接搜索法．

迭代过程只要找到相对于当前点的改善点，则步长

递增，并从该点开始进入下一次迭代；否则步长递

减，在当前点继续搜索．

参见图２，若狓犽迭代成功，则下次迭代从临时点

狓′＝狓犽＋（狓犽－狓犽－１）开始，其中（狓犽－狓犽－１）为模式步

长；以期望顺着方向（狓犽－狓犽－１）能获得比在狓犽更好

的解．不管是否有犳（狓′）犳（狓），坐标搜索都在狓′展

开．若狓′坐标搜索成功（Ｓｕｃｃｅｓｓ），置狓犽＋１＝狓′，并从

狓犽＋１开始新的迭代；否则，坐标搜索在狓犽展开．若在

狓犽不成功（Ｕｎｓｕｃｃｅｓｓ１），则坐标搜索在狓犽－１展开，并

且步长减半（θ＝１／２）．若在狓犽－１仍然不成功（Ｕｎ

ｓｕｃｃｅｓｓ２），回溯并重复上述过程．

图２　Ｈｏｏｋｅ和Ｊｅｅｖｅｓ步长模式法（!２）

类似地，Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ的自适应坐标搜索（１９６０年）

则分阶段进行，利用连续两阶段的迭代点下降方

向（ｄｅｓｃｅｎｔｄｉｒｅｃｔｉｏｎ）来进行坐标旋转
［１９］．该算法

阶段内采取坐标搜索，当在每个搜索方向上都至

少出现一次成功和失败步时，转入下一阶段．此

时，以连续两阶段的起始中心点所在方向为坐标

方向（即坐标旋转），开始新的阶段搜索．坐标旋转

可以通过简单的ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化过程实现．

显然，阶段间的方向选择代表搜索过程最可能的下

降方向，因此更可能找到最终的收敛点．图３给出该
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算法在Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ香蕉函数上的应用，搜索路径首

先从初始点（－１．２，１）垂直向上（取决于初始方向选

择，也可能水平进入），沿着山谷先下降到谷底，再逐

步上升，前进到最优点 （１，１）（测试算法在点

（０．９９９９，１．００００）陷入局部平稳，迭代终止；最优值

为８．６６０９６６ｅ００７→０）．谷底附近的两个坐标清晰

地标记了坐标旋转的过程．

图３　自适应坐标旋转（Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ香蕉函数）

１９６４年Ｄａｖｉｅｓ、Ｓｗａｎｎ和Ｃａｍｐｅｙ
［２０２１］改进了

自适应坐标搜索，在每个方向采用一维线性搜索；当

找到一个一维极小点时，在该点进行二次插值以预

测可能下降方向，寻找更接近的极小点位置．Ｐｏｗｅｌｌ

方法［２２］则是导数无关的非线性共轭梯度法，采用基

于模型的凸二次插值以逼近目标函数．因此严格来

说，Ｐｏｗｅｌｌ方法仅是导数无关法，而非直接搜索法．

模式搜索的收敛分析早期由Ｐｏｌａｋ、Ｃéａ和Ｂｅｒ

ｍａｎ进行了研究
［２３２５］．Ｐｏｌａｋ的研究

［２３］表明：模式

搜索法在步长递减之前，仅可能产生迭代序列｛狓犽｝

的有限个中间点．因此，迭代过程不会阻塞于任何一

个中间点，序列｛狓犽｝最终必然收敛到全局平稳点狓′；

犳∈犆
１时有犳（狓′）＝０．Ｃéａ

［２４］则给出 Ｈｏｏｋｅ和

Ｊｅｖｅｅｓ模式搜索法
［１８］的全局收敛性证明．Ｂｅｒｍａｎ

［２５］

讨论了迭代序列｛狓犽｝的有理网格（ｒａｔｉｏｎａｌｌａｔｔｉｃｅ）

结构：

犔犽＝犔（狓犽，Δ犽）＝｛狓｜狓＝狓犽＋Δ犽λ，λ∈Λ｝．

此后，对模式搜索的研究一直处于停滞状态．直

到１９９０年代，对模式搜索的收敛性分析才引起广泛

关注，并由此建立了完整的理论依据［６９，１６］．

所有模式搜索的收敛性分析均基于以下假设：

（１）当前迭代点的模式选择必须包含足够多的搜索

方向，以保证若狓犽不是犳 的平稳点，则必然至少存

在一个可行下降方向．就Ｐｏｌａｋ和Ｃéａ而言，狓犽＋１＝

狓犽＋Δ犽犲犻，犻∈｛１，２，…，狀｝，其中犲犻是单位坐标向量．

就Ｂｅｒｍａｎ而言，则要求Λ∈!

狀是有理网格整数点，

因此有理网格的基（ｂａｓｉｓ）是单位矩阵犐∈!

狀×狀；

（２）推广开来，允许基为任意非奇异矩阵犅∈!

狀×狀，

狓犽＋１＝狓犽＋Δ犽犅γ′犽（γ′犽∈犣）
［７］，以扩展搜索方向和搜

索步长；此时Ｐｏｌａｋ和Ｃéａ的分析只是其特殊情况；

（３）若能够从当前点狓犽找到下降点狓犽＋１，则不允许

步长Δ犽递减，以避免过早收敛到非平稳点；（４）搜索

步长Δ犽＋１＝τ
狑
Δ犽（τ＞１），其中狑从事先设定的有限

集取得．因此，狑＜０时，Δ犽递减，犔犽犔犽＋１；狑＝０

时，Δ犽保持不变，犔犽＝犔犽＋１；狑＞０时，Δ犽递增，

犔犽＋１犔犽．

在对单纯型法进行改进并提出 多向搜 索

ＭＤＳ
［６］的基础上，Ｔｏｒｃｚｏｎ于１９９１年建立了 ＭＤＳ

的收敛性分析［１６］（ＭＤＳ也是一种模式搜索法）．同

时，对模式搜索法的完整定义及全局收敛分析也于

１９９７年给出
［７］．考虑到工程应用中分类变量的存

在，传统对离散变量的连续松弛条件无法应用，

Ａｕｄｅｔ（２０００年）在Ｔｏｒｃｚｏｎ基础上，提出广义混合

变量模式搜索算法ＧＭＶＰ
［９］，以在必要的局部优化

条件下寻求最优解．Ａｕｄｅｔ（２００３年）对 Ｔｏｒｃｚｏｎ的

模式搜索进一步推广，提出广义模式搜索 ＧＰＳ
［８］，

以解决无约束和线性约束优化问题［２６２７］．在强化的

搜索方向和目标函数局部平滑假设下，给出了简化

的收敛分析．

２．３　自适应直接搜索

尽管模式搜索如 ＧＰＳ或 ＧＭＶＰ，可以在每个

迭代点通过足够多的方向进行搜索，解决很多非线

性优化问题，然而针对混合变量和多约束条件优化，

在临近约束边界时往往无法保证一定能找到合适的

下降方向．网格自适应直接搜索 ＭＡＤＳ
［１０］对 ＧＰＳ

类算法进行扩展，以允许局部探索（ｌｏｃａｌｅｘｐｌｏｒａ

ｔｉｏｎ）或方向筛选（ｐｏｌｌ）．ＭＡＤＳ是介于 ＧＰＳ和帧

（ｆｒａｍｅ）方法
［２８２９］之间的一类直接搜索算法．

ＧＰＳ类算法仅允许有限搜索方向（取决于基矩

阵的选择）．ＭＡＤＳ的局部探索则允许优化变量在

限制约束空间Ω
狀的一个紧致集（ｄｅｎｓｅｓｅｔ）进行方

向选择，因此避免了ＧＰＳ类算法陷入边界局部极小

的问题．这也是 ＭＡＤＳ和 ＧＰＳ的最大不同之处．

ＭＡＤＳ解决了迭代搜索过程的两大基本问题：（１）步

长筛选（ｐｏｌｌｓｉｚｅ）；（２）方向筛选（ｐｏｌｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ）．因

此 ＭＡＤＳ更可能得到全局最优解．图４给出直接搜

索法的主要发展历史过程示意图（其它与传统优化

技术相结合的方法如参数化Ｌａｇｒａｎｇｅ法、罚函数法

（ｐｅｎａｌｉｚａｔｉｏｎ）等没有列出，仅就直接搜索和模式搜

索进行概括）．
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图４　直接搜索法及其主要发展历史过程示意图

３　算法分析

对直接搜索法发展过程的概述，使得我们可以

主要集中到对模式搜索法的研究．鉴于模式搜索法

是与方向导数或下降梯度无关的一类最优搜索算

法，搜索模式和搜索步长的选择对迭代过程能否达

到收敛起着决定性作用，因此首先引入基本定义，在

此基础上对模式搜索法（包括ＧＰＳ、ＧＭＶＰ、ＭＡＤＳ）

进行统一描述并给出收敛性分析的主要结论．对约

束条件从无约束到线性约束、非线性约束以及混合

约束的推广；以及边界约束条件下算法搜索方向从

有限集向紧致集的扩展，也将详细分析并通过相关

实例加以说明．

以下分析均在
!

狀上进行．为简化起见，向量α

和矩阵犃 的转置分别记为α′，犃′．若未特别声明，所

有矩阵均按列向量表示．

３．１　基本定义

定义３．　给定线性独立集犪１，犪２，…，犪狉，若对

犪∈!

狀，犮犻０，犻＝１，２，…，狉，瓡犪＝犮１犪１＋犮２犪２＋

…＋犮狉犪狉，则称｛犪１，犪２，…，犪狉｝是!

狀的正支撑集（ｐｏｓ

ｉｔｉｖｅｓｐａｎｎｉｎｇｓｅｔ）．

定义４．　!

狀的正支撑集｛犪１，犪２，…，犪狉｝必正线

性独立（ｐｏｓｉｔｉｖｅｌｉｎｅａｒｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ）
［３０３１］．简称!

狀

的正基（ｐｏｓｉｔｉｖｅｂａｓｉｓ）．

定理１．　若｛犪１，犪２，…，犪狉｝是!

狀的正支撑集，

则｛犪２，…，犪狉｝是!

狀的线性支撑集．

定理２．　若｛犪１，犪２，…，犪狉｝，犪犻≠０是!

狀的线性

支撑集，则如下命题等价［３０］：

（１）｛犪１，犪２，…，犪狉｝是!

狀的正支撑集；

（２）犫≠０，犻，瓡犫′犪犻＞０；

（３）犻＝１，２，…，狉，－犪犻在｛犪１，犪２，…，犪犻－１，

犪犻＋１，…，犪狉｝所构成的凸锥（ｃｏｎｖｅｘｃｏｎｅ）内．

!

狀的正基至少包含狀＋１个元素（最小正基），

至多包含２狀个元素（最大正基）．最大正基通常由

!

狀的狀个线性基及其负值构成．

命题１．　若｛犪１，犪２，…，犪狉｝是!

狀的正基，则对

任意非奇异矩阵犅∈!

狀×狀，｛犅犪１，犅犪２，…，犅犪狉｝亦是

!

狀的正基［３２］．

命题２．　若犅∈!

狀×狀非奇异，则矩阵［犅 －犅］

构成
!

狀最大正基［３２］．

３．２　统一描述和收敛性分析

所有模式搜索法均包括３个部分：（１）模式定

义；（２）探索算法；（３）步长更新算法．因此以下按此

对模式搜索法进行统一描述①．

模式定义：模式由基矩阵犅和生成矩阵犆犽唯一

确定．犅∈!

狀×狀非奇异，在迭代过程中通常保持不

变；犆犽∈犣
狀×狆（狆＞２狀）按如下方式排列：

犆犽＝［犕犽 －犕犽 犔犽］＝［Γ犽 犔犽］，

其中 犕犽∈犕犣
狀×狀（犕 是有限的非奇异矩阵集

合）．犔犽∈犣
狀×（狆－２狀）至少包含一列全０（这使得搜索

失败时可以快速回到起始点）．定义模式：

犘犽＝犅犆犽＝［犅犕犽 －犅犕犽 犅犔犽］＝［犅Γ犽 犅犔犽］．

显然犘犽构成!

狀的正基．由此，在任意迭代步犽，

定义以狓犽为中心的试探点（ｔｒｉａｌｐｏｉｎｔｓ）：狓
犻
犽＝狓犽＋

狊犻犽＝狓犽＋Δ犽犅犮
犻
犽．其中，搜索步长Δ犽∈!＋；搜索方向

犅犮犻犽（犆犽＝［犮
１
犽 …犮狆犽］）．

命题３．　若犅＝
１

狀
［犫１　…　犫狀］非奇异，记

犫狀＋１＝－
１

狀∑
狀

犻＝１

犫犻，犲＝（１，１，…，１）′，
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① Ａｕｄｅｔ采用方向矩阵犇犽犇对ＧＰＳ算法进行描述
［８］．生成

矩阵犌在迭代过程中保持不变，仅从犇中选择有限的方向

集犇犽来构造!

狀的正基．通过在网格犕犽可选的搜索步和局

部筛选（ｌｏｃａｌｐｏｌｌ），以寻求网格改善点（ｉｍｐｒｏｖｅｄｍｅｓｈ
ｐｏｉｎｔｓ）或局部最优点（ｍｅｓｈｌｏｃａｌｏｐｔｉｍｉｚｅｒｓ），并以此来调
整下次迭代的步长参数和方向集．



令Γ犽＝［狀犐 －犲］，则Γ犽构成!

狀最小正基，且犅Γ犽＝

［犫１ …犫狀犫狀＋１］构成!

狀的最小搜索模式［３１］．

命题４．　若犅＝ 犫１ … 犫［ ］狀 非奇异，记

犫狀＋１＝－∑
狀

犻＝１

犫犻，犲＝（１，１，…，１）′，

令Γ犽＝［犐 －犲］，则Γ犽构成!

狀最小正基，且犅Γ犽＝

［犫１ …犫狀犫狀＋１］构成!

狀的最小搜索模式［３１］．

对探索移动有如下两个基本假设：

（１）狊犽∈Δ犽犘犽≡Δ犽犅犆犽≡Δ犽［犅Γ犽 犅犔犽］；

（２）若ｍｉｎ｛犳（狓犽＋狔），狔∈Δ犽犅Γ犽｝＜犳（狓犽），则

有犳（狓犽＋狊犽）＜犳（狓犽）．

探索算法．

１．给定初始点狓０∈!

狀，初始步长Δ０＞０；

２．犽＝０，１，…：

２．１．计算犳（狓犽），按一定模式确定探索步狊犽；

２．２．计算ρ犽＝犳（狓犽）－犳（狓犽＋狊犽）．若ρ犽＞０，置狓犽＋１＝

狓犽＋狊犽；否则狓犽＋１＝狓犽；

２．３．更新生成矩阵犆犽和步长参数Δ犽．

步长更新算法．

给定τ∈犙，τ＞１；｛狑０，狑１，…，狑犔｝：狑０＜０，θ＝τ
狑
０，

狑犻０，犻＝１，２，…，犔；

λ犽∈Λ＝｛τ
狑
１，τ狑２，…，τ狑犔｝，犔＝｜Λ｜＜＋∞；按如下规

则更新参数Δ犽：

（１）ρ犽０，Δ犽＋１＝θΔ犽（失败）；

（２）ρ犽＞０，Δ犽＋１＝λ犽Δ犽（成功）．

以上算法保证得到的迭代点序列｛狓犽｝，只能出

现在拉伸平移后的整数网格点（文献［７］定理３．２），

因此推广了Ｂｅｒｍａｎ的研究
［２５］．

并且若定义犔（狔）＝｛狓：犳（狓）＜犳（狔）｝，有以下

定理．

定理３．　若犔（狓０）紧致（ｃｏｍｐａｃｔ），则

ｌｉｍｉｎｆ
犽→＋∞

Δ犽＝０（文献［７］定理３．３）．

反过来，若ｌｉｍｉｎｆ
犽→＋∞

犳（狓犽）≠０，即梯度非０，则

必然可以继续搜索，并且在有限步（文献［７］引理６．１）

后找到下降方向（文献［７］命题３．４）．

强化前面假设（２）：ｍｉｎ｛犳（狓犽＋狔），狔∈Δ犽犅Γ犽｝＜

犳（狓犽）犳（狓犽＋狊犽）ｍｉｎ｛犳（狓犽＋狔），狔∈Δ犽犅Γ犽｝；

即犳（狓犽＋狊犽）是所有搜索方向最小值，有以下定理．

定理４．　若犔（狓０）紧致，犳在犔（狓０）的邻域连

续可微，生成矩阵犆犽列范式有界，则 ｌｉｍ
犽→＋∞

Δ犽＝０；并

且有 ｌｉｍ
犽→＋∞

犳（狓犽）＝０（文献［７］定理３．７）．

由此，当步长控制参数Δ犽足够小时，可以认为

上述算法已经收敛（此时所有方向上的梯度均为０，

无法再找到可行的下降方向），算法终止．

３．３　推广到边界和线性约束条件

从历史来看，模式搜索向约束优化如边界、线性

和非线性问题的推广是非常困难的．类似在非约束

模式搜索中，对每个搜索方向，足够长（但不是非常

长，否则可能导致过早收敛到非成熟点）的步长必须

被保证．然而应用到约束优化时会产生如下问题：如

何保证这些搜索方向仍然在可行域内？

为此，Ｌｅｗｉｓ对ＧＰＳ算法在边界和线性约束条

件下的推广进行了研究［２６２７］，Ａｕｄｅｔ则给出其统一

框架［８］．现考虑一般线性约束条件下的优化模型：

ｍｉｎ
狓∈Ω
犳（狓），犳：!

狀
→!∪｛∞｝，

其中，可行区域

Ω＝｛狓∈!

狀：犃狓狌｝，

犃＝［犪１ 犪２ … 犪犿］′∈犙
犿×狀，

，狌∈｛!∪｛±∞｝｝
犿，狌．

当犃＝犐时，模型为边界约束问题．

如前所述，对非约束模式搜索，只要保证沿着与

最速下降在９０°范围内的方向进行搜索即可（这也

是模式搜索采用正支撑集的原因）．然而，约束条件

可能会阻止某些虽然可以减少目标函数值，但是超

出约束边界的搜索步长，特别是当采用可行迭代法

（ｆｅａｓｉｂｌｅｉｔｅｒａｔｅｓ）时，超出边界的不可行迭代是不

允许的．

为此，约束问题的迭代搜索过程要求：（１）狓犽∈

Ω；（２）狓犽＋狊犽∈Ω；（３）狔∈Δ犽犅Γ犽，狓犽＋狔∈Ω．其中

Γ犽∈Γ为核模式（ｃｏｒｅｐａｔｔｅｒｎ）（Γ是有限的矩阵集

合）．同时，在可行区域Ω边界要考虑模式的可行方

向：必须保证有足够多的可行方向供搜索，否则算法

将陷入边界局部极小．此时，模式犘犽的选择必须反

映可行区域Ω 的边界几何约束．为简化起见，忽略

基矩阵，令犅＝犐，则模式犘犽＝［Γ犽 犔犽］．

定义５．　若狓是满足上述边界和线性约束条

件的可行点，则狕∈!

狀，（犳（狓），狕－狓）０．即狓是

一个ＫＫＴ点（ＫａｒｕｓｈＫｕｈｎＴｕｃｋｅｒ）．

以下首先引入凸分析的一些基本概念［３３］．

定义６．　凸区域：若珔狓是Ω 的极小点，则犡 是

凸区域狓∈Ω，犳（珔狓）′（狓－珔狓）０．

定义７．　锥（ｃｏｎｅ）犆是多面体，若

犆＝｛狓｜犪′犼狓０，犼＝１，２，…，狉｝，狓，犪１，犪２，…，犪狉∈!

狀
．

定义８．　锥犆有限生成（ｆｉｎｉｔｅｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄ），

若

犆＝｛狓｜狓＝∑
狉

犼＝１

狌犼犪犼，狌犼０，犼＝１，２，…，狉｝

＝犆狅狀犲（｛犪１，犪２，…，犪狉｝），

５０２１７期 黄天云：约束优化模式搜索法研究进展



犪犼（犼＝１，２，…，狉）为锥犆的生成因子（ｇｅｎｅｒａｔｏｒｓ）．

定义９．　若狔＝０，或｛狓犽｝Ω，瓡狓犽→狓：

（狓犽－狓）
（狓犽－狓 ）

→
狔
狔
，则向量狔和Ω 在点狓正切．称点

狓所有切线的集合为切锥（ｔａｎｇｅｎｔｃｏｎｅ）（图５），记

为

犜Ω（狓）＝犮犾｛μ（狑－狓）：μ０，狑∈Ω｝．

图５　凸区域Ω的切锥犜Ω（狓）

定义１０．　犖Ω（狓）＝｛狏∈ !

狀：狑∈犜Ω（狓），

狏′狑０｝为Ω在点狓的法锥（ｎｏｒｍａｌｃｏｎｅ）或犜Ω（狓）

的极锥（ｐｏｌａｒｃｏｎｅ）．

现针对约束矩阵犃，定义可行区域Ω的边界几

何特征．

定义１１．　定义可行区域Ω的左右边界点所在

的半空间（ＨａｌｆＳｐａｃｅ）：

犃犻＝｛狓｜犪′犻狓＝犻｝，犃狌犻＝｛狓｜犪′犻狓＝狌犻｝．

定义１２．　定义可行区域Ω的左右边界所在的

ε半径区域：

Ω犻＝｛狓∈Ω｜犱犻狊狋（狓，犃犻）ε｝；

Ω狌犻＝｛狓∈Ω｜犱犻狊狋（狓，犃狌犻）ε｝．

定义１３．　定义可行区域Ω 的左右边界索引

集：犐（狓，ε）＝｛犻｜狓∈Ω犻｝，犐狌（狓，ε）＝｛犻｜狓∈Ω狌犻｝．

定义１４．　定义可行区域Ω左右边界所在面的

外法向量：

狏犻（狓，ε）＝－犪犻，犻∈犐（狓，ε）；

狏狌犻（狓，ε）＝犪犻，犻∈犐狌（狓，ε）．

定义１５．　定义犓（狓，ε）是由狏犻（狓，ε）和狏狌犻（狓，ε）

有限生成的凸锥，则犓（狓，０）＝犖Ω（狓）；记犓（狓，ε）的

极锥为犓（狓，ε），则犓（狓，０）＝犜Ω（狓）（图６）．

锥犓（狓犽，ε）由点狓犽与边界距离为ε的各面法向

量生成．它的极锥犓（狓犽，ε）非常重要．因为当ε＞０

足够小时，我们仍然可以从狓犽沿着犓
（狓犽，ε）的所有

方向至少搜索前进步长δε，且仅依赖于参数ε，但

仍能保证在可行域内（这对点狓犽的切锥不成立，因

为切锥不能反映某个点在靠近边界时，对边界形状

的逼近）．此时，需要选择新的核模式Γ犽，使得其所

图６　约束边界的几何特征

有生成因子从犓（狓犽，ε），０εε
取得（ε＞０为事

先设定的值）．注意当ε从０变化到ε时，仅存在有

限个完全不同的锥犓（狓犽，ε），因为区域Ω在该点仅

包含有限个面．

当狓犽远离边界时，犓（狓犽，ε）＝，犓
（狓犽，ε）＝!

狀，

此时
!

狀的任意正基都可以用来生成犓（狓犽，ε）；当

狓犽接近边界时，犓（狓犽，ε）≠，搜索模式的选择必须与

边界几何特征一致．对此，要求核模式Γ犽包含所有

极锥犓（狓犽，ε）（０εε
）的生成因子，使得即使狓犽

趋近边界（ε→０），在犓（狓，ε）内仍然存在可行的搜

索方向和足够大的步长（文献［２７］命题６．５）①．

以下步骤给出如何在线性约束条件下构造核模

式Γ犽（文献［２７］命题８．２）．

对任意迭代步犽，设定ε上界ε，下界ε②．选

择ε犽＞ε：

１．定义凸锥犓（狓犽，ε犽）；

２．以犓（狓犽，ε犽）的生成因子狏犻（狓犽，ε犽），狏狌犻（狓犽，ε犽）构造列

矩阵犞．若犞列满秩，转步３；否则，递减ε犽直至｜犐（狓犽，ε犽）｜＋

｜犐狌（狓犽，ε犽）｜减小，转步１；

３．由矩阵±（犐－犞（犞′犞）－１犞′）列构造有理正基犖；

４．Γ犽＝［犖 犞（犞′犞）－１ －犞（犞′犞）－１］．

定理５．　若迭代子序列｛狓犽｝犽∈犓→狓^，犳在狓^严

格可微；且模式的选择符合上述边界几何约束，则对

狑∈犜Ω（狓^），犳（狓^）狑０；－犳（狓^）∈犖Ω（狓^）．因

此，狓^是一个ＫＫＴ点（文献［８］定理３．１４）．

３．４　向非线性约束条件的推广

考虑如下形式的非线性约束优化问题：

ｍｉｎ
狓∈犡
犳（狓），　ｓ．ｔ．犆（狓）０，

其中，犳：犡→ !∪｛∞｝，犆：犡→ （!∪｛∞｝）
犿，犆＝

（犮１，犮２，…，犮犿）′．定义域犡 给出!

狀上的边界或线性

６０２１ 计　　算　　机　　学　　报 ２００８年

①

②

文献［３４］的第４５３～４６３页详细分析了线性约束条件为什
么必须考虑边界几何约束以及当ε足够小时，如何寻求符
合边界约束的可行搜索方向和搜索步长．
过长或过短的步长都可能导致提前收敛到非成熟点或病态

收敛．基于梯度的策略通过充分下降以避免过长步长，通过函
数的凸性以避免过短步长（ＡｒｍｉｊｏＧｏｌｄｓｔｅｉｎＷｏｌｆｅ条件）．
模式搜索法，不管采用充分下降还是简单下降（有理网格［７］、
移动网格［２９］），均提供了内置机制以避免这些情况的出现．



约束多面体；而犆（狓）０给出相应的非线性约束区

域Ω，因此可行区域为犡∩Ω．在约束函数以黑盒函

数形式给出时（如随机系统仿真或程序代码调用，无

法确定是线性还是非线性约束），通常将所有约束看

成是非线性的．

通常，如果非线性约束条件的梯度可以较容易

和较准确地计算，或者目标函数和约束在接近边界

时可以通过线性逼近的话，则约束导数在可行方向

法中就可以得到应用，如文献［３５３６］的工作．这些

方法引入了对约束导数的显式使用，通过约束导数

来计算当迭代点逼近约束边界时的可行方向．

其它进展包括参数化Ｌａｇｒａｎｇｅ法
［３７３８］，罚函数

法和屏障法（Ｂａｒｒｉｅｒ）．参数化Ｌａｇｒａｎｇｅ法通过引入

松弛变量来将非线性约束转换为等式约束，并由此

估计Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．不确定（ｉｎｅｘａｃｔ）惩罚对目标

函数进行修改，以使得靠近约束边界的点和所有不

可行点取非常大的目标函数值；而确定（ｅｘａｃｔ）的惩

罚通过对每个约束条件引入足够大的加权，将不等

式约束看成确定的、非光滑惩罚函数．该思想也在屏

障法中得到应用，此时对可行区域外的所有点，都将

其目标函数值置为无穷．

一个处理非线性约束的典型思想来源于

Ｆｌｅｔｃｈｅｒ和Ｌｅｙｆｆｅｒ
［３９］———文献［４０］的ＧＰＳ过滤法

（Ｆｉｌｔｅｒ）．不同于上述提及的方法，ＧＰＳ过滤法不是

将约束条件和目标函数综合起来进行极小化，而是

通过引入约束违背函数犺，将模型转化为二目标问

题（ｂｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ）进行求解．ＧＰＳ过滤法试图同时减

少目标函数值和约束违背函数值．然而优先考虑犺，

因为在这些极小不可行点的筛选，不仅可能跳出局

部极小点，也允许搜索其相邻区域，从而更可能获得

全局最优解．

定义１６．　定义具备如下属性的函数犺（狓）０

为约束违背函数：

（１）犺（狓）＝０，当且仅当犆（狓）０；

（２）犺（狓）＞０，当且仅当犆（狓）／０；

（３）犺（狓）＝∞，若存在犆（狓）的约束犮犻（狓）→∞．

例如，通常设犺（狓）＝ 犆（狓）＋
２
２，其中 · 为

向量范式．当犮犻（狓）０时，（犆（狓）＋）犻＝０；否则

（犆（狓）＋）犻＝犮犻（狓）．

类似ＧＰＳＢａｒｒｉｅｒ法，可以将多面体犡 区域外

的犺值置＋∞，并设ψ犡为当前迭代点是否在可行区

域的指示函数（在可行区域时ψ犡＝０；否则ψ犡＝

＋∞）．因此得到新的约束违背函数犺犡＝犺＋ψ犡．注

意到可行域的迭代收敛结果仅依赖于犺，而非犺犡．

定义１７．　定义向量狑支配（ｄｏｍｉｎａｔｅｓ）向量

狑′，若对犻，狑犻狑′犻，且狑≠狑′，记为狑狑′；同样有

狑狑′，若狑狑′或狑＝狑′．

定义１８．　由上述问题描述及定义１７，对狓犽，

狓∈!

狀，定义支配关系：狓犽狓（（犺犡（狓犽），犳（狓犽））′

（犺犡（狓），犳（狓））′；同样可推广到狓犽狓．

令
!

为
!

狀上所有不可行点的过滤集，并且该过

滤集中任意两个点都不存在支配关系．令犺ｍａｘ为最

大允许的约束违背上限，犳
!为迭代到目前为止寻找

到的最佳可行目标函数值．满足如下条件的点狓′将

被集
!

过滤：（１）点狓′被集!

的某个点狓支配；（２）点

狓′的约束违背值超过上限犺ｍａｘ；（３）点狓′虽可行但非

最佳可行．由此，有如下定义的被过滤点集!

－　
．

定义１９．　!

－　
＝∪
狓∈!

｛狓′：狓′狓｝∪｛狓′：犺犡（狓′）

犺ｍａｘ｝∪｛狓′：犺犡（狓′）＝０，犳（狓′）犳
!｝．

ＧＰＳ过滤法试图同时降低目标函数犳和约束

违背函数犺的值，即寻求最佳可行点（ｂｅｓｔｆｅａｓｉｂｌｅ

ｐｏｉｎｔｓ）和最佳不可行点（ｌｅａｓｔｉｎｆｅａｓｉｂｌｅｐｏｉｎｔｓ），因

此迭代点的选择同时包括可行覆盖解和最佳不可行

覆盖解（有最小的犺值）．但显然应该优先降低犺的

值，因为在这些不可行点的筛选不仅可能跳出局部

极小，也允许搜索其它区域以寻求全局最优解①．

定义２０．　令犳
!

犽
为直到第犽次迭代的可行覆

盖值（ｉｎｃｕｍｂｅｎｔ），即到目前为止的最佳可行目标函

数值．当没有寻求到任何可行点时，令犳
!

犽＝＋∞．令

犺犐犽＞０为直到第犽次迭代的最小约束违背值，其对

应的目标函数值为犳
犐
犽；并且若该点不存在或犺

犐
犽＞

犺ｍａｘ时，令犺
犐
犽＝犺ｍａｘ；犳

犐
犽＝＋∞．令犛犽为第犽次迭代需

要估计的所有点的覆盖集．

与无约束或线性约束优化不同，因为要同时考

虑两种情况的点集筛选，在ＧＰＳ过滤法中将网格改

善点称为网格未过滤点（ｕｎｆｉｌｔｅｒｅｄｍｅｓｈｐｏｉｎｔｓ），

将网格局部极小点称为网格孤立过滤点（ｍｅｓｈｉｓｏ

ｌａｔｅｄｆｉｌｔｅｒｐｏｉｎｔｓ）．注意初始覆盖集犛０至少应包含

一个可行解，并落在其中某个点狓所在的Δ０网格

上；而犽次迭代的覆盖网格则是覆盖集所有点所在

网格的并集，这也使得每次迭代的搜索步有更多的

点可供选择，即

犕（犛犽，Δ犽）＝ ∪
狓∈犛犽

犕（狓，Δ犽）．
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① 对包含黑盒函数的优化问题，无法保证全局收敛性：即使得
到的是全局最优解，也难以证明．模式搜索及其扩展算法的
目的是在有限的计算资源或迭代次数下寻求尽可能好的解．



同样，筛选中心集犘犽的选择包含最佳可行和最

佳不可行点以及与几何约束犡 相一致的正支撑矩

阵伸展得到的所有方向集，即当前筛选中心狆犽满足

（犺犡（狆犽），犳（狆犽））＝（０，犳
!

犽
）或（犺犡（狆犽），犳（狆犽））＝

（犺犐犽，犳
犐
犽），且有犘犽＝｛狆犽｝∪｛狆犽＋Δ犽犱：犱∈犇犽｝．

图７给出上述概念的示意图，可行域为 犡∩

Ω＝｛狓∈!

狀：犺犡＝０｝，当前迭代试探点为狋犽∈犕（狓犽，

Δ犽），任意点狋犽!

－　
犽均为网格未过滤点（反之，任意点

狋犽∈!

－　
犽均被过滤掉），任意点集犘犽!

－　
犽均为网格孤

立过滤点．可行覆盖解集为｛狓∈犡∩Ω∩犛犽：犳（狓）＝

犳
!

犽
｝，不可行覆盖解集为｛狓∈犡∩犛犽：犺（狓）＝犺

犐
犽，

犳（狓）＝犳
犐
犽｝．

图７　ＧＰＳＦｉｌｔｅｒ的二目标优化
［４０］

与一般ＧＰＳ算法类似，ＧＰＳ过滤法首先在某个

点集上选择有最小犺犡或犳的初始点（在搜索阶段可

以采用多种搜索策略），并构造初始覆盖集犛０及相

应的
!０．对当前网格犕（犛犽，Δ犽）的搜索和筛选结果

可能包含以下３种情况：（１）新的覆盖解，步长增

加；（２）未过滤点，步长保持不变；（３）孤立孤立点，

步长减小（然而在减少步长Δ之前，也允许先在过

滤点附近区域搜索，以跳出局部极小，可以将该方式

称为次优搜索）．由!犽和所有不可行未过滤点构造

!犽＋１，并移除!犽＋１中的被支配点，重复上述过程直至

步长Δ收敛或达到规定的迭代次数．

考虑如何利用ＧＰＳ过滤法求解如下简单的线

性规划问题［２６，４０］：

ｍｉｎ
狓＝（犪，犫）′

－犪－２犫，ｓ．ｔ．０犪１，犫０．

已知最优解为狓^＝（１，０）′．假设约束条件作为

黑盒函数出现，因此无法确定是线性还是非线性的．

设初始搜索点从狓０＝（０，０）′开始，初始步长Δ０＝１，

４个对角方向±（１，１）′和±（１，－１）′被用于构造

正基．

已经表明ＧＰＳＢａｒｒｉｅｒ法从原点开始的４个方

向均不可行，因此迭代始终停留在原点［２６］．

图８给出ＧＰＳＦｉｌｔｅｒ算法最初几次迭代搜索和

筛选的示意图，图中数值按［犺（狓），犳（狓）］标记．

图８（ａ）的初始迭代仅找到试探点（１，－１）′可

行，然而（１，－１）′被狓０支配；点狆１＝（１，１）′支配其它

两个试探点，因此是未过滤点．现在从点狓１＝狆１＝

（１，１）′开始，尽管（０，２）′和（２，２）′有更小的犳 值，但

其犺值均大于点狆１，因此不能支配点狆１，故筛选中

心保持不变．在狆２＝狆１筛选的结果将导致所有相邻

点均被过滤掉，因此狆２是网格孤立过滤点．

图８　ＧＰＳＦｉｌｔｅｒ算法对上述问题的迭代搜索和筛选示意图
［４０］

图９　ＧＰＳＦｉｌｔｅｒ算法连续迭代过程中约束违背值犺和目标函数值犳的变化趋势
［４０］
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　　图８（ｂ）从点狆３＝狆２＝（１，１）′，以步长Δ３＝１／２

开始第３次迭代．经连续两次迭代找到未过滤点

狆４＝（１／２，１／２）′和孤立过滤点狆５＝（１，０）′．如图８

（ｃ），最终将在狆７→狆６（＝狆５）方向上迭代搜索，直到

Δ犽→０（实际上仅需非常少的有限次迭代便可以达到

收敛）．图９同时给出上述迭代过程犺和犳值的变化

趋势．

３．５　向混合约束条件的推广

在包含连续、离散（或分类）等混合变量时，考虑

如下划分：

Ω＝Ω
犮×Ω

犱
!

狀
犮

×犣
狀
犱

，

其中Ω
犮＝［，狌］（，狌∈!

狀
犮

∪｛±∞｝，＜狌）为连续

变量约束空间；Ω
犱为离散变量约束空间（通常将分

类变量映射到离散点集）．任意迭代中心点：

狓犽＝（狓
犮
犽，狓

犱
犽）∈!

狀
犮

×犣
狀
犱

．

在混合变量约束条件下，迭代过程需要在当前

局部最优点狓犽所在网格犕犽及其邻域扩展搜索，以

寻求新的覆盖解［９］．关键问题在于如何定义搜索网

格犕犽和筛选集（ｐｏｌｌｓｅｔ）以进行扩展邻域搜索．

定义２１．　设Δ犽∈!＋为网格尺寸；基矩阵犅∈

!

狀
犮
×狀
犮

，生成矩阵犌犼∈犣
狀
犮
×狀
犮

（犼＝１，２，…，犼ｍａｘ＜＋∞）

是有限的矩阵集合，模式

犘犼＝犅犌犼∈!

狀
犮
×狀
犮

；

犕（Δ犽）＝∪
犼ｍａｘ

犼＝１

｛狓犮犽＋Δ犽犘犼狕：狕∈犣
狀
犮

｝．

定义网格：

犕犽＝（犕（Δ犽）×犣
狀
犱

）∩Ω．

定义２２．　狓^＝（狓^
犮，狓^犱）∈Ω 是犳 的局部最小

ε＞０，狏∈ ∪
狔∈犖（狓^）

（［，狌］∩犅（ε，狔
犮））×狔（ ）犱 ：

犳（狓^）＜犳（狏）．其中犖（狓^）Ω是狓^邻域的有限点集，

犅（ε，狔
犮）是狔

犮的ε半径邻域．

网格犕犽的搜索步骤可以保证算法的全局收敛

性．当网格搜索失败时，需要考虑更为严格的筛选步

骤，在筛选集中检查其覆盖解是否是局部极小值，以

保证算法的局部收敛性（取决于对筛选集的定义）．

筛选集包括３部分：（１）连续变量狓犽网格邻域

犖犮（狓犽）的常规搜索（典型筛选法）；（２）离散变量邻

集犖犽的搜索（离散值的邻集）；（３）覆盖解邻集ε（狔）

的扩展筛选（ｅｘｔｅｎｄｅｄｐｏｌｌ）（当邻集中某些点狔的

值犳（狔）接近覆盖解时）．因此，从狓犽的邻域到扩展筛

选邻集的搜索，可能存在更好的候选点，从而导致

下降．

首先构造
!

狀
犮

的最大正基矩阵集合：

犅＝｛［犫１ … 犫狀 犫狀＋１ … 犫２狀］｝．

由最大正基定义，犅可以分解为两个狀犮×狀犮的非奇

异对角矩阵．

定义２３．　定义连续变量狓犽的网格邻域：

犖犮（狓犽）＝｛狓犽＋Δ犽（犫，０）∈Ω：犫∈犅犽（狓犽）∈犅｝，

其中，犅犽（狓犽）的选择同时取决于犽和狓犽．

显然犖犮（狓犽）犕犽．同时，最大正基的选择保证

即使点趋近约束边界时，仍然有足够多的可选下降

方向，以便能再次回到可行区域．

离散变量邻集犖犽在Ω
犱中取值．取决于用户的

选择，犖犽通常等于犖（狓犽）（定义２２），并且在每次迭

代中可以改变．

若在犖犮（狓犽）和犖犽均不能找到改善点，则需对

犖犽邻集进行扩展筛选．通过对点狓犽的局部扰动（参

数ξ＞０），犖犽的邻集离散点狔所在连续邻域可能产

生更好的解．然而，当犖犽的所有邻集离散点狔都满

足犳（狔）＞犳（狓犽）＋ξ，表明狓犽已是局部极小，需收缩

网格并在狓犽点重新迭代；或者当犳（狔）犳（狏）（狏∈

犖犮（狔））时，狔是局部极小，直接从狔进入下一次

迭代．

其它情况下，假设点狔 的扩展筛选序列为

｛狔犼｝
犑

犼＝０
，狔
０＝狔，扩展筛选仅须保证犳（狔犼）＜犳（狔犼

－１）．

当犳（狔犼）犳（狏）（狏∈犖
犮（狔犼））时，狔犼已是局部极小，

筛选终止，标记该点下标为犑，即终点狕；若在筛选过

程中，存在犳（狔犼）＜犳（狓犽），则直接从该点进入下一

次迭代．

以上步骤将产生单调递减的扩展筛选序列

｛狔
０，狔

１，…，狔
犑＝狕｝．因此，从初始点狔

０开始，只要能

找到下降方向，使得犳（狔犼）＜犳（狔犼
－１）即可；除最终

点狕，不必估计狔犼的所有邻域犖
犮（狔犼）（为保证犖

犮（狕）

在约束条件范围内，可能需要定义点狕的新邻域

集）．因为只在当前点狔犼的有限点邻域内搜索，可以

保证总的扩展筛选次数犑必然是有限的．

定义２４．　定义点狓犽的筛选集：

犡ξ犽＝犖
犮（狓犽）∪犖犽 ∪

狔∈犖犽
犳（狓犽

）犳（狔）犳（狓犽＋ξ
）

ε（狔）．

图１０给出上述的扩展筛选序列产生过程．图１１

是在混合变量（狓犮１，狓
犮
２，狓

犱）上得到的点狓犽的筛选集，

狔
０
１，狔

１
１，狔

０
２为离散变量值，犪～犾为连续变量值．狓犽的离

散点邻集犖犽＝犖（狓犽）＝｛狓犽，狔
０
１，狔

０
２｝，并且

犖犮（狓犽）＝｛犳，犵，犺｝，犖
犮（狔

０
１）＝｛犱，犲，狔

１
１｝，

犖犮（狔
１
１）＝｛犪，犫，犮｝，犖

犮（狔
０
２）＝｛犻，犼，犽，犾｝．
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若犳（狓犽）犳（狔
０
１）＜犳（狓犽）＋ξ＜犳（狔

０
２），则筛选

集包括犖犮（狓犽）和犖
犮（狔

０
１）．再设

犳（狔
１
１）＜犳（狔

０
１），犳（犪）＞犳（狔

１
１），

犳（犫）＞犳（狔
１
１），犳（犮）＞犳（狔

１
１）．

图１０　扩展筛选搜索序列
［９］

图１１　狓犽 的网格邻域点集
［９］

由定义２４，得点狓犽的筛选集：

犡ξ犽＝｛犳，犵，犺｝∪｛狓犽，狔
０
１，狔

０
２｝∪ε（狔），

其中ε（狔）＝｛狔
１
１｝∪｛犪，犫，犮｝．

　　考虑如下形式的混合约束优化问题
［９］：

　 ｍｉｎ犳（狓）＝犳（犪，犫，狓
犱）

＝犵（犪，犫）·（１－狓
犱）＋犺（犪，犫）·狓犱，

犵（犪，犫）＝犪
２＋犫２；犺（犪，犫）＝犪２犫＋犪（１－犫）

ｓ．ｔ．－２犪，犫２；狓
犱＝０，１．

首先定义狓的网格邻域：

犖犮（狓）＝狓＋Δ犽｛（０，１，０），（０，－１，０），（５，０，０），

（－７，０，０）｝（对应最大模式）；

当狓＝（２Δ犽，１－Δ犽，１）时：

　犖
犮（狓）＝狓＋Δ犽｛（０，－１，０），（５，１，０），（－７，１，０）｝

（对应最小模式）．

同时定义狓的离散点邻集：

犖（狓）＝｛（犪，犫，１－狓犱），（犪，犫，狓犱）｝．

初始值ξ＝１；狓０＝（１，０，０），Δ０＝１／４；若迭代成

功，Δ犽＋１＝Δ犽，否则Δ犽＋１＝Δ犽／２．

参照表１，从初始点狓０＝（１，０，０）开始，犽＝０，１

两次迭代均成功．犽＝２时，狓２＝（１／２，０，０）邻域无法

找到改善点，转入其离散邻集犖（狓２）＝｛（１／２，０，１）｝．

在（１／２，０，１）邻域筛选得到下降序列｛狔
犼
２
｝犑
犼＝０
，狕２＝

狔
犑

２＝（１／２，３／４，１），因此在狕２的邻域扩展筛选．扩展

筛选的结果仍未找到改善点，算法返回点狓２，递减

步长，并在狓２再次迭代．可以看出，步２、步３重复

筛选和扩展筛选的结果，最终将使得Δ犽→０，并且函

数在点（０，０，０）收敛，犳ｍｉｎ＝０．

犽＝２时，在强化条件下也可选取犖犮（狔
０
２）中的最

小值狔
１
２＝（－５／４，０，１）（犳（狔

１
２＝－５／４）），以保证狔

０
２

梯度的最速下降，因此，不需要再次计算下降序列．

表１　从初始点（１，０，０）开始的主要迭代步骤

犽 Δ犽 狓犽 狓犽＋Δ犽（０，１，０） 狓犽＋Δ犽（０，－１，０） 狓犽＋Δ犽（５，０，０） 狓犽＋Δ犽（－７，０，０）

０

１

２

１／４

（１，０，０） （１，１／４，０） （１，－１／４，０） （９／４，０，０） （－３／４，０，０）

１ １７／１６ １７／１６ ８１／１６ ９／１６

（－３／４，０，０） （－３／４，１／４，０） （－３／４，－１／４，０） （１／２，０，０） （－１０／４，０，０）

９／１６ １０／１６ １０／１６ １／４ １００／１６

（１／２，０，０） （１／２，１／４，０） （１／２，－１／４，０） （７／４，０，０） （－５／４，０，０）

１／４ ５／１６ ５／１６ ４９／１６ ２５／１６

扩展筛选

狔犽＝狔
０
犽 狔

１
犽 狔

２
犽… 狕犽＝狔

犑
犽

犖 （狓２）→ （１／２，０，１） （１／２，１／４，１） （１／２，１／２，１） （１／２，３／４，１）

犳（狓２）＋ξ＝（１／４＋１）＞ １／２ ７／１６ ６／１６ ５／１６

犖犮（狕犽）

狓犽＋Δ犽（０，－１，０） 狓犽＋Δ犽（５，１，０） 狓犽＋Δ犽（－７，１，０）

（１／２，１／２，１） （７／４，１，１） （－５／４，１，１）

６／１６ ４９／１６ ２５／１６

３ １／８
（１／２，０，０）

１／４

…

…

３６　在紧致集上的搜索

鉴于ＧＰＳ类算法存在的问题，网格自适应直接

搜索 ＭＡＤＳ
［１０］通过引入筛选尺寸参数Δ狆犽，使得可

以在紧致（ｄｅｎｓｅ）方向集中进行局部搜索．

定义２５．　定义具备如下属性的参数Δ狆犽为筛

选尺寸参数：（１）Δ狆犽Δ
犿
犽；（２）ｌｉｍΔ

犿
犽＝０当且仅当

ｌｉｍΔ狆犽＝０．

图１２和图１３分别给出ＧＰＳ和 ＭＡＤＳ在!

２上
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的网格 犕犽及部分搜索方向集犇犽的示意图．帧模

式［２８２９］犘犽＝｛狓犽＋Δ
犿
犽犱：犱∈犇犽｝＝｛狆

１，狆
２，狆

３｝犕犽．

按正基定义，图１２的８个网格邻域点，仅允许ＧＰＳ构

造１４个搜索方向集，并且在每次迭代中不会改变．

图１２　ＧＰＳ在!

２上的搜索方向集示意图（最多允许构造１４个搜索方向集）
［１０］

图１３　ＭＡＤＳ在!

２上的搜索方向集示意图（右端网格允许多达１０４个方向集）
［１０］

　　参数Δ狆犽的引入，使得可以采用不同的方法（确

定或随机），以产生搜索方向犇犽的紧致集．基于下三

角矩阵的随机构造法ＬＴＭＡＤＳ
［１０］，能以概率１产

生
!

狀的紧致方向集；特别是针对超正切锥（Ｈｙｐｅｒ

ｔａｎｇｅｎｔＣｏｎｅ），在陷入边界局部极小时，将有更多

的网格点方向可供选择，因此更增加了迭代跳出局

部极小点的可能性．以下为ＬＴＭＡＤＳ算法：

１．参数设置：令生成矩阵 犌＝犐，基矩阵 犇＝犣＝

［犐 －犐］．τ＝４；狑０＝－１，狑１＝１．初始化网格和筛选尺寸

参数Δ
犿
０＝Δ

狆
０＝１；

２．更新规则：（１）Δ犿犽＋１＝Δ
犿
犽／４，若狓犽是局部极小值；

（２）Δ犿犽＋１＝４Δ
犿
犽，若找到改善点，且Δ

犿
犽１／４；（３）Δ

犿
犽＋１＝Δ

犿
犽，

其它情况；

３．正基构造：（１）等概率地从±１／ Δ
犿

槡 犽 选取主对角元

素，从开区间（－１／ Δ
犿

槡 犽，＋１／ Δ
犿

槡 犽）选取下三角元素，构造

下三角矩阵犅；（２）矩阵犅的行列随机置换，设犱狇狆＝犅（犻狆，犼狇）；

（３）由犅＝［犱１ … 犱狀］构造最小正基：犇犽＝｛犱
１，…，犱狀，犱狀＋１｝，

其中犱狀＋１＝－∑
狀

犻＝１

犱犻（命题４），设Δ狆犽＝狀 Δ
犿

槡 犽Δ
犿
犽；构造最大

正基犇犽＝｛犱
１，犱２，…，犱２狀｝，其中犱狀＋犻＝－犱犻（命题２），设Δ狆犽＝

Δ
犿

槡 犽Δ
犿
犽 ．

定理６．　设狓^∈Ω是由ＬＴＭＡＤＳ算法产生的

局部极小点，则筛选方向集以概率１在狓^的超正切

锥犜犎
Ω（狓^）中紧致（文献［１０］定理４．２）．

图１３给出在不同的Δ
犿
犽（以及相应的Δ狆犽）下，!

２

上３种可能的最小正基：

犇１＝｛（－１，０）′，（０，－１）′，（１，１）′｝，

犇２＝｛（－２，－１）′，（０，２）′，（２，３）′｝，

犇３＝｛（４，０）′，（－１，－４）′，（－３，４）′｝．

注意到Δ
犿
犽 →０当且仅当Δ

狆
犽→０．故当Δ

犿
犽 →０

时，ＭＡＤＳ允许在Δ狆犽确定的网格邻域选择任意方

向；并且将逐渐增加，直至紧致（图１３的右端网格允

许多达１０４个方向集）．

４　讨论和推广研究

模式搜索法并非如我们期望的那样，能解决所

有优化问题，因此以下讨论模式搜索对实际工程问

题的适用性并进行推广研究．首先指出模式搜索应

用到非光滑随机优化问题时可能达到的期望结果；

其次讨论模式搜索如何与传统优化技术结合，以便

加速搜索和迭代收敛过程．

４．１　对非光滑问题的适用性

需要强调，采用模式搜索法的初衷是因为其简

单性和对随机优化问题的广泛适用性，只需要对目

标函数逐个搜索点进行估值，最终总能找到最优解，

因此特别适合于工程应用中的很多坏函数（ｂａｄｌｙ

ｂｅｈａｖｅｄ）优化．在这些问题中，目标函数可能不可

微，并且受到因物理测量而导致的不确定随机噪声

的影响，没有任何导数信息可供利用，即使有限差分

逼近也是不准确甚至完全错误的．然而，在采用模式
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搜索法解决这些问题时，在期望的结果和实际计算

结果之间存在一定差异．我们首先解释模式搜索法

如何跨过大多数基于梯度的优化技术无法跨越的鸿

沟，然后说明模式搜索法真正能做些什么以及它们

在求解这些问题时能达到什么样的期望．

当应用基于导数的方法求解因随机噪声而导致

可能存在测量误差的目标函数时，这些函数会受到

低幅高频噪声的影响，并且噪声会因差分进一步放

大．通常的做法是，有目的地对导数采用较粗的有限

差分逼近，来消除噪声对目标函数的影响．在模式搜

索法中，若采用较大的步长控制参数进行采样，能够

隐藏噪声对目标函数的影响．当采样足够粗，即步长

超过噪声的尺度范围时，噪声对目标函数的影响就

被覆盖掉了；在较细尺度下的高频特征因而被忽略

了，转而代之的是噪声目标函数的较平滑版本（虽然

仍是呈锯齿状）．而当步长逼近０时，目标函数的高

频特征再次呈现，并通过较小步长的搜索得以解析．

因此这就能够解释步长控制参数的更新规则．

可以看出，模式搜索法仅在有限步成功迭代，然而有

无限次失败迭代，以便可以到达局部极小值所在的

吸引域（ｂａｓｉｎｏｆａｔｔｒａｃｔｉｏｎｓ）．在该吸引域，步长足

够小以至于可以停止迭代搜索过程．当然，我们也期

望对较大的步长，能够找到局部极小点所在的较大

吸引域，以便避免停留在因随机噪声而导致的众多

不感兴趣的局部极小吸引域，并且跳出这些吸引域

继续进行迭代搜索，最终找到全局最优点．

然而，即使模式搜索法可以应用，到目前为止，

仍然没有任何理论依据可以保证应用到非光滑问题

时它能取得成功．也就是说，对非光滑随机优化问

题，模式搜索法可能不会收敛到一个稳定点———

特别是噪声非连续和无特定结构的情况．而且，在非

光滑情况下也没有任何机制保证一定可以寻找到下

降方向．例如典型的ＤｅｎｎｉｓＷｏｏｄｓ函数及其变种，

这些情况下无法应用模式搜索法．

事实上，对非光滑随机优化问题，人们并不期望

一定要找到最终的全局最优解（除非时间和成本允

许）．对大多数工程应用来说，一定程度上对解的提

升就足够了．因此，这就解释了对非光滑性和随机噪

声不敏感的模式搜索法为什么在实际应用中，比大

多数基于梯度的方法，甚至现有很多新算法，如遗传

和进化、神经网络、蚁群算法等，更适合非光滑随机

优化问题．

４．２　加速搜索的其它方法

其它的启发式方法也可以集成到模式搜索法中

以加速搜索过程，例如前文的 Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ香蕉函

数，通过对２狀个正交矢量进行旋转，可以使得至少

有一个方向与函数的局部拓扑更一致．另外，基于仿

真的优化对响应表面（ＲｅｓｐｏｎｓｅＳｕｒｆａｃｅＭｅｔｈｏｄｏｌ

ｏｇｙ）的拟合采用最小二乘法
［４１４２］，而导数无关优化

ＤＦＯ（ＤｅｒｉｖａｔｉｖｅＦｒｅｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ）则通过插值构

造模型［４３４４］．

当前很多研究专注于基于采样的导数无关方法

来构造模型，利用采样点的一阶或二阶信息来捕获

目标函数的局部拓扑．模型首先由最简单的线性模

型来拟合；当有更多的采样点获得时，就可以构造更

复杂的高阶模型．类似犔犽的角色，这些启发式算法

或基于模型的搜索都试图通过简单模型来对原始的

复杂模型进行逼近，以便可以加速搜索，同时也避免

对原有复杂目标函数的估值．如果目标函数受到噪

声干扰，某些情况下要估计目标函数值可能是非常

困难甚至根本不准确的．

其它一些策略也可以引入以加速收敛，例如在

每次搜索中从犇 中选择一个新的方向集犱
（犻）
犽
；并且

每个方向的搜索步长Δ
（犻）
犽 可以独立进行修改．这也

使得不同方向的搜索尺度可以独立进行扩展，从而

与目标函数的局部拓扑更好地吻合．在非成功迭代

步，收缩步长参数θ也不必限定为严格低于１，可以

等于甚至大于１，以使得在当前非成功迭代点可以

进行局部扩展搜索，这通常会导致发现一个更好的

候选点，进而跳出局部极小．这种思想在ＧＭＶＰ和

ＭＡＤＳ中均得到应用．当然，上述对模式搜索法的修

改不应该影响其基本的收敛性准则，即 ｌｉｍ
犽→＋∞

Δ犽＝０，

对至少一个非成功迭代子序列κ犝（犽∈κ）．

５　结　论

对直接搜索法、特别是模式搜索法的历史回顾

及算法的理论分析和研究，使得可以按统一方式对

工程应用中的很多优化问题进行求解．模式搜索法

通常作为上述类型的非线性规划问题求解的首选，

但不是唯一的选择．对形态较好（如连续、可微）的目

标函数和约束条件，仍然会考虑用传统的规划方法

求解．然而在传统方法不可行时，模式搜索法却成为

唯一可用的方法．对模式搜索法在实际工程问题中

的应用及未来发展方向需做如下说明：

（１）模式搜索法不是保证寻求到全局最优点

（尽管前文的收敛性分析表明在足够多的迭代次数

下这也是可行的），而是试图在有限的计算资源下，
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获得满足当前应用所需的较优解．因此这有别于从

数学角度对问题模型的精确求解．

（２）模式搜索法是导数无关法，但这并不意味

着不需要使用方向导数信息，类似有限差分或基于

模型的插值逼近可以加速迭代过程在函数局部区域

的搜索速度．然而这种方式能否保证收敛到全局稳

定点，仍然缺乏足够的理论依据．在非连续、不可

微，甚至黑盒函数情况下，对下降梯度的有限差分

或插值逼近反而可能导致迭代过程快速收敛到局

部极小点．

（３）全局收敛性与局部收敛性的关系．全局收

敛意味着从任意起始点开始迭代搜索，一阶收敛到

某个稳定点狓，即犳（狓）＝０（假设犳可微）．相

反，局部收敛则指一个点向局部极小值的逼近，即点

向其吸引域的收敛速度．通常，我们认为全局收敛是

指收敛到一个全局极小点（拟牛顿方法例外）．然而

目前几乎所有对模式搜索的研究都关注于其全局收

敛性，特别是一阶优化的必要条件．当然，一阶收敛

并不意味着极小点满足二阶收敛条件（Ｈｅｓｓｉａｎ矩

阵为正定或半正定）；对模式搜索的迭代过程在函数

局部区域的微观行为及局部收敛性分析以及局部收

敛性对全局收敛性影响的研究尚不多见．

（４）模式搜索法因为采用迭代搜索，通常会导

致较高的计算复杂度和存储空间需求，并且在向大

规模和高维空间问题推广时尚存在较多问题．目前

提出的并行模式搜索或许可以通过并行计算［１５］在

一定程度上降低计算复杂度，然而这需要对问题空

间进行划分以适合并行计算．

（５）同样思路，在模式搜索法的搜索阶段，允

许引入更多搜索策略甚至并行搜索，以便可以从

解区域的多个初始点开始寻求全局最优．例如，对

工程应用中的复杂函数估计，可以通过代理函数

（Ｓｕｒｒｏｇａｔｅ）寻找次优解；传统方法如模拟退火、遗

传和进化等也可以在搜索阶段得到应用．在筛选阶

段，也允许每次采用不同的筛选方向集或仅进行部

分筛选以加速收敛、减少计算．

（６）统一模式搜索及其扩展算法，并能应用于

求解复杂工程问题的软件①②及硬件实现．这对实际

应用及该领域的进一步发展将产生重大影响．

致　谢　作者对审稿人的宝贵意见及编辑的辛勤劳

动表示衷心感谢！
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