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基于双阶样条的代数双曲犅样条升阶及割角算法

张　波　　汪国昭
（浙江大学数学系计算机图象图形研究所　杭州　３１００２７）

摘　要　考虑代数双曲Ｂ样条曲线的升阶问题，从理论上证明了曲线的升阶可以理解为控制顶点的割角过程．为

了实现代数双曲Ｂ样条曲线的升阶，文中构造了一组基函数———双阶代数双曲Ｂ样条基函数，这组基函数并不具

有统一的阶数，而具有“双阶”性质．代数双曲Ｂ样条基函数与双阶样条基函数之间的变换公式可以导出曲线升阶

的割角算法．
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１　引　言

Ｂ样条曲线在计算机辅助几何设计（ＣＡＧＤ）中

占有十分重要的地位，但它也存在一些缺陷，例如Ｂ

样条曲线不能精确表示在ＣＡＤ／ＣＡＭ 中广泛应用

的圆锥曲线．为了克服这一局限，很多文献提出许多

模型，例如 Ｗａｎｇ和Ｃｈｅｎ在文献［１］中以｛１，狋，…，

狋狀－３，ｓｉｎ狋，ｃｏｓ狋｝为基构造非均匀代数三角（ＮＵＡＴ）

Ｂ样条曲线，可以精确表示圆锥螺线和摆线．Ｌｉ和

Ｗａｎｇ在文献［２］中以｛１，狋，…，狋
狀－３，ｓｉｎｈ狋，ｃｏｓｈ狋｝为

基构造代数双曲Ｂ样条（ＡＨＢｂａｓｉｓ）曲线，能够精

确表示一类重要的曲线，例如悬链线与双曲线等．

样条曲线的升阶在几何造型中是十分重要的，

Ｂéｚｉｅｒ曲线的升阶可以理解为控制顶点的割角过

程，对于Ｂ样条曲线，也有很多文献提出相关算法

（例如文献［３９］）．这些算法也可运用到代数双曲Ｂ

样条曲线，但这些升阶算法不能理解为割角算法．

本文考虑代数双曲Ｂ样条曲线的升阶问题．不

同于以往的升阶算法，本文通过构造一类新的样条



基函数———双阶代数双曲Ｂ样条基，来实现代数双

曲Ｂ样条曲线的升阶．由这组新基可以构造一类新

的参数曲线———双阶代数双曲Ｂ样条曲线．这类参

数曲线有如下特点：曲线由两段阶数不同的代数双

曲Ｂ样条曲线组成，前段曲线的阶数比后段曲线高

一阶．通过寻求样条基函数的相互关系，实现了代数

双曲Ｂ样条曲线的升阶．

２　代数双曲犅样条曲线及其升阶问题

２．１　代数双曲犅样条曲线的定义

设犜是给定的节点向量犜：｛狋犻｝
＋∞
犻＝－∞

，狋犻狋犻＋１，

犻＝０，±１，±２…，则空间Γ犽＝狊狆犪狀｛１，狋，…，狋
犽－３，

ｓｉｎｈ狋，ｃｏｓｈ狋｝中由下列递推方式所定义的函数

犖犻，犽（狋）称为相应于节点向量犜的犽阶代数双曲Ｂ

样条基函数：

犖犻，２（狋）＝

ｓｉｎｈ（狋－狋犻）

ｓｉｎｈ（狋犻＋１－狋犻）
， 狋犻狋＜狋犻＋１

ｓｉｎｈ（狋犻＋２－狋）

ｓｉｎｈ（狋犻＋２－狋犻＋１）
，狋犻＋１狋＜狋犻＋２

０，

烅

烄

烆 其它

犖犻，犽（狋）＝∫
狋

－∞

犖犻，犽－１（狊）

Δ犻，犽－１
－
犖犻＋１，犽－１（狊）

Δ犻＋１，犽［ ］
－１

ｄ狊，犽

烅

烄

烆
３

，

其中，Δ犻，犽＝∫
＋∞

－∞
犖犻，犽（狋）ｄ狋，并且规定０／０＝０．

当犜为均匀节点向量时，可以得到文献［１０］中

定义的均匀双曲多项式Ｂ样条基函数．文献［２］证

明了代数双曲Ｂ样条基函数有类似于Ｂ样条基函

数的性质，如局部支撑性、归一性、正性、线性无关性

等，并进一步证明了代数双曲Ｂ样条基是Ｂ基．

定义犽阶代数双曲Ｂ样条曲线：

犘（狋）＝∑
犿

犻＝０

犖犻，犽（狋）犘犻，狋∈［狋犽－１，狋犿＋１］，犿犽－１．

代数双曲Ｂ样条曲线有类似于Ｂ样条曲线的性质，

如凸包性、几何不变性、局部调整性、连续阶性质、变

差缩减性等．

２．２　代数双曲犅样条曲线的升阶问题

考虑犽阶代数双曲Ｂ样条曲线

犘（狌）＝∑
犿

犻＝０

犖犻，犽（狌）犘犻，狌∈［狌犽－１，狌犿＋１］，

其中，犘犻是控制顶点，犖犻，犽（狌）（犻＝０，１，…，犿）为定义

于节点向量犝＝｛狌０，狌２，…，狌犿＋犽｝上的代数双曲Ｂ

样条基函数．为了下文叙述方便，将节点向量改写为

犜＝｛狋１，…，狋
烐烏 烑

１

犿
１

，…，狋狀，…，狋
烐烏 烑

狀

犿狀

｝，其中，犿犻（犻＝１，２，…，狀）

表示节点狋犻的重数，并且规定犿１＝犿狀＝犽．

与Ｂ样条曲线类似，犽阶代数双曲Ｂ样条曲线

是在空间Γ犽＝狊狆犪狀｛１，狋，…，狋
犽－３，ｓｉｎｈ狋，ｃｏｓｈ狋｝中构

造的曲线，它完全可以在空间Γ犽＋１＝狊狆犪狀｛１，狋，…，

狋犽－２，ｓｉｎｈ狋，ｃｏｓｈ狋｝中精确表示，即可以将犽阶代数双

曲Ｂ样条曲线升阶为犽＋１阶．存在控制顶点 犘^犻与

节点向量犜^，满足

犘（狋）＝∑
犿

犻＝０

犖犻，犽（狋）犘犻＝∑
犿^

犻＝０

犖犻，犽＋１（狋）^犘犻＝犘^（狋），

因此代数双曲Ｂ样条曲线的升阶过程可归结为节

点向量犜^和新控制顶点犘^犻的求解过程．

曲线犘^（狋）是犘（狋）在高维空间的一个嵌入，两曲

线的几何形状与参数完全相同，且曲线犘（狋）与犘^（狋）

有相同的连续性，由曲线在节点处的连续阶性质得到

新节点向量犜^应具有以下形式：

犜^＝｛狋１，…，狋
烐烏 烑

１

犿
１
＋１

，…，狋狀，…，狋
烐烏 烑

狀

犿狀＋１

｝．

曲线的升阶问题进而转化为新控制顶点 犘^犻的求解

问题．

一个直观的升阶方法是将升阶问题转化为线性

方程组的求解，设∑
犿^

犻＝０

犖犻，犽＋１（狋）^犘犻＝∑
犿

犻＝０

犖犻，犽（狋）犘犻，计

算犖犻，犽＋１（狋）和犖犻，犽（狋）在适当的 犿^＋１个值处的函

数值，可以得到 犿^＋１个关于控制顶点 犘^犻的线性方

程，求解此线性方程组便可以得到新控制顶点的表

达式．

另外一种方法可以仿照文献［７］得出，首先将节

点向量犜中节点狋犻｛犻＝１，…，狀｝的重数嵌为犽，这样

便由原曲线得到狀段分别定义在［狋犻，狋犻＋１］（犻＝１，…，

狀－１）上的代数双曲Ｂéｚｉｅｒ曲线，然后利用文献［２］

中的方法对这狀段曲线分别进行升阶，最后根据曲

线在节点处的连续性要求移去冗余的节点，完成曲

线的升阶．

以上两种方法的共同特点是一次性地增加节点

重数，然后求解新控制顶点的表达式．这样求得的

新控制顶点是原控制顶点的线性组合，升阶的几

何意义并不明显．不同于上面两种方法，本文在对

代数双曲Ｂ样条曲线升阶时，采用逐段升阶的策

略，不是一次性的将所有节点的重数增加１，而是在

升阶的过程中，依次增加各个节点的重数．设犜犼＝

｛狋１，…，狋
烐烏 烑

１

犿
１
＋１

，…，狋犼，…，狋
烐烏 烑

犼

犿
犼
＋１

，狋犼＋１，…，狋犼
烐烏 烑

＋１

犿
犼＋１

，…，狋狀，…，狋
烐烏 烑

狀

犿狀

｝是

增加第犼个节点后的节点向量，由于是逐段升阶，为

了能够统一表达已升阶和未升阶的曲线段，我们在

犜犼上定义一种新的样条基函数，称为双阶代数双曲

Ｂ样条基函数｛犖犼犻，犽（狋）｝，基于这类基函数可以构造
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双阶代数双曲Ｂ样条曲线犘犼（狋）．曲线犘犼（狋）的特点

是具有“双阶”性质，犘犼（狋）在区间［狋１，狋犼＋１］上为犽＋１

阶，在区间［狋犼＋１，狋狀］上为犽阶，利用它可以统一地表

示已升阶和未升阶的曲线段．

３　双阶代数双曲犅样条基函数

３．１　双阶代数双曲犅样条基函数的定义

改写节点向量 犜犼＝｛狋１，…，狋
烐烏 烑

１

犿
１
＋１

，…，狋犼，…，狋
烐烏 烑

犼

犿
犼
＋１

，

狋犼＋１，…，狋犼
烐烏 烑

＋１

犿
犼＋１

，…，狋狀，…，狋
烐烏 烑

狀

犿狀

｝＝｛狋犼０，狋
犼
２
，…，狋犼狊

犼
｝，其中，

狊犼＝犿１＋犿２＋…＋犿狀＋犼－１，设犽为双阶代数双曲

Ｂ样条基函数的阶数，设犾犼＝犿１＋犿２＋…＋犿犼＋

犼－１，则可由下列方式定义节点向量犜犼上的双阶代

数双曲Ｂ样条基函数．

当犽＝１时，定义

犖
犼
犻，１（狋）＝

　

ｓｉｎｈ（狋－狋犼犻）

ｓｉｎｈ（狋犼犻＋１－狋
犼
犻
）
， 狋犼犻狋＜狋

犼
犻＋１
，０犻犾犼

ｓｉｎｈ（狋犼犻＋２－狋）

ｓｉｎｈ（狋犼犻＋２－狋
犼
犻＋１
）
，狋犼犻＋１狋＜狋

犼
犻＋２
，０犻犾犼－１

１， 狋犼犻狋＜狋
犼
犻＋１
，犻＞犾犼

０，

烅

烄

烆 其它

（１）

当犽＝２时（见图１），定义

犖
犼
犻，２（狋）＝

∫
狋

－∞

［犖犼犻，１（狊）／Δ
犼
犻，１－犖

犼
犻＋１，１（狊）／Δ犼犻＋１，１］ｄ狊，

（狋犼犻狋＜狋
犼
犻＋１
，０犻犾犼）或

（狋犼犻＋１狋＜狋
犼
犻＋２
，０犻犾犼－１）或

（狋犼犻＋２狋＜狋
犼
犻＋３
，０犻犾犼－２）

ｓｉｎｈ（狋－狋犼犻）

ｓｉｎｈ（狋犼犻＋１－狋
犼
犻
）
， （狋犼犻狋＜狋

犼
犻＋１
，犻＞犾犼）

ｓｉｎｈ（狋犼犻＋２－狋）

ｓｉｎｈ（狋犼犻＋２－狋
犼
犻＋１
）
，（狋犼犻＋１狋＜狋

犼
犻＋２
，犻犾犼）

０，

烅

烄

烆 其它

（２）

图１　犽＝２时基函数示意图（犔＝犾犼）

　　犽３时，双阶代数双曲Ｂ样条基函数通过下式

定义

犖
犼
犻，犽（狋）＝∫

狋

－∞

犖
犼
犻，犽－１（狊）

Δ
犼
犻，犽－１

－
犖
犼
犻＋１，犽－１（狊）

Δ
犼
犻＋１，犽

［ ］
－１

ｄ狊（犽３）

（３）

如果犖
犼
犻，犽（狋）≡０，则定义

∫
狋

－∞

犖
犼
犻，犽（狊）

Δ
犼
犻，犽

ｄ狊＝

１，狋狋犼犻＋犽＋１（犻犾犼－犽）或

狋狋犼犻＋犽（犻＞犾犼－犽）

０，狋＜狋犼犻＋犽＋１（犻犾犼－犽）或

狋＜狋犼犻＋犽（犻＞犾犼－犽

烅

烄

烆 ）

．

注１．　由于狋狀是最后一个节点，所以犜
狀－１可取

为犜^＝｛狋１，…，狋
烐烏 烑

１

犿
１
＋１

，…，狋狀，…，狋
烐烏 烑

狀

犿狀＋１

｝．

通过以上基函数定义容易看出：当犼＝１，２，…，

狀－２时，定义在节点向量犜犼上的基函数｛犖犼犻，犽（狋）｝

（犼＝１，２，…，狀－２）并不具有统一的阶数，定义在区

间［狋１，狋犼＋１］上的基函数阶数是犽＋１，定义在区间

（狋犼＋１，狋狀］上的基函数为犽 阶，｛犖
犼
犻，犽（狋）｝（犼＝１，

２，…，狀－２）阶数可记为（犽＋１，犽）．而当犼＝０，狀－１

时，分别定义在犜０与犜狀－１上的基函数｛犖０犻，犽（狋）｝与

｛犖
狀－１
犻，犽 （狋）｝在定义区间上分别为犽与犽＋１阶．进一

步有以下定理．

定理１． 记 节 点 向 量 犜 ＝ ｛狋１，…，狋
烐烏 烑

１

犿
１

，…，

狋狀，…，狋
烐烏 烑

狀

犿狀

｝，^犜＝｛狋１，…，狋
烐烏 烑

１

犿
１
＋１

，…，狋狀，…，狋
烐烏 烑

狀

犿狀＋１

｝，设｛犖犻，犽（狋）｝

与｛^犖犻，犽＋１（狋）｝为分别定义在节点向量犜与犜^ 上的

代数双曲Ｂ样条基函数，｛犖０犻，犽（狋）｝与｛犖
狀－１
犻，犽 （狋）｝为

分别定义在犜０＝犜与犜狀－１＝^犜上的双阶代数双曲Ｂ

样条基函数，则有 犖０犻，犽（狋）＝犖犻，犽（狋），犖
狀－１
犻，犽 （狋）＝

犖^犻，犽＋１（狋）．

证明．　利用数学归纳法，当犽＝２时，

犖０犻，２（狋）＝

ｓｉｎｈ（狋－狋０犻）

ｓｉｎｈ（狋０犻＋１－狋
０
犻）
， 狋０犻狋＜狋

０
犻＋１，犻０

ｓｉｎｈ（狋０犻＋２－狋）

ｓｉｎｈ（狋０犻＋２－狋
０
犻＋１）

，狋０犻＋１狋＜狋
０
犻＋２，犻０

０，

烅

烄

烆 其它

＝犖犻，２（狋），

犖
狀－１
犻，２ （狋）＝∫

狋

－∞

［犖
狀－１
犻，１ （狊）／Δ

狀－１
犻，１ －犖

狀－１
犻＋１，１（狊）／Δ

狀－１
犻＋１，１］ｄ狊

＝∫
狋

－∞

［^犖犻，２（狊）／^Δ犻，２－犖^犻＋１，２（狋）／^Δ犻＋１，２］ｄ狊＝犖^犻，３（狋）．

当犽＞２时，利用归纳假设有

犖０犻，犽（狋）＝∫
狋

－∞

犖０犻，犽－１（狊）

Δ
０
犻，犽－１

－
犖０犻＋１，犽－１（狊）

Δ
０
犻＋１，犽

［ ］
－１

ｄ狊

　 　＝∫
狋

－∞

犖犻，犽－１（狊）

Δ犻，犽－１
－
犖犻＋１，犽－１（狋）

Δ犻＋１，犽［ ］
－１

ｄ狊＝犖犻，犽（狋），
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犖
狀－１
犻，犽 （狋）＝∫

狋

－∞

犖
狀－１
犻，犽－１（狊）

Δ
狀－１
犻，犽－１

－
犖
狀－１
犻＋１，犽－１（狊）

Δ
狀－１
犻＋１，犽

［ ］
－１

ｄ狊

＝∫
狋

－∞

犖^犻，犽（狊）

Δ^犻，犽
－
犖^犻＋１，犽（狊）

Δ^犻＋１，
［ ］

犽

ｄ狊＝犖^犻，犽＋１（狋）．

定理得证． 证毕．

由定理１可以看到，｛犖０犻，犽（狋）｝与｛犖
狀－１
犻，犽 （狋）｝实际

上并不是“双阶”，而是普通的代数双曲Ｂ样条基函

数，但为了方便，本文仍称它们为双阶代数双曲Ｂ

样条基函数．

利用定理１，代数双曲Ｂ样条曲线的升阶方

程∑
犿^

犻＝０

犖犻，犽＋１（狋）^犘犻＝∑
犿

犻＝０

犖犻，犽（狋）犘犻可 以 转 化 为

∑
犿^

犻＝０

犖^
狀－１
犻，犽 （狋）^犘犻＝∑

犿

犻＝０

犖０犻，犽（狋）犘犻．如果能找到基函数

｛犖０犻，犽（狋）｝与｛犖
狀－１
犻，犽 （狋）｝之间的关系，则新控制顶点

犘^犻（犻＝０，１，…，犿^）与旧控制顶点犘犻（犻＝０，１，…，犿）

的关系可以相应得到．为了得到 ｛犖０犻，犽 （狋）｝与

｛犖
狀－１
犻，犽 （狋）｝之间的关系，我们首先建立｛犖

犼－１
犻，犽 （狋）｝与

｛犖犼犻，犽（狋）｝（犼＝１，２，…，狀－１）之间的关系．

３．２　双阶代数双曲犅样条函数之间的变换公式

本节将导出基函数｛犖犼
－１
犻，犽 （狋）｝与｛犖

犼
犻，犽（狋）｝（犼＝

１，２，…，狀－１）的关系，其中｛犖犼
－１
犻，犽 （狋）｝与｛犖

犼
犻，犽（狋）｝分

别定义在节点向量犜犼－１与犜犼上（犜犼＝犜犼－１＋｛狋犼｝）．

通过计算可得到犖
犼－１
犻，２ 与犖

犼
犻，２之间的关系式

犖
犼－１
犻，２ （狋）＝

犖
犼
犻，２（狋）， 犻＜犾犼－２

犖
犼
犻，２（狋）＋

犖
犼
犻＋１，２（狋）

２ｃｏｓｈ２［（狋犼犻＋３－狋
犼
犻＋２
）／２］

， 犻＝犾犼－２

犖
犼
犻，２（狋）

２ｃｏｓｈ２［（狋犼犻＋２－狋
犼
犻＋１
）／２］

＋犖
犼
犻＋１，２（狋），犻＝犾犼－１

犖
犼
犻＋１，２（狋）， 犻＞犾犼

烅

烄

烆 －１

（４）
图２给出了犖

犼－１
犻，２ 与犖

犼
犻，２的关系示意图．

图２　犖
犼－１
犻，２ 与犖

犼
犻，２的关系示意图（犔＝犾犼）

当犽３时代数双曲Ｂ样条基函数是Ｂ基，我

们首先计算｛犖犼
－１
犻，３ （狋）｝与｛犖

犼
犻，３（狋）｝的关系式，然后通

过递推可以得到｛犖犼
－１
犻，犽 （狋）｝与｛犖

犼
犻，犽（狋）｝（犼＝１，２，…，

狀－１）（犽＞３）的关系．

当犽＝３时，通过计算有如下关系式

犖
犼－１
犻，３ （狋）＝

　

犖
犼
犻，３（狋）， 犻＜犾犼－３

犖
犼
犻，３（狋）＋ １－

Δ
犼
犻＋１，２

Δ
犼－１
犻＋１，

（ ）
２

犖
犼
犻＋１，３（狋），犻＝犾犼－３

Δ
犼
犻，２

Δ
犼－１
犻，２

犖
犼
犻，３（狋）＋

Δ
犼
犻＋２，２

Δ
犼－１
犻＋１，２

犖
犼
犻＋１，３（狋）， 犻＝犾犼－２

１－
Δ
犼
犻＋１，２

Δ
犼－１
犻，

（ ）
２

犖
犼
犻，３（狋）＋犖

犼
犻＋１，３（狋），犻＝犾犼－１

犖
犼
犻＋１，３（狋）， 犻＞犾犼

烅

烄

烆 －１

（５）

定理２．　分别定义在犜犼
－１与犜犼上的双阶代数

双曲Ｂ样条基函数｛犖犼
－１
犻，犽 （狋）｝与｛犖

犼
犻，犽（狋）｝（犼＝１，

２，…，狀－１），有如下关系式

犖
犼－１
犻，犽 （狋）＝

犖
犼
犻，犽（狋）， 犻＜犾犼－犽

（１－犪犼犻，犽）犖
犼
犻，犽（狋）＋犪犼犻＋１，犽犖

犼
犻＋１，犽（狋），犾犼－犽犻犾犼－１

犖
犼
犻＋１，犽（狋）， 犻＞犾犼

烅

烄

烆 －１

（６）

其中，犪犼犻，犽可以由下面的公式递推得到

　犪犼犻，３＝

０， 犾犼－犽犻犾犼－３

１－Δ
犼
犻，２／Δ

犼－１
犻，２ ，犻＝犾犼－２

Δ
犼
犻＋１，２／Δ

犼－１
犻，２ ， 犻＝犾犼－１

１， 犻＝犾

烅

烄

烆 犼

，

　犪犼犻，犾＋１＝

０， 犾犼－犽犻＜犾犼－犾

犪犼犻＋１，犾
Δ
犼
犻＋１，犾

Δ
犼－１
犻，犾

，犾犼－犾犻犾犼－１

１， 犻＝犾

烅

烄

烆 犼

，犾３．

证明．　由式（５）可知当犽＝３时定理成立．设当

犽３时定理成立，则有

∫
＋∞

－∞
犖
犼－１
犻，犽 （狋）ｄ狋＝

　　∫
＋∞

－∞

［（１－犪犼犻，犽）犖
犼
犻，犽（狋）＋犪犼犻＋１，犽犖

犼
犻＋１，犽（狋）］ｄ狋，

即Δ
犼－１
犻，犽 ＝（１－犪犼犻，犽）Δ

犼
犻，犽＋犪

犼
犻＋１，犽Δ

犼
犻＋１，犽．

当阶数为犽＋１时，利用数学归纳法

犖
犼－１
犻，犽＋１（狋）＝∫

狋

－∞

［犖犼
－１
犻，犽 （狊）／Δ

犼－１
犻，犽 －犖

犼－１
犻＋１，犽（狊）／Δ

犼－１
犻＋１，犽］ｄ狊

　 ＝∫
狋

－∞

（１－犪犼犻，犽）犖
犼
犻，犽（狊）＋犪犼犻＋１，犽犖

犼
犻＋１，犽（狊）

（１－犪犼犻，犽）Δ
犼
犻，犽＋犪

犼
犻＋１，犽Δ

犼
犻＋１，犽

［ －

（１－犪犼犻＋１，犽）犖
犼
犻＋１，犽（狊）＋犪犼犻＋２，犽犖

犼
犻＋２，犽（狊）

（１－犪犼犻＋１，犽）Δ
犼
犻＋１，犽＋犪

犼
犻＋２，犽Δ

犼
犻＋２，

］
犽

ｄ狊

９５０１６期 张　波等：基于双阶样条的代数双曲Ｂ样条升阶及割角算法



＝
（１－犪犼犻，犽）Δ

犼
犻，犽

（１－犪犼犻，犽）Δ
犼
犻，犽＋犪

犼
犻＋１，犽Δ

犼
犻＋１，犽

·

∫
狋

－∞

犖
犼
犻，犽（狊）

Δ
犼
犻，犽

－
犖
犼
犻＋１，犽（狊）

Δ
犼
犻＋１，

［ ］
犽

ｄ狊＋

犪犼犻＋２，犽Δ
犼
犻＋２，犽

（１－犪犼犻＋１，犽）Δ
犼
犻＋１，犽＋犪

犼
犻＋２，犽Δ

犼
犻＋２，犽

·

∫
狋

－∞

犖
犼
犻＋１，犽（狊）

Δ
犼
犻＋１，犽

－
犖
犼
犻＋２，犽（狊）

Δ
犼
犻＋２，

［ ］
犽

ｄ狊

＝ １－
犪犼犻＋１，犽Δ

犼
犻＋１，犽

（１－犪犼犻，犽）Δ
犼
犻，犽＋犪

犼
犻＋１，犽Δ

犼
犻＋１，

（ ）
犽

犖
犼
犻，犽＋１（狋）＋

犪犼犻＋２，犽Δ
犼
犻＋２，犽

（１－犪犼犻＋１，犽）Δ
犼
犻＋１，犽＋犪

犼
犻＋２，犽Δ

犼
犻＋２，犽

犖
犼
犻＋１，犽＋１（狋）

＝ １－犪犼犻＋１，犽
Δ
犼
犻＋１，犽

Δ
犼－１
犻，

（ ）
犽

犖
犼
犻，犽＋１（狋）＋

犪犼犻＋２，犽
Δ
犼
犻＋２，犽

Δ
犼－１
犻＋１，犽

犖
犼
犻＋１，犽＋１（狋）

＝（１－犪犼犻，犽＋１）犖
犼
犻，犽＋１（狋）＋犪犼犻＋１，犽＋１犖

犼
犻＋１，犽＋１（狋）．

定理得证． 证毕．

注２．　利用数学归纳法容易证明：０＜犪犼犻，犽＜１

（犾犼－犽＜犻＜犾犼）．

３．３　双阶代数双曲犅样条基函数的性质

由定理１知道｛犖０犻，犽（狋）｝与｛犖
狀－１
犻，犽 （狋）｝实际上为

代数双曲Ｂ样条基函数，因此具有代数双曲Ｂ样条

基函数的性质，下面将利用定理２给出双阶代数双

曲Ｂ样条基函数的几个性质．

（１）正性：当狋∈（狋犼犻，狋
犼
犻＋犽＋１

）（犻犾犼－犽）或者狋∈

（狋犼犻，狋
犼
犻＋犽
）（犻＞犾犼－犽）时，犖

犼
犻，犽（狋）＞０．

证明．　当犼＝狀－１时，犖
狀－１
犻，犽 （狋）为犽＋１阶代数

双曲Ｂ样条基函数，性质成立．设犼狀－１时性质成

立，则由式（６）可得犖犼
－１
犻，犽 （狋）＞０，性质得证． 证毕．

（２）归一性：∑
犻

犖
犼
犻，犽（狋）＝１．

证明．　当犼＝狀－１时，犖
狀－１
犻，犽 （狋）为犽＋１阶代数

双曲Ｂ样条基函数，性质成立．设犼狀－１时性质成

立，则由式（６）得∑
犻

犖
犼－１
犻，犽 （狋）＝∑

犻

犖
犼
犻，犽（狋）＝１，性质

得证． 证毕．

（３）线性无关性：定义在犜犼上的基函数｛犖犼犻，犽（狋）｝

线性无关（犖犼犻，犽（狋）不恒为零）．

证明．　当犼＝狀－１时，犖
狀－１
犻，犽 （狋）为犽＋１阶代数

双曲Ｂ样条基函数，性质成立．设犼狀－１时性质成

立，设∑
犺

犾＝０

α犾犖
犼－１
犻＋犾，犽（狋）＝０，狋∈［狋１，狋狀＋１］，则由式（６）

可得

∑
犺

犾＝０

α犾（（１－犪犼犻＋犾，犽）犖
犼
犻＋犾，犽（狋）＋犪犼犻＋犾＋１，犽犖

犼
犻＋犾＋１，犽（狋））＝０，

利用归纳假设，由｛犖犼犻，犽（狋）｝的线性无关性得到

　α０（１－犪犼犻，犽）＝α１（１－犪
犼
犻＋１，犽

）＋α０犪犼犻＋１，犽

　　＝α２（１－犪犼犻＋２，犽）＋α１犪
犼
犻＋２，犽＝…＝α犺犪

犼
犻＋犺＋１，犽＝０，

所以α０＝α２＝…＝α犺＝０，性质得证． 证毕．

４　代数双曲犅样条升阶的割角算法

定义双阶代数双曲Ｂ样条曲线

犘犼（狋）＝∑

狊
犼
－犽

犻＝０

犖
犼
犻，犽（狋）犘犼犻（狋１狋狋狀），

其中犖
犼
犻，犽（狋）为定义在节点向量犜犼上的双阶代数双

曲Ｂ样条基函数，犘犼犻称为曲线的控制顶点．由定

理１，当犼分别等于０与狀－１时，双阶代数双曲Ｂ

样条曲线实际是定义在节点向量犜与犜^ 上的犽阶

与犽＋１阶代数双曲Ｂ样条曲线．若犘犼（狋）（犼＝０，

１，…，狀－１）表示同一条曲线，利用定理２，可以找到

曲线犘０（狋）与犘１（狋），犘１（狋）与犘２（狋），…，犘狀－２（狋）与

犘狀－１（狋）的关系，从而最终找到犘０（狋）与犘狀－１（狋）的

关系，达到曲线升阶的目的．

定理３．　设犘犼
－１（狋）与犘犼（狋）为分别定义在节

点向量犜犼－１与犜犼上的双阶代数双曲Ｂ样条曲线，若

两条曲线表示同一曲线，则两曲线的控制顶点满足

以下关系：

犘犼犻＝

犘
犼－１
犻 ， 犻＜犾犼－犽＋１

（１－犪犼犻，犽）犘
犼－１
犻 ＋犪犼犻，犽犘

犼－１
犻－１，犾犼－犽＋１犻犾犼－１

犘
犼－１
犻－１， 犻＞犾犼

烅

烄

烆 －１

（７）

证明．　利用式（６）知

∑
犻

犖
犼－１
犻，犽 （狋）犘

犼－１
犻

＝ ∑
犻犾犼－犽

犖
犼
犻，犽（狋）犘

犼－１
犻 ＋∑

犻犾犼

犖
犼
犻，犽（狋）犘

犼－１
犻－１＋

∑

犾
犼
－１

犻＝犾
犼
－犽＋１

犖
犼
犻，犽（狋）［（１－犪犼犻，犽）犘

犼－１
犻 ＋犪犼犻，犽犘

犼－１
犻－１］

＝∑
犻

犖
犼
犻，犽（狋）犘犼犻，

利用｛犖犼犻，犽（狋）｝的线性无关性，定理得证． 证毕．

定理４．　代数双曲Ｂ样条曲线的升阶可以理

解为控制顶点的割角过程．

证明．　给定节点向量犜上的代数双曲Ｂ样条

曲线犘（狋），由定理１将犜与犘（狋）分别改写为犜０与

犘０（狋），对于犼＝１，２，…，狀－１，在犜犼
－１中嵌入节点

狋犼，由式（７）得

犘（狋）＝∑
犿

犻＝０

犖犻，犽（狋）犘犻＝∑
犿

犻＝０

犖０犻，犽（狋）犘
０
犻
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＝∑
犿＋１

犻＝０

犖１犻，犽（狋）犘
１
犻＝…＝∑

犿＋狀－１

犻＝０

犖
狀－１
犻，犽 （狋）犘

狀－１
犻

＝∑
犿＋狀－１

犻＝０

犖犻，犽＋１（狋）^犘犻 （８）

其中，｛犖犼犻，犽（狋）｝定义于节点向量犜犼上．

由式（７）、式（８）知代数双曲Ｂ样条曲线的升阶

可以看作控制顶点的割角过程，定理得证． 证毕．

控制顶点的割角关系可由图３、图４给出，其中

图３中第犼行顶点的几何意义是定义在节点向量

犜犼上的双阶样条曲线的控制顶点．

图３　控制顶点的割角关系（第一行表示升阶前样条曲线

的控制顶点，最后一行是升阶后曲线的控制顶点）

图４　定义在节点向量｛０，０，０，０，０．６，１，１，１，１｝上的四阶

代数双曲Ｂ样条曲线升阶控制顶点割角过程

５　结　论

本文考虑代数双曲Ｂ样条曲线的升阶问题．关

于Ｂ样条曲线的升阶，已有大量的文献讨论，这些

算法也可相应地运用到代数双曲Ｂ样条曲线的升

阶，但这些算法不能理解为割角算法．本文通过构造

双阶代数双曲Ｂ样条曲线实现了曲线的升阶，并且

升阶过程可以看作控制多边形的一系列割角过程，

揭示了曲线升阶的几何意义．
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第十六届全国网络与数据通信学术会议（犖犇犆犆２００８）

征文通知

中国计算机学会网络与数据通信专业委员会定于２００８年１１月上旬（具体时间另行通知）在南京东南大学召开第十六届

全国网络与数据通信学术会议（ＮＤＣＣ２００８）．会议将就网络与数据通信理论与技术的最新研究进展和发展趋势开展深入、广

泛的学术交流，并特邀著名专家学者作大会报告．本次大会以《东南大学学报》增刊和《解放军理工大学学报》专刊（Ｅｉ检索）的

形式出版论文集，部分优秀论文将被推荐到《计算机学报》、《电子学报》、《通信学报》、《东南大学学报》等学报的正刊和《软件学

报》的增刊上发表．优秀论文的评选工作将在会议期间进行．为保证本次会议的学术质量，吸引更多的高水平学术论文，大会

将履行严格的审稿程序．

一、会议主题

本次会议的主题是：下一代网络的创新和发展

二、征文范围

本次会议的主要征文范围包括（但不限于）以下领域：

网络体系结构；透明计算；协议工程；网络安全；网络管理；分布式计算；网格计算；普适计算；移动和无线网络；传感器网

络；服务计算和 Ｗｅｂ服务；网络运行与管理；宽带多媒体通信；光纤通信技术；各种网络应用．

　　三、投稿须知

１．投稿内容突出作者的创新与成果，具有较重要的学术价值与应用推广价值，未在国内外公开发行的刊物或会议上发表

或宣读过．

２．论文语言要求中文，字数一般不超过６０００字，论文格式参照《计算机学报》，投稿稿件用 Ｗｏｒｄ或ｐｄｆ文件形式．

３．请在稿件最后附上第一作者姓名、性别、职务／职称、所属单位、通信地址、邮政编码、联系电话和Ｅｍａｉｌ地址，并注明论

文所属领域．

４．被录用的论文，至少要有一位作者参加会议并发言，才有资格参与优秀论文的评选．

四、投稿方式

论文投稿通过电子邮件的方式提交，并在邮件标题注明“ＮＤＣＣ２００８投稿”．

投稿邮箱：ｎｄｃｃ２００８＠ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

五、重要日期

论文提交截止日期：２００８年６月２０日　论文录用通知日期：２００８年７月２０日　会议注册截止日期：２００８年８月２０日

六、联系方式

通信地址：南京市四牌楼２号东南大学计算机学院　　　邮政编码：２１００９６　　　联系人：罗军舟，李伟

联系电话：０２５８３７９１０１０　传真：０２５８３７９１０１０　　　 邮件地址：ｘｃｈｌｗ＠ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

会议网址：ｈｔｔｐ：／／ｃｓｅ．ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ／ｎｄｃｃ２００８

七、主办承办

会议主办：中国计算机学会网络与数据通信专业委员会

会议承办：东南大学计算机科学与工程学院　　　　　　　中国人民解放军理工大学指挥自动化学院

计算机网络和信息集成教育部重点实验室 江苏省网络与信息安全重点实验室
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