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摘　要　相容性技术作为约束满足问题的一种有效求解技术，不论是在求解前的预处理过程中，还是在搜索过程

中，都扮演着极为重要的角色．文中对预处理阶段的相容性技术进行改进和信息抽取，提出两种应用于搜索过程中

的新算法ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ，并嵌入到ＢＴ框架中，形成新的搜索算法ＢＴ＋ＭＰＡＣ和ＢＴ＋ＭＰＡＣ，给出了其正

确性证明，通过复杂性分析得到ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ的时间复杂度分别是犗（狀犱）和犗（犲犱２），明显低于目前最流行

的弧相容技术的时间复杂度犗（犲犱３）．实验测试结果表明：对于不同类别的用例，新算法的执行效率是弧相容维护算

法的２～５０倍．
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１　引　言

约束满足问题（ＣｏｎｓｔｒａｉｎｔＳａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍ，

ＣＳＰ）是人工智能研究领域的一个重要分支，现实生

活中的很多问题，都可以用约束满足问题来建模，如

视觉（ｖｉｓｉｏｎ）、调度中的资源分配（ｒｅｓｏｕｒｃｅａｌｌｏｃａ

ｔｉｏｎ）、时序推理（ｔｅｍｐｏｒａｌｒｅａｓｏｎｉｎｇ）等．约束满足



问题通常都是ＮＰ难问题，在其众多求解算法中，基

于回溯的搜索算法（Ｂａｃｋｔｒａｃｋｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＢＴ）是

一个完备的核心算法．该算法在选择实例化变量时，

采用深度优先策略，若相容性检查失败则启动回溯

机制，并通过引入展望（ｌｏｏｋａｈｅａｄ）和回顾（ｌｏｏｋ

ｂａｃｋ）两种模式，显著地提高了搜索效率
［１］．基于冲

突的向后跳转［２］和动态的回溯算法［３］等是回顾模式

类的搜索算法；基于相容性技术的算法是展望模式

类的搜索算法．而弧相容（ＡｒｃＣｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ，ＡＣ）则

是众多相容性算法中一个高效的相容性技术［４］，如

算法ＡＣ３
［５］、ＡＣ４

［６］、ＡＣ２００１
［７］等．由于弧相容维护

（ＭａｉｎｔａｉｎｉｎｇＡｒｃＣｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ，ＭＡＣ）具有高效的

求解效率和低额空间代价的特点，所以 ＭＡＣ是目

前求解约束满足问题的一个主流搜索技术．

弧相容技术的研究工作主要有两个方面：一方

面是在原有算法上的改进，如文献［５７］；另一方面，

在问题求解之前，进行一定的预处理，这对问题以后

的求解是十分有意义的．因此，弧相容技术也广泛地

应用在预处理步骤中［８１１］．在近期的研究工作中，

ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ弧相容算法（ＳｉｎｇｌｅｔｏｎＡｒｃＣｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ，

ＳＡＣ）是时间和空间都比较理想的一种相容性技术．

在Ｄｅｂｒｕｙｎｅ等人于１９９７年提出的ＳＡＣ１算法
［９］基

础上，２００４年～２００５年，Ｂａｒｔｋ和Ｂｅｓｓｉèｒｅ相继提

出基于 ＡＣ４和 ＡＣ２００１的ＳＡＣ算法
［１０１１］，这一系

列算法是从执行效率的角度上对原有算法的一种改

进．而文献［１２１３］是对ＳＡＣ理论和技术方面的一

些研究．虽然ＳＡＣ技术在预处理阶段中起到的作用

十分显著，但如果要在搜索过程中维持ＳＡＣ这一相

容性，所需要的时间和空间仍然是不可忽视的．尤其

是对规模和难度都比较大的问题，时间和空间已经

成为它们广泛应用的瓶颈［１０，１４］，主要问题在于先前

的研究工作中，预处理过程和搜索过程中的相容性

技术都是彼此独立的，且是无信息交流的．

基于此，本文首次在预处理阶段和搜索过程中

的相容性技术之间，建立起信息交流的关系，打破以

往彼此独立的模式．在研究预处理阶段的相容性技

术的同时，通过对预处理阶段的ＳＡＣ算法进行改

进，有效地利用其中的信息，提出了两种新相容性算

法ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ，并将其嵌入到ＢＴ算法框

架中，形成新的搜索求解算法ＢＴ＋ＭＰＡＣ和ＢＴ＋

ＭＰＡＣ．在搜索过程中，ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ对问

题压缩并不需要约束传播，因此，效率上要高于目前

应用的弧相容技术．我们给出了算法的正确性证明

和复杂性分析，分析结果表明：本文提出的ＰｒｅＡＣ

和ＰｒｅＡＣ的时间复杂度分别是犗（狀犱）和犗（犲犱２），

明显低于弧相容技术的复杂度（其时间复杂度是

犗（犲犱３））
［１５］．实验测试结果也表明：本文提出的求解

算法在搜索效率上是目前流行搜索算法 ＭＡＣ的

２～５０倍．

２　约束满足问题和相容性技术

约束满足问题（ＣｏｎｓｔｒａｉｎｔＳａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍ，

ＣＳＰ）通常表示成一个三元组犘＝（犡，犇，犆），其中犡

是一个变量的有限集合，表示成 犡＝｛犻｜（１犻

狀）｝；犇是一个函数，它将每一个变量映射到一个有

限的论域上．用犇犻来表示变量犻的论域；犆是一个有

限约束集合，而且在约束中出现的变量只能是犡 中

的变量．其解是为变量集中的每个变量从有限论域

中寻找一个值，使得所有的约束都被满足．通常为了

提高效率，在求解过程中积极地使用约束，删除变量

中的一些肯定不参与解的值．这个过程通常称为约

束传播、域过滤或者相容性技术．它在搜索过程中有

效地删除许多不相容的值，压缩问题的搜索空间，从

而达到提高效率的目的．而这一技术最为有效的是

弧相容技术，对于二元ＣＳＰ的约束图中的某一个弧

（犻，犼），称它是弧相容的（ＡｒｃＣｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ，ＡＣ），当

且仅当对于犻论域中能满足犻上一元约束的每一个

值犪，都在犼的论域中存在一个值犫，使得犫满足犼

上一元约束，并且（犪，犫）满足犻和犼上的二元约束

犆（犻，犼）．一个ＣＳＰ是弧相容的，当且仅当它的约束

图中的每一条弧是弧相容的．文献［１６］给出了其详

细概念和相关术语．

图１　二元约束问题例子

以著名的地图着色问题为例．图１是该问题的

约束图，图中数字表示约束满足问题中的变量，字母

表示变量的论域．变量之间的连线代表二元约束关

系，其含义是这两个变量不能取相同的值．图２和

图３中的犉和犛 分别代表问题求解失败和求解成

功．图３所示的是没有相容性检查的搜索树，扩展分

支数目是１４．图２所示的是带有弧相容性检查的搜
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索树，扩展分支数仅是６个，而展开的节点数目也相

应减少，进而提高了搜索效率．对于规模大的问题，

相容性技术的优点将更为明显．

图２　有相容性检查的搜索树

图３　没有相容性检查的搜索树

在弧相容技术的基础上，文献［９１１］引入

ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ弧相容的概念．问题犘 是ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ弧相

容的，当且仅当对于犻∈犡，犪∈犇犻，犘｜犻＝犪是弧相

容的．其中犘｜犻＝犪是将原问题犘 中的变量犻的论域

犇犻用单独的｛犪｝进行替换．此后满足ＳＡＣ的一系列

算法也相应地出现．

ＳＡＣ１算法
［９］并没有利用专门的数据结构来为

每个值存储原ＣＳＰ问题中所有与它弧相容的值，这

就迫使在ＳＡＣ１执行过程中，每当某个值被删除时，

算法都要为所有值重新进行一次相容性传播．这样，

大量的重复工作导致算法的效率很低．因此，即使空

间复杂度很理想，但其高额的时间代价，使得它在实

际应用中使用得较少．

ＳＡＣ２
［１０］是一个基于 ＡＣ４思想的算法，它使用

大量的数据结构来避免重复的相容性传播．首先将

原问题的论域复制狀犱次（其中，狀是ＣＳＰ问题中变

量的个数，犱是变量论域的大小），每个值对（犻，犪）都

对应一个原问题的论域．通过维持这些数据结构可

以在相容性传播过程中降低时间复杂度，避免重复

的传播处理，进而提高算法ＳＡＣ的效率．

ＳＡＣＳＤＳ
［１１］是一个基于ＡＣ２００１的算法，它和

ＡＣ２００１都是以牺牲最优时间复杂度来节省空间，

但也维持一些必要的结构来避免重复的检查操作，

这样能在算法的时间和空间上都达到一个比较理

想的情况．文献［１１］对该算法进行了描述，其思想是

为每一个（犻，犪）存储一个局部约束传播等待队列

犙［犻，犪］和一个弧相容的论域，算法中用数据结构

狊狌狆狆狅狉狋［犻，犪］表示．利用这一结构，能知道当某个值

被移走时，哪些值不再是ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ弧相容的，哪些

论域需要做约束传播处理，同时它也能记录最后一

次传播过程的结果．相应的局部约束传播等待队列

犙［犻，犪］记录了导致这次传播发生的那些变量，利用

这一结构，能高效地实现弧相容算法的约束传播

过程．此外，算法用结构队列犘犲狀犱犻狀犵犔犻狊狋来维持

ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ弧相容性的传播过程，当算法达到一个稳

定点时，该队列为空．队列犘犲狀犱犻狀犵犔犻狊狋中的值对

（犻，犪），表示此时与其对应的狊狌狆狆狅狉狋［犻，犪］论域不是

ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ弧相容的，需要进行约束传播处理．因此，

放到这个队列中等待传播．对于子程序ｐｒｏｐａｇａｔｅＡＣ，

执行了一个原始的弧相容约束传播过程，它可以

根据不同的弧相容性机制，选用不同的约束传播过

程，如 ＡＣ３、ＡＣ４、ＡＣ２００１等．而另外一个子程序

ｐｒｏｐａｇａｔｅｓｕｂＡＣ的执行过程与 ｐｒｏｐａｇａｔｅＡＣ 相

同，只是它不需要调用ｕｐｄａｔｅｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍｓ子过程．

ｕｐｄａｔｅｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍｓ的作用是避免对所有的子问题

都做约束传播处理，只是对那些由于某些值被移走

后，导致不再是ｓｉｎｇｌｅｔｏｎ弧相容的子问题进行传

播．算法ＳＡＣＳＤＳ的时间复杂度是犗（犲狀犱４），空间

复杂度是犗（狀２犱２）
［１１］．

３　犘狉犲犃犆和犘狉犲犃犆算法

本节中，我们先给出一个改进的ＢＴ算法框架

ＢＴｆｒａｍｅｗｏｒｋ；之后对预处理阶段的ＳＡＣ算法修

改，提出改进的ＳＡＣ算法；最后，在此基础上提出两

个新的相容性算法ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ．ＢＴ算法

框架是在经典回溯算法的基础上，添加了一个预处

理过程（ｐｒｅｐｒｏｃｅｓｓ）和一个局部相容性处理过程

（ｌｏｃａｌｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ）．这两个过程都能加快ＢＴ算法

的搜索效率．改进的ＢＴ算法框架ＢＴｆｒａｍｅｗｏｒｋ

如下：

犅犜犳狉犪犿犲狑狅狉犽算法．

ＢＴｆｒａｍｅｗｏｒｋ（ＣＳＰ：犘）

　犘′←ｐｒｅ＿ｐｒｏｃｅｓｓ（犘）；　　／ｐｒｅｐｒｏｃｅｓｓｐｈａｓｅ／

ｉｆ（ｉｓｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎ（犘′））ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎ；

犳狉犲犲狏犪狉犻犪犫犾犲狊←犘．犡；

ｗｈｉｌｅ（ｎｏｔｅｍｐｔｙ（犳狉犲犲狏犪狉犻犪犫犾犲狊））ｄｏ

／ｂｔｓｏｌｖｅｐｈａｓｅ／
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　ｓｅｌｅｃｔａｖａｒｉａｂｌｅ狓ａｎｄａｖａｌｕｅ狏ｆｏｒ狓；

狓←狏；

犳狉犲犲狏犪狉犻犪犫犾犲狊←犳狉犲犲狏犪狉犻犪犫犾犲狊—｛狓｝；

ｐｕｓｈ（犘′）；

犘′←ｌｏｃａｌｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ（犘′）；／ｌｏｃａｌｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ／

ｉｆ（ｉｓｎｏｓｏｌｕｔｉｏｎ（犘′））ｔｈｅｎ

　犘′←ｐｏｐ（犘′）；

　犳狉犲犲狏犪狉犻犪犫犾犲狊←犳狉犲犲狏犪狉犻犪犫犾犲狊∪｛狓｝；

ｒｅｔｕｒｎｔｈｅａｓｓｉｇｎｍｅｎｔｓ；

ＢＴ算法的执行流程如图４所示，其中ｌｃ代表

局部相容性技术（ｌｏｃａｌｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ），目前效率比较

高的是弧相容技术．搜索过程大体如下：首先对于初

始问题犘０进行预处理操作，得到新的问题犘１，对问

题犘１将变量犡１实例化为犪，得到新的子问题犘′１，再

调用ｌｃ使之满足某种相容性，得到一个新的子问题

犘２，而后对这个子问题进行求解，依此类推，如果提

前确定该子问题没有解，则立即回溯．

图４　回溯算法执行过程

利用预处理阶段中ＳＡＣ的机制，在预处理时保

留一些必要的信息．在给出算法ＰｒｅＡＣ之前，我们

先对ＳＡＣ算法进行修改，称为改进的ＳＡＣ，首先引

入一个新的结构：犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］，它与原数据结构

狊狌狆狆狅狉狋［犻，犪］相对应，在预处理过程中，对于（犻，

犪）∈犇，都有犇＝犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］∪狊狌狆狆狅狉狋［犻，犪］．即

在算法ＳＡＣ执行的过程中，每当从狊狌狆狆狅狉狋［犻，犪］中

移出一个值，都要把这个值添加到集合犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，

犪］中．假设对于原问题犘０做预处理后得到的新问题

犘１＝犛犃犆（犘０），对于（犻，犪）∈犇′（犇′是问题犘１的论

域），集合犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］所存储信息的含义是：对

问题犘１，变量犻实例化犪后所得到新问题为犘′１，这

时需将集合犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］中的值依次从犘′１中移

走，这才能保证问题犘′１ 是弧相容的．因此我们对

原ＳＡＣ算法中的过程修改，如下所示．其中集合

犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］初始化为空（这里只给出ＳＡＣ算法

的主要函数）．

犚犲狏犻狊犲犱犛犃犆算法．

ｆｕｎｃｔｉｏｎｐｒｏｐａｇａｔｅｓｕｂＡＣ（ｉｎ（犡；犇；犆），ｉｎ犙，犽，犮）：

ｂｏｏｌｅａｎ

ｗｈｉｌｅｐｏｐ犼ｆｒｏｍ犙ｄｏ

ｆｏｒｅａｃｈ（犻，犪）∈犇ｓｕｃｈｔｈａｔ犆犻犼∈犆ｄｏ

ｉｆｎｏｔ犫∈犇犼ａｎｄ犆犻犼（犪，犫）ｔｈｅｎ

　犇犻←犇犻＼｛犪｝；

犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犽，犮］←犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犽，犮］∪｛（犻，犪）｝；

犙←犙∪｛ｉ｝；

ｉｆ犇犻＝ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ；

ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ；

ｐｒｏｃｅｄｕｒｅｕｐｄａｔｅｓｕｂｐｒｏｂｌｅｍｓ（ｉｎ（犻；犪）：Ｖａｌｕｅ）

ｆｏｒｅａｃｈ（犼，犫）∈犇ｓｕｃｈｔｈａｔ（犻，犪）∈狊狌狆狆狅狉狋［犼，犫］ｄｏ

狊狌狆狆狅狉狋［犼，犫］←狊狌狆狆狅狉狋［犼，犫］＼｛（犻，犪）｝；

犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犼，犫］←犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犼，犫］∪｛（犻，犪）｝；

犙［犼，犫］←犙［犼，犫］∪｛犻｝；

犘犲狀犱犻狀犵犔犻狊狋←犘犲狀犱犻狀犵犔犻狊狋∪｛（犼，犫）｝；

上述算法中的函数ｐｒｏｐａｇａｔｅｓｕｂＡＣ，添加新参

数（犽，犮）作为索引，用来确定与当前函数使用的论域

犇相对应的犱犲犾犲狋犲犛犃犆．在改进的ＳＡＣ算法中，每

当从狊狌狆狆狅狉狋［犻，犪］中移出值时，就将该值加入到

犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］中．算法的第６、１３行实现这个

过程．

通过利用犱犲犾犲狋犲犛犃犆存储的信息，我们给出的

新局部相容性算法ＰｒｅＡＣ的思想为：每当变量犻

实例化为值犪时，都要将犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］中的值依

次从问题中移出，这样就达到了对搜索树剪枝的目

的，从而提高求解效率．如果在移出值的过程中发现

某个变量的论域变成空，则返回假，迫使ＢＴ算法启

动回溯机制进行回溯处理，重新进行求解．伪码如下

所示．

犘狉犲犃犆算法．

ｆｕｎｃｔｉｏｎＰｒｅＡＣ（ｉｎ犘：Ｐｒｏｂｌｅｍ．（犻，犪）：Ｖａｌｕｅ）：ｂｏｏｌｅａｎ

　ｆｏｒｅａｃｈ（犼，犫）∈犇ｓｕｃｈｔｈａｔ（犼，犫）∈犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］

ｄｏ

　犇犼←犇犼＼｛犫｝；

　ｉｆ犇犼＝ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ；

ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ；

ＰｒｅＡＣ相容性技术是利用预处理阶段的信

息，将待求解问题的规模进行压缩，即在搜索过程中

起到高效地剪枝作用，这样就能减少问题的搜索空

间，进而提高搜索效率．虽然当今许多相容性技术都

能实现这一功能，如弧相容技术、路径相容技术等，

但它们没有充分地利用预处理阶段的信息，更重要

的是它们需要做大量的、高代价的约束传播，而我们

的ＰｒｅＡＣ算法并不需要进行约束传播，这样就能避

免高额的时间开销．将ＰｒｅＡＣ嵌入到前述改进的

ＢＴ框架中得到的新搜索求解算法我们称之为ＢＴ＋

ＭＰＡＣ．

有时候维持ＰｒｅＡＣ不能够像维持弧相容性那

样，移走更多的冗余值，如图５为变量犡 和犢 之间
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的二元约束关系．

图５　犡，犢 之间的约束关系

图５中的数字代表变量的论域，它们之间的连

线代表变量犡和犢 满足约束关系的值对集合．现在

设某一变量犣１被实例化，这时按ＰｒｅＡＣ算法，假

设犢中的值１被移走，而此时犡中的所有值在犢中

仍然都能够得到支持，所以犡的论域不会变化．之后

变量犣２又被实例化，执行ＰｒｅＡＣ算法，假设犢 中

的值２也被移走，由于ＰｒｅＡＣ所维持的是原问题

的弧相容性，因此仍可认为犡中的值２在犢 中存在

一个支持（犢 中的值１），所以犡的论域没有变化．但

事实上，变量犡 中的值２在犢 中已经不存在支持

（因为犢 中的１在上一次ＰｒｅＡＣ算法执行时已经

被删除）．由此，我们可以在ＰｒｅＡＣ算法上对相容性

做进一步的检查，若某个变量的论域在ＰｒｅＡＣ处理

之后发生变化，则就像传统的弧相容算法那样，将所

有和这个变量存在约束关系的其它变量都作相应的

检查，但是并不做更深一层的传播处理．这样可以在

搜索时间和相容性算法的执行时间上达到一个比较

理想的效果．我们把这种检查方法称为ＰｒｅＡＣ算

法，算法如下．

犘狉犲犃犆算法．

ｆｕｎｃｔｉｏｎＰｒｅＡＣ（ｉｎ犘，（犻，犪））：ｂｏｏｌｅａｎ

ｆｏｒｅａｃｈ（犼，犫）∈犇ｓｕｃｈｔｈａｔ（犼，犫）∈犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］ｄｏ

犇犼←犇犼＼｛犫｝；

ｉｆ犇犼＝ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ；

犙←犙∪｛犼｝；

ｗｈｉｌｅｐｏｐ犼ｆｒｏｍ犙ｄｏ

ｆｏｒｅａｃｈ犻∈犡ｓｕｃｈｔｈａｔ犆犻犼∈犆ｄｏ

ｆｏｒｅａｃｈ犪∈犇犻ｄｏ

　ｉｆｎｏｔ犫∈犇犼ａｎｄ犆犻犼（犪，犫）ｔｈｅｎ

　　犇犻←犇犻＼｛犪｝；

ｉｆ犇犻＝ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ；

ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ；

４　复杂性和正确性分析

为了更好地衡量上节所提出的相容性算法

ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ的性能，本节对这两个算法的

空间复杂度和时间复杂度进行分析，同时对它们的

正确性也给出证明．

定理１．　算法ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ的最坏空

间复杂度是犗（狀２犱２）（狀代表变量的个数，犱代表变

量论域的大小，下同）．

证明．　对于算法ＰｒｅＡＣ本身只用到一个数

据结构犱犲犾犲狋犲犛犃犆，每个变量在最坏情况下，至多只

存储其它所有变量的整个论域，所以它所消耗的空

间是犗（狀犱），而这样的结构一共存在狀犱个，所以算

法的最坏空间复杂度是犗（狀２犱２）．而算法ＰｒｅＡＣ

只比原算法ＰｒｅＡＣ多使用一个等待队列犙，它的

空间大小是犗（狀），故此ＰｒｅＡＣ的最坏空间复杂

度也是犗（狀２犱２）． 证毕．

定理２．　算法ＰｒｅＡＣ的最坏时间复杂度是

犗（狀犱），算法ＰｒｅＡＣ的最坏时间复杂度是犗（犲犱２）

（其中的犲代表约束网络中的边的个数）．

证明．　在算法ＰｒｅＡＣ的一次执行中，可以看

出每次都要从犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］中读取一个值对，每

一个变量的每个值在这个集合中至多出现一次，并

只能读取一次，所以它的最坏时间复杂度是每个

犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪］的空间大小犗（狀犱）．而算法ＰｒｅＡＣ

要比算法ＰｒｅＡＣ做更进一步地约束传播处理，它

从等待队列犙中依次取变量进行检查，对于每一个

有向弧，至多进行一次约束检查，在这一次约束检查

过程中，对任意一个变量的一个值都要从另一个变

量中寻找支持，这一过程所用的时间是犗（犱）．而对

于每个弧，要为一个变量的犱个值寻找支持，所以

它耗用的时间是犱×犗（犱），即犗（犱２）．原问题中一共

有２犲条有向弧，因此算法ＰｒｅＡＣ的最坏时间复

杂度是２犲×犗（犱２），即犗（犲犱２）． 证毕．

下面我们对算法ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ 的正确

性进行证明，证明过程用到了文献［９１１，１５］的结

果：算法ＳＡＣ和算法ＡＣ的执行过程都是正确的．

定理３．　算法ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ是正确的．

证明．　相容性算法的正确性是指在相容性检

查过程中，对于任何一个被移走的值，它都一定不会

在原问题的解中出现，即被移走的值将来不可能被

扩展成原问题的解．因此对于算法ＰｒｅＡＣ的正确

性证明，只需证任意阶段犘′犻到犘犻＋１这一相容性处理

过程中的正确性即可（犘′犻是对变量犡犻实例化为犪犻后

得到新的子问题．犘犻＋１是对犘′犻进行相容性处理得到

的问题）．现在假设在这个阶段进行相容性检查时，

存在某个变量的某个值被删除，并且这个值在将来

能够扩展成原来问题的一个解．不失一般性，设这个
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变量和值分别是犡犼和犪犼．由于这个值在子问题犘′犻中

能够扩展成一个解，即当犡犻实例化为犪犻且犡犼实例

化为犪犼的时候，这个子问题至少存在一个解，而这

个子问题和原问题的约束关系是不变的，所以这

个解也是原问题的一个解．这样由ＳＡＣ算法和ＡＣ

算法的正确性可以保证（犡犼，犪犼）∈狊狌狆狆狅狉狋［犻，犪犻］．

现在由于这个值被算法ＰｒｅＡＣ所删除，因此（犡犼，

犪犼）∈犱犲犾犲狋犲犛犃犆［犻，犪犻］，进而可以得出（犡犼，犪犼）

狊狌狆狆狅狉狋［犻，犪犻］，产生矛盾．由此得出算法ＰｒｅＡＣ是

正确的．算法ＰｒｅＡＣ的正确性同理可证． 证毕．

５　实验结果

这里使用了三大类测试用例，分别是随机的约

束满足问题、经典图着色问题，还有一些标准的测试

用例（ｂｅｎｃｈｍａｒｋ）．通过对这些例子的测试，可以看

出新的相容性算法比原有 ＭＡＣ在效率上有着不同

程度的提高．在下面的图表中：ＢＴ＋ＭＡＣ代表在经

典的回溯算法中弧相容维护技术，ＢＴ＋ＭＰＡＣ和

ＢＴ＋ＭＰＡＣ分别表示在搜索过程中维持ＰｒｅＡＣ

相容性和ＰｒｅＡＣ相容性．这三种搜索算法在测试

的程序中都使用最小论域启发式策略．使用Ｃ＋＋

语言在“明月”［１７］平台上编写程序，测试环境为：硬

件ＤＥＬＬＩｎｔｅｌＰⅣ３．０ＧＨｚＣＰＵ／５１２ＭＢＲＡＭ；软

件ＷｉｎｄｏｗｓＸＰＰｒｏｆｅｓｓｉｏｎａｌＳＰ２／ＶｉｓｕａｌＣ＋＋６．０．

其中每个用例测试１０次取平均值作为最后结果．

（１）随机约束满足用例

随机问题产生器随机地生成二元约束满足问题

（ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｌｉｒｍｍ．ｆｒ／ｂｅｓｓｉｅｒｅ／ｇｅｎｅｒａｔｏｒ．ｈｔｍｌ），

问题的难度和规模可以根据参数的设置来控制，由

于问题具有随机性，所以绝大部分通用约束求解算

法和通用启发式策略都采用这种测试方法［１８］．二元

随机约束满足问题有４个描述参数〈狀，犿，狆１，狆２〉，

其中狀代表变量的个数，犿代表变量论域的大小（这

里假设所有变量的论域大小相同），狆１代表此约束满

足问题的密度，即约束图中边的个数和狀×（狀－１）／２

（完全图中边的个数）的比值，狆２为每个二元约束的

松紧度．本文对问题规模为狀＝犿＝３０，约束密度为

０．４０，狆２介于０．４０～０．６１之间的用例进行测试，实

验结果如图６和图７．从图６（狆２介于０．４０～０．５０之

间）可以看出，我们的ＢＴ＋ＭＰＡＣ和ＢＴ＋ＭＰＡＣ在

算法的执行效率上是算法ＢＴ＋ＭＡＣ的约２～４倍．

而对于图７（狆２介于０．５１～０．６１之间），ＢＴ＋ＭＰＡＣ

和ＢＴ＋ＭＰＡＣ 算法的执行效率是算法 ＢＴ＋

ＭＡＣ的４～９倍．

图６　问题〈３０，３０，０．４０，狆２〉，狆２介于０．４０～０．５０之间

图７　问题〈３０，３０，０．４０，狆２〉，狆２介于０．５１～０．６１之间

（２）经典图着色问题

图着色问题是一个非常经典的图论问题，也是

约束满足问题中极其具有代表性的问题．通过随机

生成图着色测试样例（ｈｔｔｐ：／／ａｉ．ｕｗａｔｅｒｌｏｏ．ｃａ／～

ｖａｎｂｅｅｋ／ｓｏｆｔｗａｒｅ／ｃｓｐｌｉｂ．ｔａｒ．ｇｚ），分别测试四着色

和五着色两类问题，其中每类问题都含有２００个顶

点、４９７５条边．并把每一类问题都分为有解的和无

解的两种情况（由于随机生成的图有可能是一个非

平面图，所以存在没有解的可能性），分别进行测试

和比较．如表１中的数据所示，每类问题前列是没有

解的情况，后列是有解的情况．从表１可以清晰地看

出，对于没有解的情况，＃４ｃｏｌｏｒ问题，我们的ＢＴ＋

ＭＰＡＣ算法和ＢＴ＋ＭＰＡＣ算法的执行效率是原

始算法ＢＴ＋ＭＡＣ的１０倍；而对＃５ｃｏｌｏｒ问题而

言，ＢＴ＋ＭＰＡＣ算法和ＢＴ＋ＭＰＡＣ算法的执行

效率是ＢＴ＋ＭＡＣ算法的５０倍．而对有解的例子，

无论是＃４ｃｏｌｏｒ问题还是＃５ｃｏｌｏｒ问题，算法ＢＴ＋

ＭＰＡＣ和ＢＴ＋ＭＰＡＣ的执行效率都是算法ＢＴ＋

ＭＡＣ的２倍．
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表１　＃４犮狅犾狅狉和＃５犮狅犾狅狉图着色问题

算法

＃４ｃｏｌｏｒ问题

问题无解 问题有解

时间／ｓ 时间／ｓ

＃５ｃｏｌｏｒ问题

问题无解 问题有解

时间／ｓ 时间／ｓ

ＢＴ＋ＭＡＣ ２．３９１０ ０．２７０８ ２４．６５８　 ０．５０１５

ＢＴ＋ＭＰＡＣ ０．２０９７ ０．１９２３ ０．５１７３ ０．３０１４

ＢＴ＋ＭＰＡＣ ０．２１１４ ０．１９２０ ０．５２５１ ０．３０４５

（３）标准库的测试用例（ｂｅｎｃｈｍａｒｋ）

此外我们还测试了一些标准库中的测试样例

（ｈｔｔｐ：／／ｃｐａｉ．ｕｃｃ．ｉｅ／０５／Ｂｅｎｃｈｍａｒｋｓ．ｈｔｍｌ），从中

随机选取了两类问题，一类是ｆｒｂ问题，对这类问题

进行求解一般来说比较困难．文献［１９２０］对这类问

题进行了详细的研究．另一类是著名的“鸽巢问题

（ｐｉｇｅｏｎｓ）”，在测试这组例子的过程中，我们使用二

元约束关系，没用使用全局的ａｌｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔ约束，并

且没有考虑问题本身的对称性和问题固有特点．测

试结果见表２．

表２　标准库中的测试用例

算法
Ｆｒｂ３０１５

时间／ｓ

Ｆｒｂ３５１７

时间／ｓ

Ｆｒｂ４０１９

时间／ｓ

ｐｉｇｅｏｎｓ

时间／ｓ

ＢＴ＋ＭＡＣ １０．２０３ １９．６４ ３４９．５１ １０８７２

ＢＴ＋ＭＰＡＣ ３．２３４ ５．５０ １６７．６７ １６２０

ＢＴ＋ＭＰＡＣ ３．７６６ ６．４４ １２６．０３ ４７１６

从表２中可以看出对于不同规模的ｆｒｂ问题，

新的ＢＴ＋ＭＰＡＣ算法和ＢＴ＋ＭＰＡＣ算法在效率

上是ＢＴ＋ＭＡＣ算法的３倍．对于ｐｉｇｅｏｎｓ问题，

ＢＴ＋ＭＰＡＣ算法的执行效率大约是ＢＴ＋ＭＡＣ算

法的７倍，ＢＴ＋ＭＰＡＣ算法的执行效率是ＢＴ＋

ＭＡＣ算法的２倍．

６　结　语

相容性技术是求解约束满足问题的一个重要技

术，无论是应用在求解问题前的预处理阶段还是在

搜索过程中保持相容性都已经被证明是一个十分有

效的手段．但是在先前的研究工作中，这两个阶段的

相容性技术都是彼此独立的，即它们之间没有信息

交流．本文对预处理阶段中的ＳＡＣ算法进行了改

进，提出了一种利用预处理阶段信息的新相容性算

法ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ，它们打破以往与预处理阶

段的相容性技术独立的模式，在搜索中能够积极地

利用预处理中的信息来提高求解效率．并将它们嵌

入到 ＢＴ 算法框架中，形成新的搜索算法 ＢＴ＋

ＭＰＡＣ和ＢＴ＋ＭＰＡＣ．尽管ＰｒｅＡＣ和ＰｒｅＡＣ

削减冗余值的能力要比ＡＣ算法弱，实验结果证实

ＢＴ＋ＭＰＡＣ大多数情况下明显比ＢＴ＋ＭＡＣ展开

的节点数多，ＢＴ＋ＭＰＡＣ 展开的节点数略多于

ＢＴ＋ＭＡＣ展开的节点数，但文献［１６］中已经明确

指出，削减冗余值能力的强弱和搜索算法的执行

效率并不是一个简单的线性关系．因此，我们的两

种算法都是在取得最好的时间效率条件下的相容

性检查与搜索空间的折衷．理论分析表明ＰｒｅＡＣ

和ＰｒｅＡＣ的时间复杂度分别是犗（狀犱）和犗（犲犱２），

明显低于弧相容技术（其时间复杂度是犗（犲犱３）），实

验结果也表明我们的算法在性能上明显优于目前主

流的求解技术 ＭＡＣ．
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