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摘　要　非线性双层规划问题是一类递阶优化问题，相关的算法往往需要对每一个上层变量值求一个下层优化问

题才能得到一个可行点，这使得算法的计算量很大．目前文献中的算法通常都是基于对每个确定的上层变量，下层

最优解唯一的条件，这就意味着每个下层变量的分量都可以看成是上层变量的函数．基于这个思想，同时为了避免

频繁计算下层优化问题，文中提出了一种新的方法．这种方法与已有方法的主要不同之处在于，它不需频繁求解下

层规划，而是用插值函数近似下层最优解函数．其主要思想如下：首先，取一些上层变量值作为插值节点，计算它们

对应的下层问题的最优解，这些最优解的第犻个分量作为第犻个插值函数的函数值，利用这些节点和函数值计算插

值函数；其次，将插值函数代入上层问题，得到一个近似原问题的单层规划；最后用一个新的遗传算法求解该单层

规划．由于插值节点和相应的插值函数在进化过程中自适应修正和更新，这样可使得该单层规划问题的最优解逐

步逼近原问题的最优解，并且可减少计算量．对２５个测试问题的仿真结果表明，该文所提出的算法能以较少的计

算量找到这些问题的最好解．
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１　引　言

双层规划问题（ＢｉｌｅｖｅｌＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍｓ，

ＢＬＰＰ）是一种具有双层递阶结构的系统优化问题，

它包含一个上层规划问题（Ｌｅａｄｅｒ′ｓｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ

ｐｒｏｂｌｅｍ）和一个或多个下层规划问题（Ｆｏｌｌｏｗｅｒ′ｓ

ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ（ｓ））．上层问题和下层问题都

有各自的目标函数和约束条件．上层问题的目标函

数和约束条件不仅与上层决策变量有关，而且还依

赖于下层问题的最优解．下层问题的最优解则受上

层决策变量的影响．这类问题最初在１９５２年由ｖｏｎ

Ｓｔａｃｋｅｌｂｅｒｇ提出
［１］，其数学模型为

ｍｉｎ
狓∈犡

犉（狓，狔）

ｓ．ｔ．犌（狓，狔）０；其中狔求解

ｍｉｎ
狔∈犢

犳（狓，狔）

ｓ．ｔ．犵（狓，狔）０；

（１）

其中，犉（犳）：犚
狀×犚犿→犚，犌（犵）：犚

狀×犚犿→犚狆（犚狇）；

犡，犢 为其它约束，如界约束、整数约束等．

这一模型的决策机制是上层决策者首先宣布他

（她）的决策狓，这一决策将影响下层决策问题的约

束集和目标函数，然后下层决策者在这一前提下选

择使自己的目标函数达到最优的决策狔．这一过程

反过来也影响上层决策问题的约束域和目标函数；

进一步，上层决策者再调整他（她）的决策狓，直到他

（她）的目标函数达到最优为止．这类问题广泛出现

于管理、经济规划、优化控制和运输问题等工程实践

领域［２３］．一般来讲，问题（１）是一个非凸优化问题．

双层规划问题按所涉及函数是否都为线性函

数，可分为线性和非线性双层规划问题．线性双层规

划是双层规划问题中最简单的一种，其全局最优解

能在约束域的极点上达到［３］．尽管如此，线性双层规

划问题依然是强ＮＰ难问题
［３］．基于线性双层规划

问题的特点，已有一些有效的算法，如犽ｂｅｓｔ算法、

ＫＫＴ方法、分支定界法、罚函数法等
［２３］．对于非

线性双层规划，获得其全局最优解极为困难．目前存

在的一些算法可概括为分支定界法、罚函数法、割平

面法等［２７］，这些基于梯度的传统优化方法在上下层

函数满足相应的可微和凸性要求时求解效率较高，

但当函数不可微或结构较复杂（如多峰）时，往往得

不到全局最优解．进化算法和其它一些智能优化算

法（如禁忌搜索算法），由于其较强的全局搜索能力

和对函数要求较低的优点，已被用于求解非线性双

层规划问题［８１２］．但与基于梯度的算法（如最速下降

法等）相比，一方面对一些问题的计算结果并不理

想［１０］．另一方面，需要对算法产生的每个上层变量

值计算下层问题［８，１１１２］，这导致了很大的计算量．文

献［９］根据下层为凸规划的特点，利用 ＫＫＴ条件

将问题转化为一个等价的单层规划．这使得问题的

结构简化，但由于Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子的引入，使得搜索

空间的维数增多，因而计算量依然很大．那么，有没

有既简单又计算量不大的方法能使得问题简化呢？

本文试图尝试一种新的途径来解决这个问题．

显然，双层规划问题的难点和计算量主要集中

在对每一个上层变量，都需求解一个下层优化问题，

从而获得双层规划的一个可行点．为了不增加搜索

空间的维数和减少计算量，若将这一过程用一个简

化的技术近似而不影响全局最优解的计算，则双层

规划问题的计算难点即可得到解决．注意到若对上

层变量的每一个确定的值，下层变量都有唯一确定

的最优解，则下层变量最优解的每一个分量都可看

成是上层变量的多元函数，我们称其为下层最优解

函数．若能求出这些最优解函数，并将他们代入上层

规划而省去求解下层规划，则双层规划便可化为单

层规划问题，从而使双层规划问题的求解变得相对

比较容易．然而遗憾的是，这些最优解函数是隐函

数，几乎不可能求出他们的解析表达式．因此，直接

将双层规划以这样的方式转化为单层规划问题几乎

是不可能的．但是，随着函数逼近理论的发展，对于
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多维函数的逼近方法越来越成熟．若能近似这些最

优解函数，则可能极大地降低计算量．本文就是基于

这种思想，尝试用插值函数来近似下层最优解函数，

从而将双层规划问题转化为单层规划问题，简化问

题并降低计算量．然后设计遗传算法进行求解．另

外，在遗传算法求解的过程中，对产生的最好点进行

修正，并将其作为新的插值节点更新原插值函数．这

一过程使得插值函数在最好点附近的逼近程度越来

越好．同时为了保证算法全局收敛，在种群中随机选

择一个或几个点进行修正并作为新的插值节点．这

样做不仅可保证全局收敛性，而且数值实验的结果

也表明算法是有效的．

２　基本概念与假设

本文考虑犡，犢 为如下界约束的情形：

犡＝｛（狓１，狓２，…，狓狀）
Ｔ
∈犚

狀
｜犾犻狓犻狌犻，

犻＝１，２，３，…，狀｝，

犢＝｛（狔１，狔２，…，狔犿）
Ｔ
∈犚

犿
｜珋犾犼狔犼珔狌犼，

犼＝１，２，３，…，犿｝，

其中，犾犻，狌犻，珋犾犼，珔狌犼（犻＝１，２，…，狀；犼＝１，２，３，…，犿）为

常数，给出与问题（１）相关的基本概念如下
［３］：

（１）搜索空间：Ω＝｛（狓，狔）｜狓∈犡，狔∈犢｝；

（２）约束域：犛＝｛（狓，狔）∈Ω｜犌（狓，狔）０，

犵（狓，狔）０｝；

（３）对固定的狓，下层可行域为犛（狓）＝｛狔∈犢｜

犵（狓，狔）０｝；

（４）犛在上层决策空间的投影：犛（犡）＝｛狓∈犡｜

狔，使得（狓，狔）∈犛｝；

（５）对每个狓∈犛（犡），下层合理反应集：

犕（狓）＝｛狔∈犢｜狔∈ａｒｇｍｉｎ｛犳（狓，狏），狏∈犛（狓）｝｝；

（６）诱导域：犐犚＝｛（狓，狔）∈犛｜狔∈犕（狓）｝．

本文对问题作如下假设：

①犛为非空紧集；

②对每一个上层变量狓∈犡，下层存在唯一的

最优解狔（狓）；

③对每个上层变量，下层问题关于下层变量是

凸规划．

值得指出的是，①主要是为了保证问题有最优

解，这是目前研究通常要求的条件［３］；假设②也是目

前研究非线性双层规划问题通常所作的假设（如文

献［２６，８］等），这主要是为了使问题变得确定和简

单．当下层问题存在多个最优解时，可按不同的要

求，利用上层问题选择一个合适的下层最优解［３］．从

这个意义上讲，本文假设下层最优解唯一是合理的．

假设③是限定本文所考虑问题的范围．

３　模型的转化

对于双层规划问题（１），要获得一个可行点（狓，狔），

必须求解一次以狓为参数的下层优化问题．这一过

程使得算法的计算复杂性剧增．对于大规模问题，则

需要求解很多次下层优化问题，这甚至使得算法无

法在有限时间内完成求解，因此考虑将原问题进行

转化．在问题（１）中，对每个狓∈犡，下层规划为

ｍｉｎ
狔∈犢

犳（狓，狔）

ｓ．ｔ．犵（狓，狔）
烅
烄

烆 ０

（２）

由假设②，对任意狓∈犡，存在唯一的下层问题最优

解狔（狓）＝（狔１（狓），狔２（狓），…，狔犿（狓））
Ｔ，即每个下层

变量狔犼均可看成上层变量的狀元函数；将狔（狓）代

入上层函数，可将问题（１）转换为如下单层规划问题

ｍｉｎ
狓∈犡

犉（狓，狔（狓））

ｓ．ｔ．犌（狓，狔（狓））
烅
烄

烆 ０

（３）

但狔犼＝狔犼（狓）均为隐函数，在一般情况下，无法写出

表达式，因此对问题（３）直接求解是不现实的．但是，

若能通过某种简单的计算获得下层近似解，则能解

决这个问题．本文尝试利用插值函数逼近最优解

函数，即构造狔犼＝φ犼（狓）来近似狔犼＝狔犼（狓），犼＝１，

２，…，犿；从而得到问题（１）的一个近似单层规划

ｍｉｎ
狓∈犡

犉（狓，φ（狓））

ｓ．ｔ．犌（狓，φ（狓））
烅
烄

烆 ０

（４）

其中φ（狓）＝（φ１（狓），φ２（狓），…，φ犿（狓））．这样对大量

在进化过程中产生的上层变量值，可以利用插值函

数值给出下层问题的近似解．因此在进化过程中，避

免了求解大量的下层优化问题，从而达到了减少计

算量的目的．

４　插值函数

用插值函数近似有如下特点：局部插值点越密

集，逼近程度越好；且在插值样本点处，下层变量值

是相应上层变量值对应的下层最优解，即满足下层

优化问题．考虑到线性插值计算简单且易于更新，本

文采用基于三角划分的分段（片）线性插值函数逼近

下层最优解函数［１３］．

在犡上均匀抽取犖′个点狓犻＝（狓犻１，狓
犻
２，…，狓

犻
狀），

犻＝１，２，…，犖′（包括顶点），并进行三角划分；对每个
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相对固定的狓犻，计算优化问题（２），得最优解狔
犻＝

（狔
犻
１，狔

犻
２，…，狔

犻
犿）；考虑每个下层分量狔犼，以（狓

犻，狔
犻
犼）

（犻＝１，２，…，犖′），为样本点（狓犻为插值节点），计算函

数狔犼＝狔犼（狓）的插值函数狔犼＝φ犼（狓），犼＝１，２，…，犿．

分段（片）线性插值函数的特点是计算简单，在每个

分段（片）上的插值函数通过求解一个狀＋１元线性

方程组即可确定；且当产生新的插值节点时，只需更

新原插值函数在新插值节点附近段（片）上的表达式

即可，计算量小．以二维函数为例：对犖′个样本点采

用Ｄｅｌａｕｎａｙ三角划分，相关算法的运算量能降到

犗（犖′ｌｏｇ犖′）（犖′表示随机样本点的个数）；进一步，

设狓犻（犻＝１，２，３）为任一划分三角形的三个顶点，则

对该三角形内的任一点狓＝∑
３

犻＝１

α犻狓犻，插值函数值

φ（狓）＝∑
３

犻＝１

α犻狔（狓犻），其中α犻０，∑
３

犻＝１

α犻＝１，狔（狓犻）为狓犻

对应的下层解函数值．求解一个三元线性方程组即

可得到α犻，其计算复杂性为犗（狀
３），其中狀＝３为变

量个数．

５　提出的算法

遗传算法是求解复杂优化问题的一种新型有

效方法，具有全局收敛性、鲁棒性．为了有效求解问

题（３），首先对上层变量进行实数编码，给出了一种

基于上层目标函数和约束函数的适应度函数，它能

有效辨别不同个体的质量好坏；其次在杂交算子的

设计上，考虑了进化方向，使进化后代尽可能向全局

最优解趋近．基于以上考虑，给出基于插值函数的遗

传算法（ＡｎＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎＢａｓｅｄＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，

ＩＢＧＡ）．

算法１．　ＩＢＧＡ．

１．插值函数：在犡上均匀抽取犖′个点狓犻＝（狓犻１，狓
犻
２
，…，

狓犻狀），犻＝１，２，…，犖′，并计算对应的下层最优解狔
犻＝（狔

犻
１
，

狔
犻
２
，…，狔

犻
犿）和以狓

犻为节点的插值函数φ（狓）；

２．初始种群：从所有的犖′个点（狓犻，狔
犻）（即（狓犻，φ（狓

犻）））

中，随机选择犖（犖犖′）个尽量均匀分布的点，构成规模为

犖的初始种群狆狅狆（０）．计算种群中每个点的适应度值犚（狓，

φ（狓））＝犉（狓，φ（狓））＋犕ｍａｘ｛犌（狓，φ（狓）），０｝（其中犕为充分

大的正常数）；记犖犗犖为当前适应度最小的点集．令犽＝０．

３．杂交：任取狆ｂｅｓｔ∈犖犗犖，令狓ｂｅｓｔ为其对应的上层分

量，狆＝（狓，φ（狓））是一个从狆狅狆（犽）中按杂交概率狆犮选择的

父代个体．杂交后代为狅狆＝（狅狓，φ（狅狓）），其中

狅狓＝狓＋μ（狓ｂｅｓｔ－狓） （５）

μ∈［０，η］是一个随机数，η是使得狓＋η（狓ｂｅｓｔ－狓）达到犡

边界的常数．所有杂交后代的集合记为犗１．

４．变异：设狆　^＝（狓　^，φ（狓　^））是按变异概率狆犿从狆狅狆（犽）中

选择参加变异的父代个体，变异后代为狅狆　^＝（狅狓　^，φ（狅狓　^）），其

中狅狓　^＝狓　^＋Δ；Δ～犖（０，σ
２）．所有变异后代的集合记为犗２．

５．修正：从犗１∪犗２中选择最好的一个个体和任意其

它狋１个个体，通过求解问题（２）修正其对应的下层最优

解．将这些点作为新的插值节点更新插值函数φ（狓）和问

题（４）．比较这些节点处的适应度值，更新犖犗犖．

６．选择：任选狆ｂｅｓｔ∈犖犗犖 作为下一代种群中的一个

点，并在狆狅狆（犽）∪犗１∪犗２中选择其它犖－１个最好的个体

组成下一代种群狆狅狆（犽＋１）．

７．判断：如果终止条件成立，则停止，输出最好解集

犖犗犖；否则令犽＝犽＋１，转步３．

６　算法性能分析

目前求解双层规划的大部分算法都需要对每个

上层变量计算下层的最优解［８，１１１２］，ＩＢＧＡ的优势在

于不需要对每个上层变量都解下层优化问题，而只

需对个别上层变量（较优解）来求解下层问题，具体

作法是用插值函数的值代替了求解下层优化问题．

现在来比较ＩＢＧＡ与已有算法的计算量：设遗传算

法的最大代数为犵ｍａｘ，则已有算法需计算下层优化

问题的平均次数为犖（狆犮＋狆犿）犵ｍａｘ，而ＩＢＧＡ仅需

要（狋＋１）犵ｍａｘ次，其中狋通常取很小的正整数，一般

狋＝１～３，本文的数值实验中取狋＝１．因为在遗传算

法中，一般有犖（狆犮＋狆犿）＞３，因此当种群规模犖 较

大时，已有算法每代求解下层问题的次数犖（狆犮＋狆犿）

会远远大于ＩＢＧＡ求解下层问题的次数（狋＋１）．同

时当进化代数犵ｍａｘ较大时，即使考虑为获得初始插

值函数而计算的犖′个优化问题，ＩＢＧＡ求解下层问

题的总次数也会远远少于已有算法．因此，本文方法

可节省大量计算量．

值得指出的是，在ＩＢＧＡ的每一代修正个体时，

由插值函数得到的近似解能为下层优化算法提供一

个接近最优解的初始点．这使得优化算法能很快找

到相应的下层最优解，特别是当下层函数关于变量

（狓，狔）凸时，可以证明这个近似解是下层可行解．不

失一般性，以二维为例说明：令（狓，φ（狓））是待修正

的种群个体，且狓＝∑
３

犻＝１

α犻狓犻（α犻０，∑
３

犻＝１

α犻＝１，狓犻是插

值节点）．因为界约束狔∈犢 可以化为凸函数的零上

界约束，因此只须说明犵（狓，φ（狓））０即可．因为有

　　犵（狓，φ（狓））＝犵∑
３

犻＝１

α犻狓犻，∑
３

犻＝１

α犻狔（狓犻（ ））＝

犵∑
３

犻＝１

α犻犃（ ）犻 ∑
３

犻＝１

α犻犵（犃犻）０，
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其中，犃犻＝（狓犻，狔（狓犻）），狔（狓犻）是狓犻对应的下层最优

解．因此φ（狓）是下层问题的可行解．这使得一些基

于初始点的内点算法能很快找到最优解狔（狓），这也

是本文选择线性插值的一个原因．

７　收敛性分析

上面的方法能否保证收敛性呢？现在来讨论

ＩＢＧＡ的全局收敛性．尽管有些遗传算法是全局收

敛算法，但对非线性程度较高的非凸优化问题，很多

遗传算法往往陷入局部最小．双层规划是一类复杂

的非凸优化问题，因此对ＩＢＧＡ的全局收敛性给出

一个理论证明是必要的．

定义１．　设｛ξ犻｝是概率空间的一个随机向量序

列，若存在一个随机向量ξ使得狆（ｌｉｍ
犿→∞
ξ犿＝ξ）＝１

或对ε＞０，有狆（∩
∞

犿＝１
∪
犽犿

｛ξ犽－ξ ε｝）＝０，则称

｛ξ犿｝以概率１收敛于ξ．

引理１（ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ）．设犃１，犃２，…，犃犿，…

为概率空间的一个随机事件序列，记狆犽＝狆｛犃犽｝，若

∑
∞

犽＝１

狆犽＜∞ ，则狆｛∩
∞

犿＝１
∪
犽犿
犃犽｝＝０；若∑

∞

犽＝１

狆犽＝∞，且

犃１，犃２，…，犃犿，…相互独立，则狆｛∩
∞

犿＝１
∪
犽犿
犃犽｝＝１；

进一步假设：

④犛（犡）是一个有界闭集，且犉（狓，狔）在Ω 上

连续；

⑤至少存在一个全局极小点狓
，使得对δ＞０，

集合犛（犡）∩｛狓 狓－狓 ＜δ｝的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度大

于０；

⑥问题（１）中，犳（狓，狔），犵（狓，狔）关于狔∈犛（狓）二

次连续可微，且犳（狓，狔）是狔的严格凸函数．

假设⑥保证了下层最优解函数狔＝狔（狓）的连续

性［１４］．由假设④知，

犛０＝｛狓｜ａｒｇｍｉｎ
狓∈犛（犡）

犉（狓，狔（狓））｝≠．

对ε＞０，令

犙１＝｛狓∈犛（犡） 犉（狓，狔（狓））－犉
＜ε｝，

犙２＝犛（犡）＼犙１，

其中，犉＝ｍｉｎ｛犉（狓，狔）：（狓，狔）∈犐犚｝＝｛犉（狓，

狔（狓））：狓∈犛（犡）｝．

于是，种群狆（犽）可分为两种状态：

犛１：若狆（犽）中至少有一点属于犙１，则称狆（犽）

处于状态犛１；

犛２：若狆（犽）中所有点都不属于犙１，则称狆（犽）

处于状态犛２．

定理１．　设狆犻犼（犻，犼＝１，２）表示狆（犽）处于状态

犛犻，而狆（犽＋１）处于状态犛犼的概率，则在假设下有：

（ａ）对任一个处于状态犛１的狆（犽），必有狆１１＝１；

（ｂ）对任一个处于状态犛２的狆（犽），存在一个常

数犮∈（０，１），使狆２２＜犮．

证明．　从算法选择过程知，若狆（犽）∈犛１，则

狆（犽＋１）∈犛１，所以（ａ）成立；因为犛０≠，对满足

假设⑤的狓

∈犛０，由犉和狔（狓）的连续性可知：对

ε＞０，存在γ＞０，当狓∈犛（犡），狓－狓 ＜γ时，有

｜犉（狓，狔（狓））－犉
｜＜ε／２ （６）

成立．

因此，当狓∈犛（犡）∩｛狓 狓－狓 γ｝时，有

｜犉（狓，狔（狓））－犉
｜＜ε．记 犖γ（狓

）＝ ｛狓∈犚
狀
｜

狓－狓 γ｝．又因为在ＩＢＧＡ中，当狓是插值点

时，有φ（狓）＝狔（狓）．所以要使个体狓∈犙１，只需狓∈

犖γ（狓
）∩犛（犡）且为插值点即可．

当狆（犽）处于状态犛２时，令狓∈狆（犽）的变异后代

为狓　^，则 狓　^＝狓＋Δ狓，其中，Δ狓＝（Δ狓１，Δ狓２，…，

Δ狓狀）
Ｔ，Δ狓犻～犖（０，σ

２
犻），犻＝１，２，…，狀．而 Δ狓犻，犻＝

１，２，…，狀，相互独立．于是狓　^∈犛（犡）∩犖γ（狓
）的概

率为

狆｛狓　^∈犛（犡）∩犖γ（狓
）｝＝

∫… 
犛（犡）∩犖γ

（狓
）

１

２槡πσ
（ ）

犻

狀

ｅｘｐ∑
狀

犻＝１

－
狓　^犻－狓（ ）犻

２

２σ
２（ ）（ ）
犻

·

　ｄ狓　^１ｄ狓　^２…ｄ狓　^狀 （７）

记狆１（狓）＝狆｛狓　^∈犛（犡）∩犖γ（狓
）｝．另一方面，

设狓　^成为插值点的概率为狆２，从算法的修正过程

可知，

狆２＝

１， 狓　^＝ａｒｇｍｉｎ犚（狓犻，φ（狓犻）

狋

｜犗１∪犗２｜－１
，

烅

烄

烆
其它

，

其中，｜犗１∪犗２｜表示集合犗１∪犗２中元素的个数．

因此一个点狓能变为犙１中的点的概率为狆３（狓）＝

狆犿狆１（狓）狆２．注意到
狋
２犖
是狆２的一个下界．另一方面，

犛（犡）∩犖γ（狓
）是有界闭集，且其Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度大

于０，由式（７）知，０＜狆１（狓）＜１，且狆１（狓）在有界闭

集犡上连续，故狓
　－
∈犡，使得

　狆１（狓
　－）＝ｍｉｎ｛狆１（狓）｜狓∈犡｝且０＜狆１（狓

　－）＜１ （８）

注意到狆２１表示狆（犽）处于状态犛２而狆（犽＋１）处

于状态犛１的概率，由式（７）及式（８）知，狆２１狆３（狓）

狆犿狆１（狓
　－）狋
２犖
．记犮＝１－狆犿狆１（狓

　－）狋
２犖
，显然，０＜犮＜１，

由狆２１＋狆２２＝１知，狆２２＝１－狆２１犮．于是，结论（ｂ）

４１９ 计　　算　　机　　学　　报 ２００８年



成立． 证毕．

定理２．　设｛狆（犽）｝是由算法产生的种群序列，

且狆（０）中至少有一个属于犛 的点．用（狓（犽），

狔（狓（犽））表示狆（犽）中已修正的最好点，则有

狆｛ｌｉｍ
犽→∞
犉（狓（犽），狔（狓（犽）））＝犉｝＝１．

证明．　 对ε＞０，记狆犽＝狆｛｜犉（狓
（犽），

狔（狓（犽）））－犉
｜ε｝，则

狆犽＝
０， 犾∈｛１，２，…，犽｝，狓（犾）∈犙１

珚狆犽，狓
（狋）犙１，狋＝１，２，…，

烅
烄

烆 犽
．

由定理１知，珚狆犽＝狆
犽
２２犮

犽，

于是∑
∞

犽＝１

狆犽∑
∞

犽＝１

犮犽＝
犮
１－犮

＜∞，由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｉ

引理知，

狆｛∩
∞

犿＝１
∪
犽犿

｛｜犉（狓（犽），狔（狓（犽）））－犉
｜ε｝｝＝０，

定理成立． 证毕．

８　数值实验

本文选取了２５个广泛使用的测试问题进行测

试（文献［７，９，１２］）．这２５个问题除了Ｔ０７和 Ｔ２５

外，都是非线性双层规划问题，且其中Ｔ０３～Ｔ０５是

含不可微目标函数的非线性双层规划．对于初始插

值节点，一般建议犖′＝５０×狀×!

，其中狀为上层变

量的维数，
!

（＝１～２）为一个修正系数，当下层函数

非线性程度较高时取较大值，反之，取接近１的值．

为计算方便，本文统一取犖′＝１００．算法的相关参数

取值如表１．

表１　犐犅犌犃参数表

犖′，犖 狆犮 狆犿 狋 犕

１００ ０．８ ０．２ １ １００００

ＩＢＧＡ的停止准则为：若算法连续运行２０代不

改善适应度值或达到１００代，则停止．

对每个测试问题独立运行３０次，记录最好解的

位置、最好和最差的上层目标函数值；并计算了３０

次运行的最好目标函数的平均值、中值和均方差、平

均ＣＰＵ时间（犆犘犝）、适应度函数计算的平均次数

（犕犖犐）及算法停止时的平均代数（犵犲狀）；所有数据

见表２和表３．表２列出了算法所用的搜索空间Ω

和目标函数值的比较；表３给出了ＣＰＵ时间、犵犲狀、

犕犖犐及最优解的位置．

表２　目标函数值计算结果比较

序号 搜索空间
ＩＢＧＡ犉（狓，狔）

最好值 最差值 平均值 中值 均方差

文献犉（狓，狔）

最好值

Ｔ０１［９，１］ ［－５０，５０］２ ２２５　 ２２５　 ２２５　 ２２５　 １．４ｅ１３ ２２５　　

Ｔ０２［９，２］ ［０，５０］２ ０ ０ ０ ０ ０　 　 ０　

Ｔ０３［９，２０］ ［０，５０］２ ０ ０ ０ ０ ０　 　 ０　

Ｔ０４［９，２１］ ［０，５０］２ ０ ０ ０ ０ ０　 　 ０　

Ｔ０５［９，２２］ ［０，５０］２ ０ ０ ０ ０ ０　 　 ０　

Ｔ０６［９，３］ ［０，２］２ －１２．６７８７ －１２．６７６０ －１２．６７７０ －１２．６７８７ １．２ｅ６　 －１２．６８　

Ｔ０７［９，４］ ［０，１０］２ －２９．２ －２９．２ －２９．２ －２９．２ １．１ｅ８ －２９．２

Ｔ０８［９，５］ ［－１０，２０］２ －８．９１７２ －８．９１７１ －８．９１７２ －８．９１７２ ９．０ｅ６ －８．９２

Ｔ０９［９，６］ ［－１０，２０］２ －７．５７８１ －７．５７７５ －７．５７７９ －７．５７８０ ４．７ｅ５ －７．５８

Ｔ１０［９，７］ ［－１０，５０］２ －１１．９９９１ －１１．９９８９ －１１．９９９０ －１１．９９９０ １．８ｅ９ －１１．９９９

Ｔ１１［９，８］ ［－１０，２０］２ －３．６ －３．６ －３．６ －３．６ ０ －３．６

Ｔ１２［９，９］ ［－１０，２０］２ －３．９２ －３．９１４６ －３．９１７９ －３．９１８７ ０．００１ －３．９２

Ｔ１３［９，１０］ ％ －６６００ －６６００ －６６００ －６６００ ０ －６６００

Ｔ１４［９，１２］ ［－５０，５０］ ８１．３２７９ ８１．３２７８ ８１．３２７８ ８１．３２７８ １．２ｅ５ ８１．３２７９

Ｔ１５［９，１３］ ［０，１５］ １００．００００ １００．００００ １００．００００ １００．００００ ２．４ｅ７ １００．０００１

Ｔ１５［１２，７］ ［０，１５］ １００．００００ １００．００００ １００．００００ １００．００００ ２．４ｅ７ １００．３２４

Ｔ１６［９，１４］ ［０，３］ －１．２０９８ －１．２０９７ －１．２０９７ －１．２０９８ ４．１ｅ６ －１．２０９８

Ｔ１７［９，１７］ ［０，１０］２ １．９８０２ １．９８００２ １．９８００８ １．９８００７ ５．３ｅ５ １．９８０２

Ｔ１８［７，Ｄｅｍｐｅ］ ［－５０，５０］ ２８．２５ ２８．２５ ２８．２５ ２８．２５ ０ ３１．２５

Ｔ１９［７，ＢＩＰＡ２］ ［０，５０］ １７ １７ １７ １７ ０ １７

Ｔ１９［１２，６］ ［０，５０］ １７ 　 １７ １７ １７ ０ １７．０７１

Ｔ２０［７，ＢＩＰＡ３］ ［０，１０］ ２ ２ ２ ２ ０ ２

Ｔ２１［７，ＢＩＰＡ４］ ［０，１０］ ８８．７８７１ ８８．７８７１ ８８．７８７１ ８８．７８７１ １．４ｅ６ ８８．７９

Ｔ２２［７，ＢＩＰＡ５］ ［０，１０］ ２．７４９７ ２．７５００ ２．７４９８ ２．７４９８ １．１ｅ４ ２．７５

Ｔ２３［１２，４］ ［０，２０］ ８５．０９０９ ８５．０８９７ ８５．０９０５ ８５．０９０９ １．１ｅ４ ８４．８９８

Ｔ２４［１２，５］ ［０，３０］ １１ 　 １１ １１ １１ ０ １０．９９０

Ｔ２５［１２，１］ ［０，８］ １３ 　 １３ １３ １３ ０ １２．９５３

注：１．％表示［０，１０］×［０，５］×［０，１５］×［０，２０］；２．序号列中Ｔ狌［狏，狑］表示第狌个测试函数选自文献狏的第狑 个算例；

３．序号带‘’表示极大化模型．

５１９６期 李和成等：一个基于插值的解非线性双层规划的遗传算法



表３　最好解的比较

序号 犕犖犐 犆犘犝／ｓ 犵犲狀
最好解

ＩＢＧＡ 文献算法

Ｔ０１［９，１］ ５２５１ ７．５ ４８ （２０，５，１０，５） （２０，５，１０，５）

Ｔ０２［９，２］ ２３５８ ３．７ ２１ （０，０，－１０，－１０），（０，３０，－１０，１０） （０，３０，－１０，１０）

Ｔ０３［９，２０］ ２３０７ ３．２ ２１ （０，０，－１０，－１０） （０，３０，－１０，１０）

Ｔ０４［９，２１］ ２５００ ３．８ ２３ （０，０，－１０，－１０） （０，３０，－１０，１０）

Ｔ０５［９，２２］ ２５１６ ３．０ ２３ （０，０，－１０，－１０） （０，３０，－１０，１０）

Ｔ０６［９，３］ ３１５０ ３．７ ３０ （０，２，１．８７５０，０．９０６２） （４．４ｅ７，２，１．８７５，０．９０６３）

Ｔ０７［９，４］ ４９６５ １２．０ ５４ （０，０．９，０，０．６，０．４） （１．２５ｅ１３，０．９，０，０．６，０．４）

Ｔ０８［９，５］ ４３４３ ４．９ ４１ （１．０３１２，３．０９７７，２．５９７０，１．７９２８） （１．０３，３．０９７，２．５９，１．７９）

Ｔ０９［９，６］ ３０３９ ４．８ ３９ （０．２７５９，０．４８３９，２．３４４５，１．０３４６） （０．２７，０．４９，２．３４，１．０３６）

Ｔ１０［９，７］ ２０４２ ２．３ ２０ （４２．１４３２，３５．６４９６，２．９９８５，２．９９８５） （１２．４７，６７．５１１，２．９９９，２．９９９）

Ｔ１１［９，８］ ５２９６ ６．５ ４８ （２，０，２，０） （２，－２．８ｅ８，２，０）

Ｔ１２［９，９］ ３２７４ ３．５ ３１ （－０．４１１５，０．７９４４，２，０） （－０．３８１，０．８０９５，２，０）

Ｔ１３［９，１０］ ５７６８ １４．０ ５３ （７，３，１２，１８，０，１０，３０，０）
（７．０３４，３．１２２，１１．９３８，１７．９０６，

０．２５，９．９０６，２９．８４４，０）

Ｔ１４［９，１２］ ４１４２ ２．９ ３８ （１０．０１６３，０．８１９５） （１０．０１６４，０．８１９７）

Ｔ１５［９，１３］ ２３７２ １．７ ２５ （１０，１０） （１０．０００，１０．０００）

Ｔ１６［９，１４］ ２１３８ ２．５ ２２ （１．８８８８，０．８８８８，０） （１．８８８８，０．８８８９，０）

Ｔ１７［９，１７］ ５２６７ １１．０ ５１ （７．０６６５，７．０７４１，７．０５７１，７．０６４１） （７．０７０９，７．０７１３，７．０７０９，７．０７１３）

Ｔ１８［７，Ｄｅｍｐｅ］ ２０４９ ３．８ ２０ （０，０） ＮＡ

Ｔ１９［７，ＢＩＰＡ２］ ２０２３ ２．５ ２０ （１，０） ＮＡ

Ｔ２０［７，ＢＩＰＡ３］ １９０９ ３．３ ２０ （４，０） ＮＡ

Ｔ２１［７，ＢＩＰＡ４］ ３２９２ ６．９ ３８ （０，０．５７７３） ＮＡ

Ｔ２２［７．ＢＩＰＡ５］ ２８２８ １３．０ ２６ （１．９４０２，０，１．２１１４） ＮＡ

Ｔ２３［１２，４］ ２６８２ ５．６ ２４ （１７．４５４５，１０．９０９０） ＮＡ

Ｔ２４［１２，５］ ２１１０ ３．８ ２０ （１６，１１） ＮＡ

Ｔ２５［１２，１］ １８３３ ４．４ ２０ （５，４，２） ＮＡ

注：１．ＮＡ表示相关文献没有给出对应数值；２．犕犖犐，犆犘犝，犵犲狀分别表示算法终止时适应度函数计算的平均次数、平均ＣＰＵ时间和平均进

化代数；３．其它符号同表２．

从表２可以看出，ＩＢＧＡ对问题Ｔ１５，Ｔ１８，Ｔ１９，

Ｔ２１～Ｔ２５的计算结果优于文献中提供的值．这说

明文献中的算法没有找到这些问题的全局最优解．

而对于问题Ｔ０６，Ｔ０８，Ｔ０９，ＩＢＧＡ的计算结果略差

于文献提供的结果，但从最优值的差别和最优解的

位置来看，已经非常接近已知最好解了．对于其它问

题，ＩＢＧＡ找到了与文献一致的最优值．对含不可微

函数的问题Ｔ０３～Ｔ０５，ＩＢＧＡ找到了与文献一致

的最优解，这说明ＩＢＧＡ对上层函数不可微的问题，

求解也是有效的．另外，从表２可以看出，除问题

Ｔ１２外，其它问题的均方差都不超过１０－４数量级，

这说明ＩＢＧＡ是鲁棒的．

表３给出了在３０次运算中，ＩＢＧＡ所需的平均

ＣＰＵ时间、适应度函数计算的平均次数（犕犖犐）和

求得最好解时ＩＢＧＡ所需的平均代数犵犲狀．不难看

出，ＩＢＧＡ所需的ＣＰＵ时间、犕犖犐和运算代数是很

少的．

为了考察插值函数的拟合情况，本文随机从

Ｔ０１～Ｔ２５中抽取Ｔ１４、Ｔ１５和Ｔ０６进行测试．首先

从每个问题的上层变量狓的搜索空间犡 内均匀抽

取狊个样本点．计算每个样本点对应的下层最优解

和插值函数值（算法终止时的插值函数），并考察在

这些样本点上两者的最大误差犲狉狉狅狉ｍａｘ和最优解处

的误差犲狉狉狅狉ｏｐｔ（用两点间的欧氏距离表示），相关结

果见表４和图１（ａ）～（ｄ）．其中 Ｔ０６的下层变量

狔＝（狔１，狔２）
Ｔ是二维的，在图１（ｃ），（ｄ）中分别表示

了狔犻＝狔犻（狓１，狓２）的拟合情况（犻＝１，２）．

表４　通过插值函数获得的下层最优解误差

算例 变量维数 样本点数狊 犲狉狉狅狉ｍａｘ 犲狉狉狅狉ｏｐｔ 对应图例

Ｔ１４ 狀＝１，犿＝１ ２５ ０　 　 ０ 图１（ａ）

Ｔ１５ 狀＝１，犿＝１ ５０ ０．００１４ ０ 图１（ｂ）

Ｔ０６ 狀＝２，犿＝２ ４００ ０．０４９０ ０ 图１（ｃ），（ｄ）

从表４和图１可以看出，插值函数的整体逼近

效果和最优解处的局部近似效果是很好的．这表明

在进化过程中修正部分个体时，插值函数获得的近

似最优解可以为下层优化算法提供很好的初始点，

这能有效减少迭代次数．
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图１　插值函数拟合情况

表示狓对应的下层最优解； 表示狓处的插值函数值； 表示ＢＬＰＰ的最优解（仅在（ａ），（ｂ））

９　结束语

本文旨在为一般的非线性双层规划问题提供一

种简单易操作的有效算法．ＩＢＧＡ正是基于这个思想

而设计的．从计算结果可以看出，算法是稳定有效

的．但对于上层变量为高维的情况，受插值点数和逼

近程度所限，算法易陷入局部最小．但对于大多数实

际问题，可以先根据经验估计最优解的大致位置，使

得ＩＢＧＡ能在一个小范围内搜索，这使得算法能快

速有效地找到全局最优解．另外，假设下层为凸规

划，仅仅是为了有效地获得下层最优解，对算法本身

并无直接影响．因此对于一些下层易求解的ＢＬＰＰｓ，

ＩＢＧＡ也是有效的．相信随着函数逼近理论的发展，

ＩＢＧＡ的性能将会进一步得到提高．
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