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不同置换矩阵对基于分块犎矩阵的

犔犇犘犆码性能的影响

彭　立　　朱光喜
（华中科技大学电子与信息工程系　武汉　４３００７４）

摘　要　研究了三种结构的循环移位置换矩阵，分别称为定义在犌犉（２）有限域上的犐矩阵、犇矩阵和犙 矩阵，讨论

了这些置换矩阵的结构特征和性质，主要研究了犇 和犙矩阵对基于单位矩阵犐的规则 ＱＣＬＤＰＣ码和ＩＥＥＥ

８０２．１６ｅ标准草案中推荐的不规则ＱＣＬＤＰＣ码性能的改进．该文的另一个贡献是以犙矩阵为分块矩阵，构造了

ＳＬＤＰＣ码新码族．ＳＬＤＰＣ码在性能和编码计算复杂度方面都略优于ＩＥＥＥ标准中的不规则ＱＣＬＤＰＣ码．
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１　引　言

自ＬＤＰＣ码
［１２］１９９６年复出以来，通信工程师

和编码理论家进行了大量的研究工作，普遍认为目

前阻碍ＬＤＰＣ码走向应用的瓶颈问题是ＬＤＰＣ码

稀疏奇偶校验矩阵犎 的代数结构设计问题和线性

开销ＬＤＰＣ码编码器的设计问题．

ＬＤＰＣ码定义为有限域犌犉（２）上的稀疏奇偶校

验矩阵的零空间，即犎犮Ｔ＝０Ｔ，其中犎 是稀疏奇偶

校验矩阵，矢量犮即是ＬＤＰＣ码字序列．犎 矩阵与

Ｔａｎｎｅｒ图具有关联特征，已知犎 矩阵可以画对应

的Ｔａｎｎｅｒ图，已知Ｔａｎｎｅｒ图可以写出对应的犎 矩

阵．由此可见，设计ＬＤＰＣ码，关键是设计稀疏犎 矩



阵或稀疏Ｔａｎｎｅｒ图．ＬＤＰＣ码犎 矩阵的构造算法

主要分为两大类，一类是随机结构的［２３］；另一类是

代数结构的．文献［４５］对不规则ＬＤＰＣ码进行了

研究，采用离散密度进化的算法设计度数分布对，

使随机搜索的不规则码的阈值达到０．００４５ｄＢ
［５］．文

献［６７］分别提出了一类代数结构的准循环码，称为

ＱＣＬＤＰＣ码．其犎矩阵由一组分块矩阵按一定的

规则排列，这组分块矩阵由单位矩阵及其单位矩阵

的一组循环移位置换矩阵组成，由于对分块矩阵维

数狀的取值进行了限制，使这两类ＱＣＬＤＰＣ码的

码参数选择不灵活．文献［８］给出了ＬＤＰＣ码编码

器具有线性复杂度的结论，并提出一种系统形式的

犎矩阵设计方法．２００６年２月公布的ＩＥＥＥ８０２．１６ｅ

标准草案推荐一种不规则 ＱＣＬＤＰＣ码的选择方

案［９］，其编码方案需要存储事先经优化设计、计算机

搜索的基矩阵，然后用全零子矩阵和单位置换子矩

阵对这个基矩阵进行填充，构造出的犎 矩阵是系统

形式的，其编码计算复杂度与码长成线性关系．由此

可见，对ＬＤＰＣ码编码器线性复杂度算法研究的突

破性进展，促使ＬＤＰＣ码最终走向实用，并成功进

入标准．

本文在基于单位置换矩阵犐构造的ＱＣＬＤＰＣ

码研究成果的基础上，提出两种新的置换矩阵构造

方法，分别称为犇矩阵和犙 矩阵．仿真实验表明对

大多数规则和不规则ＱＣＬＤＰＣ码，由犇和犙 矩阵

取代单位矩阵犐，能使规则 ＱＣＬＤＰＣ码的性能得

到２．０ｄＢ的改善．利用犙矩阵中非零元素分布的无

序性、随机性、不规则性的特征，本文构造一类特殊

的ＬＤＰＣ码集合，称为ＳＬＤＰＣ码．ＳＬＤＰＣ码的

稀疏奇偶校验矩阵犎 是校验位与信息位分开的系

统形式，即犎＝［犎狆 犎犱］，其中，犎狆是校验位对应

的矩阵，由确定结构的双对角矩阵构成［１０］；犎犱是信

息位对应的矩阵，由循环移位置换矩阵构成，这组循

环移位置换矩阵不仅可以是单位矩阵犐，还可以是

文献［１１］定义的犙矩阵和文献［１２］定义的犇矩阵．

由于犎狆矩阵的双对角结构，使ＳＬＤＰＣ码完全不同

于ＱＣＬＤＰＣ码，即它不是准循环结构的．ＳＬＤＰＣ

码的特殊性就在于，其犎 矩阵中包含一列度数为１

的列矢量，或对应的Ｔａｎｎｅｒ图中存在一个度数为１

的变量节点．本文提出的ＳＬＤＰＣ码与 ＱＣＬＤＰＣ

码相比，具有许多优点，如在性能方面基于犙矩阵

的ＳＬＤＰＣ码比不规则ＱＣＬＤＰＣ码有将近０．５ｄＢ

的改善；在编码复杂度方面，ＳＬＤＰＣ码不需要转

换成犌生成矩阵，利用犎 矩阵直接导出编码算法，

其编码算法复杂度与校验位长度成线性关系．而

ＱＣＬＤＰＣ码需要求解犌矩阵
［１３］，其编码计算复杂

度至少为犗（犖２）；在解码复杂度方面，由于ＳＬＤＰＣ

码的犎矩阵中有一半的列重量不超过２，另一半的列

重量最大为６，使犎矩阵的稀疏度达到最低程度，其

置信传播迭代解码算法的计算复杂度不仅低于相同

参数的ＱＣＬＤＰＣ码的解码计算复杂度，而且还低

于现有不规则码的解码计算复杂度；此外，ＳＬＤＰＣ

码的码数量更丰富，码长和码率的取值更灵活，能

很容易地构造码率为０．１～０．９５的大范围变化的

ＬＤＰＣ码，对所有码率都不会产生错误平层问题．可

以说ＳＬＤＰＣ码为ＬＤＰＣ码在无线传输系统中的

应用提供了一种有效途径．

２　新型置换矩阵犇矩阵和

犙矩阵的定义与性质

定义１．　等差数列的通项公式为犪狀＝犪１＋

（狀－１）犱，其中犪１是首项，犱是公差，狀是矢量长度．

对于给定的犪１，犱，狀，计算狀次通项公式犪狀，得到一

个任意顺序排列的狀元组序列，称这个狀元序列为

犇 矢量．犇矢量定义在十进制正整数域上，将犇 矢

量展开成二进制有限域犌犉（２）上的矩阵，则称为犇

矩阵．

犇矩阵的结构特点是犌犉（２）有限域上取值的

狀×狀阶方阵，它的每行、每列均只有一个“１”元素，

其余元素都是“０”．在某些文献中
［１４］每行、每列只有

一个１的子矩阵均有研究和应用，所不同的是这里

犇矩阵所对应的犇 矢量由等差数列形成．由犇矩阵

构成的ＬＤＰＣ码称为ＤＬＤＰＣ码．

由等差数列构成犇 矢量的具体实施方法描述

如下：根据等差数列的通项公式犪狀＝犪１＋（狀－１）犱，

如取矢量长度为狀＝１２，公差为犱＝２，当首项为

犪１＝１时，得到等差数列１，３，５，７，９，１１，当犪１＝２

时，得到另一个等差数列２，４，６，８，１０，１２，将两个数

列合并在一起，并表示成矢量形式，即为犇０矢量

（１，３，５，７，９，１１，２，４，６，８，１０，１２）．数列的合并方式

也可以是第２个数列在前，第１个数列在后，即

（２，４，６，８，１０，１２，１，３，５，７，９，１１）．又如，取公差犱＝３，

当犪１＝１时，得到等差数列１，４，７，１０，当犪１＝２时，

得到等差数列２，５，８，１１，当犪１＝３时，得到等差数

列３，６，９，１２，将３个数列合并在一起，得另一个犇０

矢量（１，４，７，１０，２，５，８，１１，３，６，９，１２）．３个数列可

以有６种排列方式，因此可以得到６个不同的犇０矢
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量．当公差犱＝１时，犇０矢量为（１，２，３，４，５，６，７，８，

９，１０，１１，１２），对应的犇０矩阵是单位矩阵犐，由这个

单位矩阵及其一组循环矩阵所生成的规则ＬＤＰＣ

码正是已被多人研究的准循环ＱＣＬＤＰＣ码，所以

ＱＣＬＤＰＣ码是ＤＬＤＰＣ码在公差犱＝１情况下的

特例．

定义２．　任意一个矩阵元素在犌犉（２）有限域

上取值的狀×狀阶非对角方阵（狀为任意正整数），它

的每行、每列、每对角线均只有一个元素取１，其余

元素为０，则该矩阵称为犙矩阵
［１０］．由犙矩阵构成

的ＬＤＰＣ码称为ＱＬＤＰＣ码．

由于犙矩阵的定义与狀维皇后问题的描述等

效，所以犙矩阵的获取可由狀 维皇后搜索算法得

到．狀维皇后问题是这样描述的：由狀２个方块排成狀

行狀列的正方形称为“狀元棋盘”．若任意两个皇后

位于狀元棋盘上同一行、或同一列、或同一对角线，

则称它们为互相攻击．要求找出使狀元棋盘上的狀

个皇后互不攻击的布局．如果建立如下的数学模型：

棋盘上出现皇后的位置设为“１”，没有出现皇后的位

置设为“０”，那么寻找皇后互不攻击的布局就相当于

求解犙矩阵中“１”元素的分布问题．实际上，搜索犙

矩阵的算法是约束满足问题的解，狀维皇后问题是

完全ＮＰ问题．狀维皇后问题求解的具体方法不是

本文的研究重点，本文感兴趣的是犙矩阵的作用：

利用现有的狀维皇后搜索算法获取犙 矩阵，利用犙

矩阵来构造稀疏奇偶校验矩阵犎，从而寻找性能优

良的ＬＤＰＣ码．

用循环移位置换矩阵来构造犎 矩阵是一种针

对ＬＤＰＣ码的面向应用的设计方法，因为基于循环

移位置换矩阵的犎矩阵，更容易用硬件来实现快速

的编码算法和快速的部分并行解码算法，因此有必

要对置换矩阵的特性进行讨论．目前，存在三种置换

矩阵，即犐，犇和犙 循环移位置换矩阵，它们有如下

的共同性质：

（１）它们所有的行或列均是线性独立的，所以

它们都是满秩矩阵，秩为狀．犇和犙矩阵经有限次初

等矩阵变换，均可转换为单位矩阵犐．

（２）它们的稀疏度相同，在一个狀×狀的方阵

中，每行每列均只有一个１．

（３）矢量表示性，即每个置换矩阵都可以表示

成矢量形式，矢量与矩阵的对应关系是：矢量中每个

元素所在位置的序号表示矩阵中“１”元素所在列的

序号，矢量中元素的值表示矩阵中“１”元素所在行的

序号．置换矩阵的矢量表示提供了非零元素在置换

矩阵中的位置坐标，并为大型犎 矩阵提供了压缩存

储形式．

（４）循环移位性，每个狀×狀的置换矩阵经狀－１

次循环移位后，得到狀个置换矩阵，形成一个置换矩

阵集合，这个集合中的每个置换矩阵中“１”元素的分

布都是不同的．

（５）集合中的狀个置换矩阵的１元素分布具有

互不重叠性，将这狀个置换矩阵模２相加得到全１

矩阵．利用特性（４）和（５）可以构造不含小循环的犎

矩阵，或者说同一个置换矩阵集合中的元素能完全

确定一个不含小循环的犎矩阵，但某个犎矩阵中所

包含的子矩阵可以取自不同的置换矩阵集合；

（６）置换矩阵中每个１元素的坐标是确定，如

果用这些置换矩阵构成犎矩阵，只要构成犎矩阵的

分块置换矩阵的循环移位次数已知，那么整个犎 矩

阵中１元素的位置坐标就可以计算得到，这个特性

可简化ＬＤＰＣ码编码器和解码器硬件体系结构的

实现．

除了上述６个相同特性外，犐，犇和犙 矩阵还存

在如下的不同特性：

（１）结构不同，犐和犇 矩阵都是有序的、规则的，

能用数学表达式实现，犐对“１”元素的分布是单一

的，成对角线分布；犇矩阵对“１”元素的分布形成一

个有限的集合，集合中的每一元素对应一个等差数

列的公差值，集合的大小由犇 矩阵的维数狀 确定

（注意犇矩阵集合中的每一个元素都能形成一个狀

维的置换矩阵集合，狀维的犇 矩阵集合与狀维的犇

置换矩阵集合是不同的概念）．犙矩阵对“１”元素的

分布是无序的、随机的，形成一个无限集合，犙矩阵

没有具体的数学表达式实现，要靠计算机搜索才能

得到；

（２）自身循环特征不同．对犐矩阵：每一行是它

上面一行循环右移（或左移）一次得到，第一行是最

后一行循环右移（或左移）一次得到，每一列是它左

边一列循环下移一次得到，第一列是最后一列循环

下移一次得到．对犇 矩阵：每一行是它上面一行循

环右移犻次（或左移犼次，犼≠犻，犻，犼≠１）得到，但第

一行不是最后一行循环右移犻次得到，每一列是它

左边一列循环下移犽次得到，但第一列不是最后一

列循环下移犽次得到．对犙矩阵：每一行也可以通

过上面一行循环右移（或左移）得到，但各行的循环

移位次数均不相同，每一列也可以通过它左边一列

循环下移得到，但各列的循环次数也均不同，并且从

目前看来，各行和各列的不同循环移位次数没有规
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律可循．

（３）多个置换矩阵求和的结构与循环的关系．

文献［１３］给出了循环（ｃｉｒｃｕｌａｎｔ）的定义：一个循环

是行重量和列重量均相等的、矩阵元素定义在

犌犉（２）有限域上的方阵，在这个方阵中每一行可由

上一行循环移位得到，第一行是最后一行的循环移

位，每一列是它左边一列的循环移位，第一列是最后

一列的循环移位．设循环的重量为狑，如果狑＝１，那

么这个循环就是循环移位置换矩阵．以狀＝８，狑＝２

为例，分别用置换矩阵犐，犇和犙 来构成循环，循环

本身是一个方阵，这里用犃表示．

犃犐＝犐０＋犐３＝

１０００００００

０１００００００

００１０００００

０００１００００

００００１０００

０００００１００

００００００１０

熿

燀

燄

燅０００００００１

＋

０００００１００

００００００１０

０００００００１

１０００００００

０１００００００

００１０００００

０００１００００

熿

燀

燄

燅００００１０００

＝

１００００１００

０１００００１０

００１００００１

１００１００００

０１００１０００

００１００１００

０００１００１０

熿

燀

燄

燅００００１００１

．

同理有

犃犇＝犇０＋犇３＝

１０００００００

００００１０００

０１００００００

０００００１００

００１０００００

００００００１０

０００１００００

熿

燀

燄

燅０００００００１

＋

０００００１００

０１００００００

００００００１０

００１０００００

０００００００１

０００１００００

１０００００００

熿

燀

燄

燅００００１０００

＝

１００００１００

０１００１０００

０１００００１０

００１００１００

００１００００１

０００１００１０

１００１００００

熿

燀

燄

燅００００１００１

，

犃犙＝犙０＋犙３＝

０００００１００

０１００００００

００００００１０

１０００００００

０００１００００

０００００００１

００００１０００

熿

燀

燄

燅００１０００００

＋

００１０００００

００００００１０

０００１００００

０００００１００

１０００００００

００００１０００

０１００００００

熿

燀

燄

燅０００００００１

＝

００１００１００

０１００００１０

０００１００１０

１００００１００

１００１００００

００００１００１

０１００１０００

熿

燀

燄

燅００１００００１

．

上面基于单位置换矩阵的犃犐、基于犇置换矩阵

的犃犇和基于犙 置换矩阵的犃犙都是重量为２的方

阵，它们均由犐，犇和犙各自的原始置换矩阵加循环

移位３次的置换矩阵构成．由犃犐和犃犇的结构可以看

出它们均满足上述循环的定义，所以它们是一种循

环，而犃犙并不满足循环的定义，它的结构中包含两

种循环，所以它是准循环的结构．如果循环移位次数

选择合适，即使循环的维数狀很小（如上面的狀＝８），

也能保证犃犐，犃犇和犃犙中不存在４线循环．讨论具有

循环特征的矩阵的重要性在于由循环构成的犎 矩

阵能用简单的循环移位寄存器构成编码电路［１４］．

３　利用置换矩阵和循环构造

规则犙犆犔犇犘犆码

以Ｇａｌｌａｇｅｒ提出的规则ＬＤＰＣ码的定义为基

本出发点，其犎矩阵的结构特点可归纳如下：（１）每

列含１的个数是一个固定的较小数狇，狇３；（２）每

行含１的个数也是固定的较小数狋，狋狇；（３）任何两

列之间同为１的行数（称为重叠数）不超过１，即犎

矩阵中不含四角为１的小方阵，也即犎 矩阵对应的

Ｔａｎｎｅｒ图中无４线循环，最小围线至少应为６；（４）狇和

狋均远小于码字长度犖 和矩阵的行数犕（＝犖狇／狋），

且当犖→∞时，狇／犖＝狋／犕→０，表明犎 矩阵是稀

疏的．

以一组互不重叠的循环犃方阵作为分块子矩

阵，将这组犃方阵进行适当排列组合可构造满足上

述４个条件的稀疏奇偶校验矩阵犎＝［犺犻犼：犻＝１，

２，…，犕；犼＝１，２，…，犖］．在犌犉（２）上，利用狀×狀循

环犃，可以构造如下形式狇×狋阵列，它是犎 矩阵的

基矩阵：

犅（犎）＝

犃１，１ 犃１，２ … 犃１，狋

犃２，１ 犃２，２ … 犃２，狋

   

犃狇，１ 犃狇，２ … 犃狇，

熿

燀

燄

燅犮

（１）

由式（１）犎 矩阵的零空间所定义的ＬＤＰＣ码是

准循环ＱＣＬＤＰＣ码，码长为犖＝狀（狇＋狋），它的码

率为犚（狋－狇）／狋，如果犎矩阵不存在冗余校验行，

则取等号．

无论是置换矩阵，还是循环，用来构造规则

ＬＤＰＣ码的犎 矩阵，均得到准循环 ＱＣＬＤＰＣ码．

对置换犇和犙矩阵或它们构成的循环犃犇和犃犙矩阵

进行初等行列变换，均可变换成单位置换矩阵犐或

它所构成的循环犃犐．所以，无论是由置换矩阵犇和

犙去填充式（１）的犅（犎）基矩阵，还是由循环犃犇和

犃犙构成的犅（犎）矩阵，对填充后的犎矩阵进行行列变

换，它们均分别与犐构成的犎 矩阵和犃犐构成的犎 矩

阵等效．由此可见，由相同尺寸的犐，犇和犙 分别构

成的相同参数的规则犎 矩阵是同构的，换句话说，

不同的置换矩阵犐，犇和犙构成的规则 ＱＣＬＤＰＣ

码，其性能是相同的．大量软件仿真实验也表明：由

犐，犇和犙 矩阵分别构成的相同参数的 ＱＣＬＤＰＣ
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码均具有相同的性能．因此，ＱＣＬＤＰＣ码的仿真实

验，均采用单位置换矩阵犐来填充基矩阵式（１）．

需要注意的是：实验表明由置换矩阵犐或由犐

构成的循环犃犐来填充基矩阵犅（犎），所产生的犎 矩

阵均不是行满秩的，即犎 矩阵的秩不等于其行数

犕，意味着犎 矩阵存在冗余校验行．这会带来两方

面的不利因素：

（１）由于基于基矩阵式（１）的任意犎 矩阵的冗

余校验行不能确定，使实际码率略大于设计码率，造

成ＱＣＬＤＰＣ码的码率设计不可控；

（２）由式（１）填充的犎矩阵不是行满秩矩阵，意

味着它的生成矩阵不存在，因此编码器设计存在

困难．

分析基矩阵式（１）的结构发现，如果采用单一的

置换矩阵或单一的循环去填充基矩阵，所产生的犎

矩阵始终存在冗余校验行．现引入狀×狀的全零矩

阵，记为犔．如果，同时用置换矩阵、循环和全零矩阵

去填充基矩阵，经适当排列，可以消除上面两种不利

因素，即（１）可以构成不含冗余校验行的规则犎 矩

阵；（２）不同的置换矩阵导致 ＱＣＬＤＰＣ码的性能

不同，犙置换矩阵集之中一定存在最优犙矩阵，犇置

换矩阵集之中一定存在最优犇矩阵，最优犙矩阵的

性能优于最优犇 矩阵的性能，最优犇矩阵的性能优

于犐置换矩阵的性能．换句话说，对不含冗余校验的

犎矩阵，引入犙矩阵和犇 矩阵后，能使基于犐矩阵

的ＱＣＬＤＰＣ码的性能得到改善．

一个可行的基矩阵构造方案设计如下（参数为

列重量狇＝３，行重量狋＝６，码率犚＝１／２）：

犅（犎）＝犅（［犎狆 犎犱］）＝

犃３１ 犔 犔犃１，１犃１，２犃１，３

犔犃３２ 犔犃２，１犃２，２犃２，３

犔 犔犃３３犃３，１犃３，２犃３，

熿

燀

燄

燅３

＝

犐６＋犐９＋犐１３ 犔 犔 犐０犐１ 犐２

犔 犐９＋犐１２＋犐１６ 犔 犐３犐５ 犐８

犔 犔 犐１０＋犐１４＋犐１７犐４犐７犐

熿

燀

燄

燅１１

（２）

其中，犃３犻表示重量狑＝３的循环，犐的下标值表示单

位置换矩阵的循环左移次数．犐矩阵也可以用犇 和

犙矩阵取代．式（２）可扩展成列重量为３、行重量为６

的犎矩阵，实际上定义了一种（３，６）规则ＱＣＬＤＰＣ

码的结构．式（２）的犎 矩阵具有系统结构，校验位和

信息位对应的矩阵是分开的，校验位对应的犎狆矩阵

考虑了削去冗余校验行的结构设计，因此编码器的

设计码率为１／２．同时还考虑了不存在小ｇｉｒｔｈ的设

计约束条件，即犎狆矩阵中不存在４线循环，而犎犱

矩阵中不存在６线循环，综合二者的结构是犎 矩阵

中至少不存在４线循环，存在少量的６线循环．

对式（２）的规则ＱＣＬＤＰＣ码进行了数字仿真，

编码器输出的码字由（０，１）构成，经ＢＰＳＫ调制成发

射信号（－１，１），运行在均值为零，方差为σ
２
犖的高斯

白噪声信道上，接收序列服从犖（０，σ
２）分布．编码器

采用行列变换方式，计算复杂度为犗（犖２）．编码码

长采用８０２．１６ｅ标准中提供的参数，犖＝５７６和犖＝

２３０４．对应不同的码长，分别用犇 矩阵和犙 矩阵取

代式（２）犎犱矩阵中的犐矩阵，犎狆矩阵保持不变，进行

三种置换矩阵的仿真实验，发送分组为１０００分组，

最大迭代次数均为５０．

图１演示了码长为犖＝５７６的性能比较情况，犙

矩阵比犐 矩阵性能改善接近２ｄＢ，犇 矩阵改善

１．５４ｄＢ．图２演示了 犖＝２３０４的性能比较情况，犙

矩阵比犐 矩阵改善性能 ２．５８５ｄＢ，犇 矩阵改善

１．１ｄＢ．由于式（２）的下标矩阵并不是用优化技术设

计的，所以由式（２）扩展成的犎 矩阵所定义的ＱＣ

ＬＤＰＣ码的性能并不理想，例如，对犖＝５７６的性能

曲线，最好性能的ＱＬＤＰＣ码离香农限２．３７ｄＢ；对

犖＝２３０４的性能曲线，最好性能离香农限１．９４ｄＢ．

此外对犐矩阵和犇 矩阵而言，随着码长增加，性能

有所下降，但对犙矩阵而言，仍然有好的表现，随着

码长增加，性能是增加的，这个实验体现了犙矩阵

的优势．

图１　基于犐，犇和犙矩阵的犖＝５７６和犚＝０．５

ＱＣＬＤＰＣ码的性能比较（列重量３，行重量６）

从仿真结果可以看出犙 矩阵构成的 ＬＤＰＣ

码优于犇 矩阵构成的ＬＤＰＣ码，而基于犇 矩阵的

ＬＤＰＣ码又比基于单位矩阵犐的ＬＤＰＣ码性能优

越．这三种置换矩阵构成的ＬＤＰＣ码在性能上的差

别，主要是由于置换矩阵中非零元素分布规律的不
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同所造成的．犐矩阵中的非零元素具有唯一确定的、

规则的分布规律，主要是成对角线分布．犇矩阵中的

非零元素也具有代数可实现的、规则的分布规律，犐

矩阵是犇 矩阵的子集，犇矩阵比犐矩阵有更多的选

择方案，一个狀×狀的犇 矩阵能产生狀－１种分布，

其中一定存在比犐矩阵优的分布．犙矩阵中非零元

素的分布是无序的、随机的、不规则的，犙矩阵集合

也是一个无限集合，因此可以说基于犙 矩阵的

ＱＣＬＤＰＣ码是随机码．实验表明在犙矩阵的无限

集合中，确实存在比犇 矩阵和犐矩阵更优的分布，

因此基于犙矩阵的ＬＤＰＣ码的性能自然优于犇矩

阵和犐矩阵构成的ＱＣＬＤＰＣ码的性能．

４　犙矩阵对犐犈犈犈８０２１６犲标准

犔犇犘犆码性能的改进

犙置换矩阵对基于单位置换矩阵的规则 ＱＣ

ＬＤＰＣ码的性能有１．０～２．５ｄＢ的改善．从大量发表

的文献看，在高斯白噪声信道上，１０－５以下误码率

时，实用１／２码率规则 ＱＣＬＤＰＣ码的性能很难达

到２ｄＢ以下．如果构造不规则 ＱＣＬＤＰＣ码，能使

性能达到２ｄＢ以下．下面以ＩＥＥＥ８０２．１６ｅ标准草案

推荐使用 ＬＤＰＣ码的选择方案为例，通过仿真实

验来验证如下两点：（１）基于单位矩阵的不规则

ＱＣＬＤＰＣ码的性能优于规则 ＱＣＬＤＰＣ码的性

能；（２）用犙矩阵取代不规则犎 矩阵（ＩＥＥＥ８０２．１６ｅ

标准草案提供）中的单位矩阵犐，能使基于标准的不

规则ＱＣＬＤＰＣ码的性能得到改善（以下将基于标

准的不规则ＱＣＬＤＰＣ码简称为ＩＱＣＬＤＰＣ码）．

ＩＥＥＥ８０２．１６ｅ标准草案推荐的 ＬＤＰＣ 码，其

犎矩阵由分块置换单位矩阵构成，具有不规则

ＱＣＬＤＰＣ码结构．标准中，设计了１９种码长，从最

小码长犖＝５７６到最大码长犖＝２３０４，４种码率，即

犚＝１／２，２／３，３／４，５／６．对应不同的码率，提供了６种

基矩阵结构．本文对其中的１／２和３／４犅 两种基

矩阵结构［９］进行了仿真实验．由于上一节已给出犙

矩阵构成的规则ＱＣＬＤＰＣ码能提供更好的性能，

因此这里仅将犙矩阵取代信息位对应的犐矩阵，进

行性能比较．图３和图４分别给出了犚＝０．５码率

和犚＝０．７５码率Ｂ方案
［９］两种标准基矩阵的模拟

仿真实验结果，采用犐和犙 分别填充这两个基矩阵

中信息位对应的分块矩阵，而校验位对应的分块矩

阵仍然用单位矩阵犐填充，对应最小码长 犖＝５７６

和最大码长犖＝２３０４，最大迭代次数是５０次，传输

分组数是１０００，信道条件同上一节．由图３可知，对

０．５码率短码（犖＝５７６）犙矩阵比犐矩阵性能改善

０．３８ｄＢ，对长码（犖＝２３０４）性能改善０．２８８ｄＢ．由

图４可知，对０．７５码率Ｂ型基矩阵短码（犖＝５７６），

犙矩阵比犐矩阵性能改善０．４１６ｄＢ，对长码（犖＝

图２　基于犐，犇和犙矩阵的犖＝２３０４和犚＝０．５

ＱＣＬＤＰＣ码的性能比较（列重量３，行重量６）

图３　犙矩阵对ＩＱＣＬＤＰＣ码性能的改善（犚＝０．５）

图４　犙矩阵对ＩＱＣＬＤＰＣ码性能的改善（犚＝０．７５，Ｂ型）
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２３０４）性能改善０．３３ｄＢ．总的来看，用犙矩阵取代标

准中犎矩阵中的犐矩阵，能使不规则ＱＣＬＤＰＣ码

的性能改善０．２～０．４ｄＢ，并且ＩＥＥＥ８０２．１６ｅ标准

中的不规则ＬＤＰＣ码存在一定的错误平层问题，而

经犙矩阵修改后，错误平层问题得到改善．从图３

还可以看出，当犚＝０．５，犖＝２３０４时，基于单位矩阵

的不规则ＱＣＬＤＰＣ的性能达到２．０ｄＢ以下，并且

比图２中基于犙矩阵的规则 ＱＣＬＤＰＣ码的性能

改善了０．３６５ｄＢ．

５　不规则犛犔犇犘犆码的编码算法设计

基于分块置换犎矩阵结构的ＬＤＰＣ码，除了规

则和不规则ＱＣＬＤＰＣ码类外，还有另一类特殊的

ＬＤＰＣ码类，本文称为ＳＬＤＰＣ码集合．ＳＬＤＰＣ码

的犎矩阵具有系统的结构形式．也就是将矩阵犎分

解为校验位矩阵犎狆和信息位矩阵犎犱，犎狆由双对角

下三角矩阵构成［１０］，犎犱矩阵由分块置换矩阵或循环

构成．

犎狆矩阵的构造：在犌犉（２）有限域上构造犕×犕

的犎狆＝［犺狆犻犼：犻＝１，２，…，犕，犼＝１，２，…，犕］矩阵，它

由双对角下三角矩阵构成［１０］，形式如下：

犎狆＝

１ ０ ０ ０ ０ ０

１ １ ０ ０ ０ ０

 

 

０ ０ ０ １ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １ １

（３）

由式（３）的犎狆矩阵结构可以看出，犎狆矩阵是

犕×犕 的方阵，它是满秩矩阵，因此ＳＬＤＰＣ码类

均不含冗余校验方程，犎狆矩阵中非零元素的分布特

征是：有犕－１列的重量为２，有一列的重量为１．其

对应的Ｔａｎｎｅｒ图有犕－１个变量节点的度数为２，

一个变量节点的度数为１，这一特殊的结构使

ＳＬＤＰＣ码得名（ＳｐｅｃｉａｌＬｏｗｄｅｎｓｉｔｙＰａｒｉｔｙｃｈｅｃｋ

Ｃｏｄｅｓ，ＳＬＤＰＣ码）．这种结构最早由Ｌｉ、Ｌｅｕｎｇ和

Ｐｈａｍｄｏ等在文献 ［１０］中提出，在欧洲ＤＶＢＳ２卫

星通信标准中得到应用［１５］．

犎犱矩阵的构造：按照第３节中式（１）构造犎 矩

阵的方法，给出下列狇×狋＝４×４的犎
犱矩阵的基矩

阵阵列，

犅（犎犱）＝

犃０ 犃１ 犃２ 犃３

犃４ 犃６ 犃９ 犃１３

犃５ 犃８ 犃１２ 犃１７

犃７ 犃１１ 犃１６ 犃

熿

燀

燄

燅２２

（４）

其中的犃犻可以分别用犐，犇 或犙 置换矩阵填充．由

式（４）构成的犎犱矩阵是一个狇×狋的置换矩阵阵列，

犎犱矩阵的列重量为狇、行重量为狋，犎
犱矩阵的维数是

（狇×狋）狀＝犕×犓．如果式（４）中的犃犻是用循环犃犐，

犃犇和犃犙构成，则犎
犱矩阵的列重量为狑狇、行重量为

狑狋，犎犱矩阵的维数仍是（狇×狋）狀＝犕×犓．需要说明

的是欧洲 ＤＶＢＳ２卫星通信标准中采用的ＬＤＰＣ

码，虽然利用了双对角矩阵来构造校验码位对应的

犎狆矩阵，但信息码位对应的犎犱矩阵并没有采用分

块置换矩阵的结构，因此它与本文提出的ＳＬＤＰＣ

码类是不同的．当Ｌｉ、Ｌｅｕｎｇ和Ｐｈａｍｄｏ提出双对角

矩阵结构时，并没有对犎犱矩阵的结构进行研究，而

是采用了随机结构．本文给出了 犎犱矩阵的代数

结构．

犎矩阵的构造：将式（３）的犎狆矩阵和式（４）的

犎犱矩阵并置在一起，得如下的犎矩阵：

犎＝［犎狆 犎犱］＝

１ ０ ０ … ０ ０ ０ 犃０ 犃１ 犃２ 犃３

１ １ ０ … ０  ０

０ １ １ ０ ０ ０ ０ 犃４ 犃６ 犃９ 犃１３

 ０   ０ ０ 

０  ０ １ １ ０ ０ 犃５ 犃８ 犃１２ 犃１７

０ ０ … ０ １ １ ０

０ ０ ０ … ０ １ １ 犃７ 犃１１ 犃１６ 犃

熿

燀

燄

燅２２

（５）

由式（５）犎矩阵的零空间定义了不规则ＳＬＤＰＣ

码，它的码率为犚＝狋／（狋＋狇），码长为犖＝狀（狋＋狇）．

式（５）犎 矩阵的独特之处在于：它不是计算机搜索

的，而是确定结构的、系统的、可进行递归编码的犎

矩阵．由于犎狆矩阵的第１行不能循环产生第２行，

第犕 行也不能循环产生第１行，所以犎狆矩阵不是

循环矩阵，它所对应的校验码位也不具有循环特性，

由此可断言：由式（５）中犎 矩阵的零空间所定义的

ＬＤＰＣ码，不是目前普遍研究的ＱＣＬＤＰＣ码．由于

它的犎犱矩阵由置换矩阵或循环（也由置换矩阵构

成）构成，所以ＳＬＤＰＣ码类仍可认为是基于分块

置换矩阵的码类．

不规则ＳＬＤＰＣ码编码器的算法实现：将码序

列犮分解成校验位序列犮狆＝｛狆犻，犻＝１，２，…，犕｝和

信息位序列犮犱＝｛犱犼，犼＝１，２，…，犓｝，其中，犕 是校

验位长度，犓 是信息位长度．对任给的信息序列犮犱＝

｛犱犼，犼＝１，２，…，犓｝，利用上面构造的犎
狆＝［犺狆犻犼：犻＝

１，２，…，犕；犼＝１，２，…，犕］和犎
犱＝［犺犱犻犼：犻＝１，２，…，

犕；犼＝１，２，…，犓］矩阵，根据下面的式（６）：
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犎犮Ｔ＝ 犎狆犎［ ］犱
犮狆

犮
［ ］犱 ＝犎狆犮狆＋犎犱犮犱＝０ （６）

求解校验位序列犮狆，由于犎狆的结构是双对角下三角

矩阵，所以在利用式（６）求解校验位序列犮狆时，不需

要对犎狆矩阵求逆，而是通过回代和递推的方法，如

下面式（７）求解犮狆＝｛狆犻，犻＝１，２，…，犕｝：

狆犻＝

狆１＝∑
犓

犼＝１

犺犱１犼犱犼＝∑
狋

犼＝１

犺犱１犼犱犼， 犻＝１

狆犻＝狆犻－１＋∑
犓

犼＝１

犺犱犻犼犱犼＝狆犻－１＋∑
狋

犼＝１

犺犱犻犼犱犼，犻＝２，３，…，

烅

烄

烆
犕

（７）

由此求解码字序列犮＝［犮狆 犮犱］＝｛犮犾，犾＝１，

２，…，犖｝．

在与上述规则ＱＣＬＤＰＣ码相同的调制和信道

条件下，对不规则ＳＬＤＰＣ码编码算法进行了模拟

仿真，参数设置为码率犚＝０．５，码长犖＝５７６，１０５６，

１５３６，２３０４，犎 矩阵的结构参数设置为狇＝狋＝６，与

码长对应的置换矩阵维数分别为狀＝４８，８８，１２８，

１９２．图５和图６分别给出误码率和误分组率与信噪

比的特性曲线图，传输分组为１０００００，最大迭代次

数５０．

由图５可以看出，在１０－５误码率时，ＳＬＤＰＣ

码在１／２码率，码长 犖５７６时，性能均在３ｄＢ以

下，码长为２３０４和１５３６的ＳＬＤＰＣ码错误平层能

延伸到１０－８以下，１０５６和５７６的错误平层也能延伸

到１０－７以下．图６的误分组率均达到了１０－５，随着

码长增加性能变好．当码长超过１０００位时，在１０－５

误分组率下，性能均能达到３ｄＢ以下．

图５　不同码长１／２码率ＳＬＤＰＣ码的误码率性能比较

（其中长码的错误平层延伸到１０－８以下）

图６　不同码长１／２码率ＳＬＤＰＣ码的误分组率性能比较

６　犛犔犇犘犆码与犐犙犆犔犇犘犆码的比较

６１　性能比较

为了有效地说明问题，本文选择１／２码率、三种

码长 犖＝５７６，１５３６，２３０４的ＳＬＤＰＣ码和ＩＱＣ

ＬＤＰＣ码，对其进行误码率的性能比较，比较结果如

图７所示，传输分组为１０００，最大迭代次数５０．图中

实线表示ＳＬＤＰＣ码的性能，虚线表示ＩＱＣＬＤＰＣ

码的性能．

图７　１／２码率ＳＬＤＰＣ码与ＩＥＥＥ８０２．１６ｅ标准中

不规则ＱＣＬＤＰＣ码的误码率性能比较

从图７的三组曲线来看，可以得到如下结论：

（１）误码率在１０－４以下，均在ＳＬＤＰＣ不同程度上

优于ＩＱＣＬＤＰＣ码，在１０－４以上，或者说低信噪比

时，ＩＱＣＬＤＰＣ码优于ＳＬＤＰＣ码．（２）随着码长增

加，达到标准中的最大码长２３０４时，ＳＬＤＰＣ码的

性能略优于ＩＱＣＬＤＰＣ码的性能；（３）当码长大于
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１０００位时，ＳＬＤＰＣ码的性能可以达到１０－５以下，

信噪比在３．０ｄＢ以下，而ＩＱＣＬＤＰＣ码在码长为

１５３６时，存在错误平层，误码率伸不到１０－５，信噪

比也达不到３．０ｄＢ以下．（４）随着码长减小，达到

标准中的最小码长５７６时，在误码率为１０－４以下，

ＳＬＤＰＣ码的性能明显优于ＩＱＣＬＤＰＣ码的性能，

达０．５ｄＢ以上．

６．２　复杂度比较

ＳＬＤＰＣ编码器的计算复杂度可根据递归表达

式（７）分析如下：式（７）的两个求和表达式均为犓 项

求和，表明求解每一位校验位的计算量最多为犓 次

乘法和犓 次加法．实际上由于犎犱矩阵的每行只有狋

个“１”，每次求和，式（７）的两个表达式只有狋项相

加，实际的加法次数为狋次，乘法次数为狋次，完成

一位校验位的计算量不会超过２狋次（包括加法和乘

法）．完成整个编码运算共需要求犕 个校验位，最多

需要计算２狋犕 次加法和乘法就可完成整个编码计

算，一般而言狋的取值远远小于犕 的取值，所以

ＳＬＤＰＣ码的编码计算复杂度为犕 的线性复杂度，

即为 犗（犕）．由于所有的加法和乘法运算都在

犌犉（２）有限域上进行，所以也可用异或运算次数来

表示运算复杂度．完成一位校验位的编码需要狋－１

次异或运算，完成整个编码运算共需要（狋－１）犕 次

异或运算．要使１／２码率的ＳＬＤＰＣ码的性能对１９

种码长均优于ＩＱＣＬＤＰＣ码，至少应使狋＝６，所以

ＳＬＤＰＣ码的编码计算复杂度大约是５犕＝２．５犖

次异或运算．

ＩＱＣＬＤＰＣ码的犎 矩阵也分解为信息位和校

验位对应的矩阵，校验位对应的矩阵是下三角矩阵，

在处理时又可分解为两部分犎狆１和犎狆２．ＩＱＣＬＤＰＣ

码的编码计算完全不同于式（６）和式（７）所完成的

ＳＬＤＰＣ码的编码运算，它需要进行如下的分块矩

阵运算．

犎犮Ｔ＝［犎犱 犎狆１ 犎狆２］

犱Ｔ

狆
Ｔ
１

狆
Ｔ

熿

燀

燄

燅２

＝
犃 犅 犜［ ］
犆 犇 犈

犱Ｔ

狆
Ｔ
１

狆
Ｔ

熿

燀

燄

燅２

＝０Ｔ

（８）

式（８）可分解为

　犃犱
Ｔ＋犅狆

Ｔ
１＋犜狆

Ｔ
２＝０，

（犈犜－１犃＋犆）犱Ｔ＋（犈犜－１犅＋犇）狆
Ｔ
１＝０ （９）

式（９）的计算复杂度分析仍很繁琐，可以参考文

献［１６］．这里直接引用文献［１６］的结论，ＩＱＣＬＤＰＣ

编码算法需要异或运算（犮－１＋犚）犖－２狀次，其中犮

是平均列重量，犚是码率，犖 是码长，狀是分块置换

矩阵维数．对于１／２码率的ＩＱＣＬＤＰＣ，其平均列

重量为犮＝３．１７，异或计算量为２．６７犖－２狀．与

ＳＬＤＰＣ码的２．５犖异或运算量相比，相差２．６７犖－

２狀－２．５犖＝０．１７犖－２狀．当犖＝２３０４和狀＝９６时，

ＩＱＣＬＤＰＣ码的异或运算量比ＳＬＤＰＣ码的异或

运算量多出近２００次，相应硬件电路的异或门也多

出２００个．

７　结束语

本文研究不同于单位矩阵犐的循环移位置换矩

阵，提出了两种新置换矩阵：犇 矩阵和犙 矩阵的构

造方法．对这些置换矩阵的共同特征和个别特征进

行了描述和分析．设计新置换矩阵的目的有两个：

（１）置换矩阵不仅只有单位矩阵一种，新置换矩阵

为构造犎矩阵提供了更多的设计手段和选择方案；

（２）新置换矩阵的丰富性和随机性使基于分块矩阵

的犎矩阵所定义的ＬＤＰＣ码比仅仅基于犐矩阵的

犎 矩阵所定义的ＬＤＰＣ码有更好的性能．本文的后

续研究有待解决的问题是：犙矩阵的生成机制问题；

它的快速搜索犙矩阵的优化技术；何种犙矩阵能使

ＬＤＰＣ码的性能达到最优？
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