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摘　要　对一般Ｔｏｆｆｏｌｉ门进行了衍变和推广，给出了一个正反控制可逆级联模型（ＰＮＣＲＣ），该模型拥有五种基本

线型，并能正反控制目标位的输出．基于该模型给出了相应的可逆综合算法．对输入数不大于１６的 ＮＣＭＣＢｅｎｃｈ

ｍａｒｋ函数进行测试并与已有的可逆综合方法比较，结果表明，利用该模型进行的可逆综合，垃圾信息数和可逆门

数的优化效果都具有一定程度的改善．

关键词　可逆逻辑；可逆门；垃圾信息；正反控制；可逆网络

中图法分类号 ＴＰ３０２

犚犲狏犲狉狊犻犫犾犲犔狅犵犻犮犛狔狀狋犺犲狊犻狊狑犻狋犺犘狅狊犻狋犻狏犲／犖犲犵犪狋犻狏犲犆狅狀狋狉狅犾犕狅犱犲犾

ＧＵＡＮＺｈｉＪｉｎ１
），２）
　ＱＩＮＸｉａｏＬｉｎ

１）
　ＳＨＩＱｕａｎ

２）
　ＺＨＥＮＧＪｉＰｉｎｇ

３）

１）（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犖犪狀犼犻狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犃犲狉狅狀犪狌狋犻犮狊犪狀犱犃狊狋狉狅狀犪狌狋犻犮狊，犖犪狀犼犻狀犵　２１００１６）

２）（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犖犪狀狋狅狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犖犪狀狋狅狀犵，犑犻犪狀犵狊狌　２２６０１９）

３）（犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犜狊犻狀犵犺狌犪犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犅犲犻犼犻狀犵　１０００８４）

犃犫狊狋狉犪犮狋　ＢａｓｅｄｏｎｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌＴｏｆｆｏｌｉｇａｔｅ，ａｎｅｗｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｎｅｔｗｏｒｋｃａｓｃａｄｅｍｏｄｅｌＰＮＣＲＣｉｓ

ｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｔｈｅｍｏｄｅｌｃｏｎｓｉｓｔｓｏｆｆｉｖｅｌｉｎｅｓｔｙｌｅｓ，ａｎｄｉｔｉｓａｂｌｅｔｏｃｏｎｔｒｏｌｏｕｔｐｕｔｏｆｔａｒｇｅｔｂｉｔｓ

ｗｉｔｈｐｏｓｉｔｉｖｅ／ｎｅｇａｔｉｖｅｗａｙｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ａｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｓｙｎｔｈｅｓｉｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｐｒｏ

ｐｏｓｅｄｍｏｄｅｌｉｓａｌｓｏｄｅｓｉｇｎｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｌｙｒｅｐｏｒｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓ，ｓｏｍｅｅｘ

ｐｅｒｉｍｅｎｔｓｏｎＮＣＭＣＢｅｎｃｈｍａｒｋｆｕｎｃｔｉｏｎｓ（ｌｅｓｓｔｈａｎｏｒｅｑｕａｌ１６ｖａｒｉａｂｌｅｓ）ｓｈｏｗｔｈａｔＰＮＣＲＣｄｅ

ｃｒｅａｓｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｇａｒｂａｇｅｏｕｔｐｕｔａｎｄｎｕｍｂｅｒｏｆｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｇａｔｅｓａｓａｗｈｏｌｅ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｌｏｇｉｃ；ｑｕａｎｔｕｍｇａｔｅ；ｇａｒｂａｇｅ；ｐｏｓｉｔｉｖｅ／ｎｅｇａｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ；ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｎｅｔ

ｗｏｒｋ

１　引　言

可逆逻辑综合是一个新兴的研究领域，它是量

子计算和量子信息技术研究的重要组成部分［１］，并

在低功耗电路设计、信息安全、纳米技术等其它一些

现代科学领域有着重要应用［２４］．由于它潜在的巨大

实际应用价值和重大的科学理论意义，正引起越来

越多的关注．

可逆逻辑综合，就是用给定的可逆门和可逆网

络的约束条件及限制等，实现所需要的可逆逻辑网

络，并使得代价尽可能小．可逆逻辑综合使用的基本

可逆逻辑门与经典的非可逆逻辑综合使用的逻辑门

有着根本的不同．



可逆逻辑网络为输入数与输出数相等并且输入

向量与输出向量是一一映射的网络．因此，输入向量

的状态可以唯一地被输出向量重构．通过函数的方

式可描述为：如果函数的每一个输入向量唯一地映

射一个输出向量，则称该函数是可逆的．一个狀变量

的可逆函数也可以定义为整数集｛０，１，２，…，２狀－１｝

自身的映射．一个不可逆逻辑函数总可以通过变换

找到它的可逆函数，一般地，会因此产生相应的垃圾

信息．

在可逆逻辑综合的研究中，一方面要找到可逆

网络的实现方法，另一方面要考虑如何在实现可逆

网络过程中尽可能花费较低的代价．实现可逆逻辑

网络的每一种技术，都需要有一个合理的代价．可逆

门的数量和垃圾信息输出的数量是影响可逆逻辑综

合代价的重要因素，也是衡量可逆逻辑综合过程好

坏的主要依据．在很多技术中只要增加一个可逆门

或无用输出信息位就可能给网络的实现带来昂贵的

代价，甚至不可能实现．所以，可逆网络代价问题在

量子计算等领域的研究中具有重要意义和实际应用

价值．龙桂鲁等人提出了一个初始化量子寄存器方

案，该方案在没有引入附加量子位的情况下，只需要

犗（犖狀２）标准的１位和２位可逆门就能实现
［５］．Ｍｏｔ

ｔｏｎｅｎ等人提出了基于余弦正弦矩阵分解的最小化

基本门序列方法［６］．Ｖａｒｔｉａｉｎｅｎ通过量子门的分解

消除多量子位门中多余的控制位，得到总数较少的

基本量子门，以优化量子门的实现［７］．Ｔｕｃｃｉ提出了

化简任意幺正矩阵犝为一个基本操作序列的算法
［８］．

实际上，网络代价的计算在不同的技术中是不

一样的．目前，不同研究领域对网络代价的计算还不

能做到信息共享，部分原因是对网络代价的计算是

针对他们特定的设备而设计的．Ｍａｓｌｏｖ等人对可逆

逻辑综合代价和规模进行了详细分析［９］．Ｂａｒｅｎｃｏ

等人提出了网络代价的近似计算方法［１０］．

使用不同可逆逻辑门模型实现网络综合的代价

也不同．常用的可逆逻辑门有Ｔｏｆｆｏｌｉ门、Ｆｒｅｄｋｉｎ门

和Ｆｅｙｎｍａｎ门等
［１１１３］．

近年来，随着量子信息和集成电路等技术的迅

速发展，可逆逻辑综合才真正开始被重视，尚处于很

不完善的发展阶段．Ｋｈｌｏｐｏｔｉｎｅ等人运用复合与分

解的方法进行了可逆逻辑综合的研究［１４］．Ｍｉｌｌｅｒ提

出了基于置换的可逆逻辑综合算法［１５］．Ｓｈｅｎｄｅ提

出了３输入变量的综合方法
［１６］．Ｋｈａｎ和Ｐｅｒｋｏｗｓｋｉ

首先把分解因式方法用到可逆逻辑设计中［１７］．Ｉｗａ

ｍａ等人给出了以 ＣＮＯＴ 为基础的网络转换规

则［１８］．该方法的输入部分是一个以 Ｔｏｆｆｏｌｉ门为基

本元素的可逆逻辑网络，其输出是一个标准型的

Ｔｏｆｆｏｌｉ门可逆逻辑网络．这个标准型是ＰＰＲＭ 的

直接可逆实现，同时也是一个Ｚｈｅｇａｌｋｉｎ多项式．

Ｉｗａｍａ证明了任何一个可逆网络都能通过确定的

可逆操作得到一个标准型．因此，标准型可以转化成

一个最小化网络．遗憾的是，他们没有给出任何通过

转换化简网络的方法．Ｐｅｒｋｏｗｓｋｉ等人提出的规则

结构综合方法［１９］，其主要特点是建立常规的可逆组

合逻辑设计输出目标，然后用已知的逻辑综合技术

去建立可逆的规范．这样的方法通常会产生大量的

垃圾信息．Ｍｉｌｌｅｒ应用谱技术找到了接近最优的可

逆网络［２０］．Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏ和Ｐｅｒｋｏｗｓｋｉ提出了可逆

波级联的规则结构［２１］，并且证明了实现这样的结构

需要的级联函数比ＥＳＯＰ积项要少．但这个方法只

适合于小规模可逆逻辑综合，而且不容易测量，同时

它还需要一个可逆的规范．

对于可逆逻辑综合，目前尚缺少有效的算法．

Ｓｈｅｎｄｅ等人提出的最优穷举算法太慢
［２２］，Ｍｉｌｌｅｒ，

Ｍａｓｌｏｖ
［２３］，Ｋｅｒｎｔｏｐｆ

［２４］给出了几个启发式算法，但

这些算法没有得到很好的验证，而且它们大多需要

附加另外的模板进行处理，其相应的代价也比较高．

Ｐｅｒｋｏｗｓｋｉ等人提出了一类规则对称结构函数
［２５］，

在带有相关垃圾信息的完全可逆门规则结构中实现

了任意对称函数的优化．因为可以通过重复输入变

量使每一个逻辑函数对称，该方法是用任意的多输

入多输出布尔函数实现任意函数相关附加输出门的

最小化，但该方法只是在可逆门的数量较小的时候或

带有任意输出的不完全特殊函数的综合方面有优势．

可逆门级联模型是可逆逻辑综合的基础．目前，

可逆门的级联模型及其相关算法所能实现的综合存

在着网络规模小、综合代价高、综合过程中时空复杂

度高等一系列问题．

本文给出了一个新的可逆门级联模型———正反

控制级联模型，并给出了相应的可逆综合算法；完成

了现有可逆综合的ＮＣＭＣＢｅｎｃｈｍａｒｋ实验（变量不

大于１６）．结果表明该模型在减少垃圾数量和可逆

门的数量方面是有效的．

２　基本定义

２１　多输出函数的表示

在布尔代数中，含有两个常数０和１．狀变量的

布尔函数犳（狓１，狓２，…，狓狀）的表示方法之一是用真

６３８ 计　　算　　机　　学　　报 ２００８年



值表表示，表的结构为狀＋１列和２狀行，表的最右边

一列函数值由对应的每一行的狀列输入给定．对于

一个狀变量的布尔函数，不同输入数是２狀，因此这

个结构的高度是２狀，或者说这个表有２狀行．这里所

有的２狀个布尔模式是按字典排序的．可以看出，真

值表自始至终需要大量的存储空间．为了简化格式，

也可以使用真值向量的方法．狀变量函数的真值向

量是长度为２狀的布尔数序列．

狀输入犽 输出的多输出函数（犳１（狓１，狓２，…，

狓狀），犳２（狓１，狓２，…，狓狀），…，犳犽（狓１，狓２，…，狓狀））是一

个狀＋犽列的真值表，这里前狀列为输入模式，后犽

列是输出模式．即狀输入犽输出的多输出布尔函数

是一个犽布尔值的向量函数．一个多输出函数同样

可以写成一个真值向量．该向量２狀个元素中的每一

个元素分别是［０，１，…，２狀－１］中的一个整数，它们

的二进制表示是输出模式．

例１．　表１给出的３输入３输出函数可以用

真值向量［０，１，２，３，４，５，７，６］表示．

表１　３输入３输出函数真值表

狓１ 狓２ 狓３ 犳１ 犳２ 犳３

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ １

０ １ ０ ０ １ ０

０ １ １ ０ １ １

１ ０ ０ １ ０ ０

１ ０ １ １ ０ １

１ １ ０ １ １ １

１ １ １ １ １ ０

一个布尔函数同样可用“与（＆）”、“或（ｏｒ）”、

“非（－）”和“异或（）”操作的运算符以公式的形式

表示．

２２　可逆逻辑函数

可逆逻辑理论的主要研究对象是可逆函数．下

面给出可逆函数的定义．

定义１．　狀布尔变量的多输出函数犉（狓１，

狓２，…，狓狀）是可逆的，如果输出数等于输入数且任一

个输出模式存在一个唯一的原象，即可逆函数是输

入向量集合的一个置换．

例２．　公式（狓，狔）→（珚狓，狓狔）和真值向量

［２，３，１，０］给出了一个２输入２输出的可逆函数．这

个例子的正确性可通过真值表（表２）得以验证．

表２　（狓，狔）→（狓，狓狔）的真值表

狓 狔 珚狓 狓狔

０ ０ １ ０

０ １ １ １

１ ０ ０ １

１ １ ０ ０

　　例３．　２输入１输出函数（狓，狔）→狓狔是不可

逆的，因为它不是一个狀输入狀输出的函数．但是，

由例２知，可以很容易地通过添加输出珚狓 使函数

可逆．

例４．　函数（狓，狔）→狓狔是不可逆的，通过添加

一个单输出也不可能使其可逆，但可以通过添加一

个输入和两个输出使函数可逆．如表３．

表３　（狓，狔）→狓狔添加输入输出后的真值表

狓 狔 狕 狓 狔 狕狓狔

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ １

０ １ ０ ０ １ ０

０ １ １ ０ １ １

１ ０ ０ １ ０ ０

１ ０ １ １ ０ １

１ １ ０ １ １ １

１ １ １ １ １ ０

前面的例子说明，要使函数可逆，添加输入／输

出是必需的，因此有下面的定义．

定义２．　添加输出数使一个狀输入犽输出函

数（（狀，犽）（犽＜狀）函数）可逆，这些被添加的输出信

息称为垃圾信息．

用“常量输入”表示输入预先设置的值添加到一

个（狀，犽）函数上使其可逆．在例４中添加了一个单常

量输入，也就是带有值为０的变量狕．

下面通过简单的公式可以看出垃圾信息输出和

“常量输入”之间的关系．

输入＋常量输入＝输出＋垃圾信息．

２３　可逆网络的结构

一个可逆网络的结构是犛个可逆逻辑门犌１，

犌２，…，犌犛的组合，这里没有两个门在相同时间被激

活，犌犻只有在犌犻－１产生一个输出后才工作．即一个

可逆网络在可逆门感应集合上通过信号传播定义了

一个总的时序．一般地，信号在网络中从左向右传

播，无扇出和无反馈是对构建可逆网络结构的一个

自然约束．可逆逻辑网络结构如图１．

图１　可逆逻辑网络结构图

可逆网络的结构是量子门构造的一个级联．可
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逆的限制使得级联网络结构的设计非常困难，为此，

首先给出下面的引理．

引理１．　可逆函数犳给出的一个网络，如果信

号是向后传播的，则输出函数是函数犳 的反函

数犳
－１．

事实上，信号的向后传播和找到反函数本质上

是相同的操作．

当构造一个可逆网络拓扑结构的时候，所有网

络设计可能的集合都受到很强的限制．但可以变换

当前的门，而变换本身对门的规模要求很高．

可逆门的规模是一个自然数，这个自然数通过

函数的输入／输出数表现出来．

２４　可逆逻辑门

按照本文的需求，只给出Ｔｏｆｆｏｌｉ门的定义
［２６］．

定义３．　对于变量域集合｛狓１，狓２，…，狓狀｝，一

般Ｔｏｆｆｏｌｉ门表示为犜犗犉（犆；犜），这里犆＝｛狓０犻
１
，

狓０犻
２
，…，狓０犻犽｝，犜＝｛狓犼｝，犆∩犜＝．Ｔｏｆｆｏｌｉ门把布尔

模式（狓０１，狓
０
２，…，狓

０
狀）映射到（狓

０
１，狓

０
２，…，狓

０
犼－１，狓

０
犼

狓０犻
１
狓０犻
２
…狓０犻犽，狓

０
犼＋１，…，狓

０
狀）．

ＮＯＴ门犜犗犉（狓犼）是没有控制位的Ｔｏｆｆｏｌｉ门；

ＣＮＯＴ门犜犗犉（狓犻；狓犼），也称Ｆｅｙｎｍａｎ门，一般带

有一个控制位；原始的 Ｔｏｆｆｏｌｉ门为犜犗犉（狓犻
１
，狓犻

２
；

狓犼），这样的Ｔｏｆｆｏｌｉ门带有两个控制位．这三种门的

表示见图２，带有更多控制门的描述与上面类似．门

的描述方法只是一种习惯，与门的实现方法无关．一

般Ｔｏｆｆｏｌｉ门的集合被证明是完备的．即任何可逆函

数可以通过Ｔｏｆｆｏｌｉ门的级联实现．

图２　ＮＯＴ门、ＣＮＯＴ门和Ｔｏｆｆｏｌｉ门

在可逆逻辑综合过程中，因为ＥＸＯＲ使用的门

可以描述成最简单形式，并拥有如下操作性质：

犪犫＝犫犪；犪０＝犪；犪１＝珔犪；犪犪＝０．

这种方法允许启发式综合并且易于化简已经建

立起来的网络．

３　正反控制的可逆网络模型

要使一个多输出函数可逆，可以有许多方法，但

每一种方法一般都需要一定数量的可逆逻辑门和不

同数量的垃圾信息位．一般地，使用不同网络模型建

立的可逆网络，垃圾信息位也不同．

选择可逆逻辑门的集合构造可逆网络，就是对

给定的多输出函数用设计的模型选择适当的可逆门

级联可逆网络，其过程可以通过下面的步骤实现．首

先，通过使函数可逆找到最小的垃圾信息位（这个数

目不依赖于综合模型）．然后，通过一个总是与有效

网络一起结束的过程对可逆函数进行综合．如此可

保证垃圾信息位最小，但产生的网络中级联的可逆

门数可能会很大．因此，需要找到最小化垃圾信息位

的可逆方法，相应的变量数添加到Ｄｏｎ′ｔｃａｒｅｓ多输

出函数中．按照减少 Ｈａｉｍｍｉｎｇ距离的思想，通过选

择可逆门，最大限度减少距离的启发式思想对函数

进行综合．这种方法保证了垃圾信息位的最小化并

能产生最优的可逆网络．

３１　正反控制可逆级联模型（犘犖犆犚犆）

本文在一般Ｔｏｆｆｏｌｉ门的基础上，进行了衍变和

推广，得到一个新的可逆逻辑网络模型，即正反控制

可逆级联模型．该模型的基本元素由两类控制线、一

类目标线和一条无关线组成．

定义４．　正反控制可逆级联模型结构的元素

由下面五种线型构成（如图３）．

图３　正反控制模型的５种基本线型

（１）肯定控制线（图３（ａ））．如果在这条线上输

入是０，则目标线的值将不改变．如果输入是１，则其

它的肯定／否定控制线确定在目标控制线上的值是

否被否定．通过肯定控制线的值不变．

（２）否定控制线（图３（ｂ））．如果在这条线上输

入是１，则目标线的值将不改变．如果输入是０，则其

它的肯定／否定控制线确定在目标控制线上的值是

否被否定．通过否定控制线的值不变．

（３）目标线（图３（ｃ））．每一个门在位置犼将只

有一个目标线出现．通过目标线的值受肯定／否定线

控制．

（４）否定线（图３（ｄ））．通过否定线的值取反．

（５）无关（Ｄｏｎ′ｔｃａｒｅ）线（图３（ｅ））．通过这条线
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的值，不发生任何变化．

为了防止网络混乱，规定这五种线型超过一条

在同一网络中出现时必须是平行的．除了这五种线

型，其它在网络中出现的线必须与其垂直．

垂直线与线型（ａ）～（ｅ）垂直交叉．以此，给出图

形的形式化定义．

定义５．　对于给定的输入变量｛狓１，狓２，…，

狓狀｝，变量集｛狓犻
１
，狓犻

２
，…，狓犻犽｝和｛狓犼１，狓犼２，…，狓犼犾｝是

它的子集，整数狆∈｛１，２，…，狀｝，狆≠犻１，…，犻犽，狆≠

犼１，…，犼犾；犽个布尔数｛σ１，σ２，…，σ犽｝和犾个布尔数

｛ρ１，ρ２，…，ρ犾｝（１犽，犾＜狀）集合组成的门中位是不

变的（第狆位除外），第狆位的值为狓狆狓
σ１
犻
１
狓
σ２
犻
２
…狓σ犽犻犽

狓ρ１犼１狓
ρ２
犼２
…狓ρ犾犼犾．

如果项狓
σ１
犻
１
狓
σ２
犻
２
…狓σ犽犻犽

和狓ρ１犼１狓
ρ２
犼２
…狓ρ犾犼犾

是由

０个变量组成，则赋值为１．

图４给出了一个利用定义４基本线型构造的可

逆门模型．一个可逆逻辑网络可以通过这样的门集

合级联而成．

图４　正反控制的一个门的模型

例５．　取函数

（狓１，狓２，狓３）→ （狓１，狓１ 狓２，狓３ 狓１狓２），

输出被写成了一个最小长度ＥＸＯＲ多项式的集合．

表４是该函数的真值表，由真值表可以看出，这个函

数是可逆的．利用正反控制模型，可以给出函数的一

个实现方法，如图５．

表４　例５中函数的真值表

狓１ 狓２ 狓３ 犳１ 犳２ 犳３

０ ０ ０ ０ １ ０

０ ０ １ ０ １ １

０ １ ０ ０ ０ ０

０ １ １ ０ ０ １

１ ０ ０ １ ０ １

１ ０ １ １ ０ ０

１ １ ０ １ １ ０

１ １ １ １ １ １

图５　例５中函数的网络图

３２　模型的量子代价分析及犖犗犜门裁剪

一般地，对于一个新提出的可逆网络模型，需要

关注与其它模型在可逆门的代价上的不同．

非门ＮＯＴ（可逆的Ｘ门）和ＣＮＯＴ门（犜犗犉（狓１；

狓２）门），既能使变换可逆，实现时又是单位代价．因

为ＮＯＴ和ＣＮＯＴ门只实现了线性功能，因而是不

完备的．因此，为了使控制门完备，加上一个Ｔｏｆｆｏｌｉ

门犜犗犉（狓１，狓２；狓３）．遗憾的是，这个门不能实现单

元素可逆操作，这使得更多控制的一般Ｔｏｆｆｏｌｉ门，

在变换时需要的代价更大．对于Ｔｏｆｆｏｌｉ与ＰＮＣＲＣ

模型网络代价的比较，将使用文献［２６］的方法．对于

其它方法实现的网络代价，也容易计算出来．

定义６．　可逆门犌的网络代价｜犌｜是通过可逆

门犌实现函数所需的基本可逆操作数．

由文献［２６］知，没有局部实现的可逆门被证明

是最优的．下面将从化简开始，分析ＰＮＣＲＣ模型的

网络代价，然后与一般Ｔｏｆｆｏｌｉ门的代价进行比较．

事实上，ＰＮＣＲＣ模型与一般 Ｔｏｆｆｏｌｉ门和 ＮＯＴ门

集合操作很相似．与其它模型相比，ＰＮＣＲＣ结构由

于使用了正反控制，大大减少了ＮＯＴ门的数量，但

除了ＥＸＯＲ外，仍然是使用部分ＮＯＴ门．所以这里

试图在ＰＮＣＲＣ网络结构中最小化ＮＯＴ门的数量．

在ＰＮＣＲＣ的设计中，两个ＮＯＴ门可以相邻，

但在整个结构中有时是多余的；使用正反控制后，也

可以替代一部分ＮＯＴ门．因此可以对多余的ＮＯＴ

门进行裁剪．这里把ＰＮＣＲＣ结构犛中任意一个可

逆门划分为３个逻辑部分：

（１）第一个 ＮＯＴ 阵列：垂直线之前的所有

ＮＯＴ门集合．

（２）ＡＮＤＥＸＯＲ阵列：垂直线上所有 ＡＮＤ和

ＥＸＯＲ门的集合．

（３）最后的 ＮＯＴ 阵列：所有剩余的 ＮＯＴ 门

集合．

下面给出裁剪ＰＮＣＲＣ网络中ＮＯＴ门的一般

步骤．

１．定义长度为狀的ＮＯＴ门阵列犜，使得在每个位置至

多有一个ＮＯＴ门．最初的犜阵列中没有ＮＯＴ门．

２．从ＰＮＣＲＣ网络结构的起始位置，门犛１∈犛的第一

个ＮＯＴ阵列与接下来的ＡＮＤＥＸＯＲ阵列称为此ＰＮＣＲＣ
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网络结构的一个块．门犛１最后的 ＮＯＴ阵列称为犜．如果犛１

是狓１，狓２，…，狓狀之一，则添加到犜上．

３．从网络中取下一个门犛２∈犛．如果犛
２
｛狓１，狓２，…，

狓狀｝，通过计算它与犛
２的第一个 ＮＯＴ阵列做异或运算更新

犜阵列，每条线保持 ＮＯＴ数模２的和．如果犜 阵列中的

ＮＯＴ门遇到一个目标线或一个“Ｄｏｎ′ｔｃａｒｅ”线，则可以通过

这个门，从犜阵列删除发生的事件，把它们添加到门的输出

阵列．

４．结合犜阵列与 ＡＮＤＥＸＯＲ阵列建立一个新的块，

让犛１←犛
２，执行第２步．

５．如果犛２门是门狓１，狓２，…，狓狀之一，则通过犛
２与犜的

“异或”运算来更新犜阵列．让犛１←犛２，执行第２步．

６．当ＰＮＣＲＣ网络结构结束时，把犜阵列放到网络，建

立最后一个块．

容易看出，描述块的网络组成等价于用门犛构

建网络．裁剪网络块数是从初始的犛网络门数减去

从犛网络集合｛狓１，狓２，…，狓狀｝加上犜 阵列的门数．

因此，ＮＯＴ门集合与结构的长度只能被减少．

ＮＯＴ门裁剪过程是一个加速处理的过程，不影

响将要完成的综合方法．

３３　基于犘犖犆犚犆模型的可逆综合

设犛是所有可能的狀输入可逆门的集合．综合

问题是用已知模型找到函数的一种实现方法，用可

逆门集合犛的一个门序列写出该函数．为解决这个

问题，借鉴文献［２６］，通过一个递增的方法，重复地

选择可逆门，逐步使其接近期望的函数．为此，需要

测量两个函数接近的程度，称其为两个函数之间的

距离．即选择可逆门使得函数到目标函数之间的距

离递减，继续这样的操作直到两函数之间的距离

为零．

下面给出距离的相关定义．

定义７．　函数犳的局部实现是相同变量集合

的任意函数犳′．

定义８．　一个可逆函数和它的局部实现犳′

之间的距离是它们真值表的输出部分之间的

Ｈａｍｍｉｎｇ距离．

定义９．　函数犳的误差是该函数到其恒等函

数的距离．

例６．　从可逆函数

犳（狓１，狓２，狓３）＝（狓１，狓１狓２，狓３狓１狓２）

的真值表（表４）可以看出，一共有６个误差点（见下

划线部分）．

例７．　前面例子中可逆函数的局部实现函数犳

′（狓１，狓２，狓３）＝（狓１，狓２，狓３狓１狓２）与函数犳的距离

是４（见表５）．

表５　犳′（狓１，狓２，狓３）＝（狓１，狓２，狓３狓１狓２）真值表

狓１ 狓２ 狓３ 犳１ 犳２ 犳３

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ １

０ １ ０ ０ １ ０

０ １ １ ０ １ １

１ ０ ０ １ ０ １

１ ０ １ １ ０ ０

１ １ ０ １ １ ０

１ １ １ １ １ １

前面的例子中有一个偶数数目的误差位，并且

１ｂｉｔｓ误差位的数目与０ｂｉｔｓ误差位的数目相等，

该结果不失一般性．Ｍａｓｌｏｖ等人在文献［２３］中给出

了下面引理．

引理２．　可逆函数的误差数是偶数．在误差位

中，等于１的数目与等于０的数目相等．

证明．　给出可逆函数的真值表，并考虑输出部

分的列．假设在这些列中出现的误差有犽个０位和狊

个１位．因为函数是可逆的，真值表输出部分的每一

列包含２狀－１个０位和２狀－１个１位．因此这些列有

（２狀－１－犽）个０位和（２狀－１－狊）个１位．如果翻转函数

的误差位，它是狀位的恒等函数（同样也是可逆的）．

观察０和１的数量，在所考虑的列中进行加狊个０

和犽个１的操作．修改后的真值表中，０和１的数目

分别变为（２狀－１－犽＋狊）和（２狀－１－狊＋犽）．因为函数是

可逆的，０的数目与１的数目保持２狀－１，则有下面的

方程：

２狀－１－犽＋狊＝２
狀－１
－狊＋犽＝２

狀－１．

　　这个方程只有一个解犽＝狊．因此，该行中的误

差总数是２犽，是一个偶数．对于每一个狀输出列，可

给出同样的证明．故，总的误差数是一个偶数．

实际上，上面证明给出了一个重要的事实，即输

出部分的每一列误差是一个偶数．以此也可以得到

另外一个结论，一个可逆函数和它的局部实现之间

的距离总是一个偶数．不难看出１的数目与０的数

目相同． 证毕．

因此，对于可逆逻辑综合方法，可以给出一个简

单思想，它将是后面启发式可逆综合的基础．从一个

恒等函数开始，在集合犛中找到一个门，添加到部

分实现犳′中，以减少与犳的距离．有时可能找不到

能够降低与犳距离的可逆门．但在任何时候都可以

选择至少不增加与犳之间距离的可逆门．见例８．

例８．　可逆函数和恒等函数（狓，狔）→（狔，珚狓），

具有不改善函数距离可逆门的性质．

使用步的概念对级联网络增加可逆门．因此，在
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网络中步数就是构造门数．如果距离增加一步称为

正的，距离减少一步则称为负的．

引理３．　如果函数犳与犳′之间的距离大于０

（局部实现函数犳′仍然不是函数犳本身），在犛中存

在门犳′到犳″的变换，使得犳与犳″之间的距离小于或

等于犳与犳′之间的距离．

证明．　设带有误差位犡 局部实现的真值表输

出部分（犪１，犪２，…，犪狀－１，犡）是一个串（假设在第狀个

位置没有丢失）．让其与距离－１串（犪１，犪２，…，犪狀－１，

犪狀）相互交换，这里犪狀＝犡．相应地，使用门做线型

４－犪１，４－犪２，…，４－犪狀－１，１，这里，布尔数犪１，犪２，…，

犪狀－１作为自然数处理．容易看出，误差在第一个

（狀－１）位出现不同，由表６可见，对于最后一位，所

有可能的交换都会发生．所以，得到一个０步或负步．

证毕．

表６　改变１位的效果

犡 犪狀 犪狀的正确性 误差 误差的改变 步

０ １ 犢 １ １ ０

１ ０ 犢 １ １ ０

０ １ 犖 ２ ０ －２

１ ０ 犖 ２ ０ －３

定理１．　存在一个增加可逆门的综合方法，仅

当对函数距离实现非正变化，这样的方法对任意可

逆函数都收敛．

下面给出基于ＰＮＣＲＣ模型的综合算法．

１．初始化“最大移动”数．

２．当所有犛门中距离都大于０时，则找“最大移动”步．

从剩下所有步中，找出最大移动步，作为步２．

３．在列表中有“最大移动”门对，对２门序列进行搜索，

最大可能地改善存在于局部实现与可逆函数自身之间的距

离．如果这样的对是唯一的，附加第１个门到级联网络，返回

到步２．

４．如果两个或更多的门对的距离有同样改善，激活从

每一对中找到的第３个最好的门函数．如果其中的一对有更

好的第３个门（最小的距离函数），则选择这一对．所选对的

第１个门附加到级联网络，并返回到步２．

５．如果第３个最好门函数中没能找到一个对，而第３

步给出了一个更好的改善结果，则为第１个门取一对作为最

好的结果．返回到步２．

６．如果指派的门仍然没有被选择，从步２产生的列表

中取选择的门中第一对作为最好的结果．返回到步２．

因为有效的总是０步，所以定理１中的情形距

离不会增加．尽管这里尝试了每一个函数收敛的情

况，一般还不能保证这种方法的收敛性．由于后面可

能会给出的步数很大，而距离只能通过最多两步减

少．所以使用这个算法，可以保证函数收敛．

一般地，一个（狀，狀）可逆函数犳１，犳２，…，犳狀能够

通过狀！中一种可能的设计实现．假设这种情况发

生，函数输出的序列将不做任何改变．在任意序中能

够列举输出，从而实现不同函数．因此，对于大变量

函数的输出排列，使用启发式对函数或它的补取输

出排列给出最小误差．如果是小变量可逆函数，给出

所有可能的排列以选择最好的结果．

例９．　对于例８中可逆恒等函数（狓，狔）→（狔，

珚狓），没有输出交换，至少要使用３个门为函数建立

一个可逆网络：步１是一个０步（如前面例子中说明

的那样）．因为最好每一种情况一次可预料至少一个

输出位，在两个输出位的每一个中有两个误差，这需

要至少２个以上的门．所以理论上最小的是３门（事

实上，这里的算法在步３中止）．一个带有输出排列

的函数（狓，狔）→（珚狓，狔），很容易用两步实现，即步１１

负的和步２输入位．

４　基准测试及其结果分析

４１　垃圾信息分析

一般地，垃圾信息是在使函数可逆的过程处理

前被引入的．任何一种综合方法的垃圾信息输出值

都可以调整，这些调整会因为变量的不同导致变化

结果复杂．

关于垃圾信息位的分析，只集中考虑输出添加

的垃圾信息．ＰＮＣＲＣ模型中垃圾信息的规模是

（狀＋犖），这里狀是多输出函数犳 的输入数，犖 是函

数的部分级联中顶点的级联数．因此，每一个顶点级

联本身没有导致新的垃圾信息位．

Ｋｈａｎ、Ｐｅｒｋｏｗｓｋｉ和 Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋ等人提出了相

似的模型结构，其综合方法的垃圾信息结果在本质上

是相同的．这里计算了ＰＮＣＲＣ模型的一些Ｂｅｎｃｈ

ｍａｒｋ函数的垃圾信息数．表７概括了文献［１７，２１，２６］

提出的方法中使用Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ函数的结果，并和

ＰＮＣＲＣ模型的垃圾信息做了比较．

表７　几种方法垃圾信息数

函数名称 输入位数 输出位数
垃圾信息数及代价

ＲＷＣＧ ＲＰＧＡＧ ＫＰＧ ＰＮＣＲＣ
Ｍｉｎｇａｒｂａｇｅ

５ｘｐ１ ７ １０ ３８（７） ＞２８ ５３ ３１ ０

９ｓｙｍ ９ １ ６０（９） ４５ ６０ ５２ ９

Ｂ１２ １５ ９ ４３（１５） ＞１２０ １２０ ８４ １３
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（续　表）

函数名称 输入位数 输出位数
垃圾信息数及代价

ＲＷＣＧ ＲＰＧＡＧ ＫＰＧ ＰＮＣＲＣ
Ｍｉｎｇａｒｂａｇｅ

ｃｌｉｐ ９ ５ ７２（９） ＞４５ Ｎ／Ａ ４４ ６

Ｉｎ７ ２６ １０ ６１（２６） ＞３５１ Ｎ／Ａ Ｎｄ ２４

Ｒｄ５３ ５ ３ １９（５） １５ １９ １７ ４

Ｒｄ７３ ７ ３ ４３（７） ２８ ４７ ３３ ６

Ｒｄ８４ ８ ４ ６６（８） ３６ ６８ ４１ ７

Ｓａｏ２ １０ ４ ３８（１０） ＞５５ ５２ ３５ １０

Ｔ４８１ １６ １ ２９（１６） ＞１３６ ２８ ５４ １６

Ｖｇ２ ２５ ８ ２０９（２５） ＞３２５ ２１７ Ｎｄ ２４

　　表７中第１列为函数名，第２列和第３列分别

是输入和输出 位 数，第 ４ 列 是 Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏ 和

Ｐｅｒｋｏｗｓｋｉ波级联方法的垃圾信息数，第５列是

Ｍａｓｌｏｖ的ＲＰＧＡＧ方法的垃圾信息数．因为每个非

对称函数可以通过添加新的输出使其对称，使函数

可逆的过程可以预先用Ｐｅｒｋｏｗｓｋｉ提出的算法．但

一般这样的过程需要添加许多输入，导致每一个结

果都需要较高的垃圾信息代价，这里用符号“＞”去

描述实际操作中垃圾量比较高的情况．第６列是

Ｋｈａｎ系列门综合的垃圾信息代价．第７列是ＰＮＣＲＣ

垃圾信息数，其中函数Ｉｎ７和Ｖｇ２由于其输入变量

太大，这里没有进行测试（目前算法只实现不大于

１６变量的函数），所以用“Ｎｄ”标识．第８列，添加最

小垃圾信息数使相应的函数可逆．

图６　几种方法垃圾信息比较

从测试的结果分析看，ＰＮＣＲＣ的垃圾信息数

与理论上的最小化相比还有很大差距．但与已有的

几种方法比较，ＰＮＣＲＣ在大部分函数上都具有

优势．

４２　基准测试

可逆逻辑综合是近几年才发展起来的研究领

域，加之综合过程的复杂性，目前的Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ测

试用例还不多．本文采用的测试用例主要取自可逆

逻辑综合基准页①和文献［２１，２６］．把ＰＮＣＲＣ的结

果与 Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏｐｅｒｋｏｗｓｋｉ和ＲＣＭＧ两个系统的

结果进行了比较．表８的比较结果表明，尽管ＰＮＣＲＣ

的代价与 Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏ和Ｐｅｒｋｏｗｓｋｉ的相比不都是

最好，但ＰＮＣＲＣ的方法在垃圾信息位的数量上有

明显的改善．在不同函数中ＰＮＣＲＣ在门数和垃圾

信息数方面不总是最优的．但是，如果综合考虑

Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ函数的门数和垃圾信息数，ＰＮＣＲＣ方

法是有优势的．

表８　几种方法的代价

函数

名称

输入

位数

输出

位数

垃圾信息输出数量

ＭＰ ＲＣ ＰＮ

代价

ＭＰ ＲＣ ＰＮ

５ｘｐ１ ７ １０ ３８ ０ １２ ３１ ４３ ３６

９ｓｙｍ ９ １ ５６ ９ ２４ ５２ ６０ ５７

Ｒｄ５３ ５ ３ １９ ４ １１ １４ １３ １３

Ｒｄ７３ ７ ３ ４３ ６ １４ ３６ ３６ ３８

表８中 ＭＰ、ＲＣ和ＰＮ分别表示 Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏ

ｐｅｒｋｏｗｓｋｉ、ＲＣＭＧ和ＰＮＣＲＣ方法．

５　结　论

本文给出了正反控制可逆级联综合模型，并给

出了相应的可逆综合算法．部分ＮＣＭＣＢｅｎｃｈｍａｒｋ

函数测试和结果分析表明，综合过程中标志可逆网络

最小化代价的最重要因素，即可逆网络的垃圾信息

和门的数量都取得了较为理想的效果．目前ＰＮＣＲＣ

算法实现的规模只是在输入数不大于１６的情况，将

来的工作将在优化垃圾信息和门数的基础上提高可

逆综合的规模．
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