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１　引　言

粒是自人类有史以来就应该存在并应用于实

践的概念，因为它是人类日常生活中处理问题很

自然的一种方法学．但专文论述粒概念似乎应当

归结为Ｚａｄｅｈ于１９７９年发表的论文
［１］．随后，Ｐａｗ

ｌａｋ于１９８２年提出的Ｒｏｕｇｈ集
［２］，实质上也是研究

用粒的思想方法来处理不可定义集问题，只不过他

的动机在于解决１９０４年Ｆｒｅｇｅ提出的边界线上的

元素计算问题．所以，Ｐａｗｌａｋ于１９８２年发表的论文

和 Ｈｏｂｂｓ于１９８５年发表的论文
［３］等文章都是试图

以粒的方法来处理问题并解决问题．但他们的研究

目标不一样．Ｚａｄｅｈ试图将Ｆｕｚｚｙ逻辑的研究变换

为其语义的研究；Ｐａｗｌａｋ是将一个不可定义的集合

经不可区分关系划分成粒，从而精确地计算出上、下

近似集，以解决边界线上的元素计算问题；Ｈｏｂｂｓ

从人工智能中的问题求解出发，试图研究出一种问

题求解的方法学．１９９６年Ｌｉｎ倡导了粒计算（Ｇｒａｎ

ｕｌａｒＣｏｍｐｕｔｉｎｇ）这个词，立即得到Ｚａｄｅｈ的高度重

视，并把它缩写成ＧｒＣ．认为ＧｒＣ是所有用粒方法

处理问题最好的概括描述［４］．由此看来，粒计算的确

可作为研究信息、处理信息及其它许多求解问题的

一种方法学．

信息粒（ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＧｒａｎｕｌｅｓ）是指人类在解

决和处理大量复杂信息问题时，由于人类的能力有

限，把大量复杂信息按其各自的特征和性能将其划

分成若干较简单的块，而每个如此划分出来的块被

称作一个粒．这种处理信息的过程，就被称作信息粒

化（Ｇｒａｎｕｌａｔｉｎｇ）．被划分的粒是清晰的还是模糊

的，完全依赖于被用来分割的不分明性、相似性、近

似性或功能性关系的特性所决定［５］．

Ｚａｄｅｈ在研究模糊集的基础上，基于模糊逻辑

的语义提出了信息粒度概念，这就是１９７９年他发表

的第一篇关于粒的论述文章［１］．在这篇文章中，他定

义信息粒为一个命题，即狓的值是以程度λ隶属于

模糊子集犌犝，其中狓是犝 上的变量，狓的值是犝

上的一个实体，写成：

犵＝狓ｉｓ犌ｉｓλ，

形式上被记成：

　犵＝｛狌∈犝：狓的值（狏（狓）＝狌，狏是犝 上的赋值

符号）是以程度λ隶属于模糊子集犌犝｝．

这实际上是模糊命题逻辑公式的意义集．从Ｚａｄｅｈ

的观点试图将模糊逻辑的研究转换为模糊逻辑的

语义研究．

描述粒计算通常应用英文单词：Ｇｒａｎｕｌａｒｉｔｙ，

Ｇｒａｎｕｌｅ和Ｇｒａｎｕｌａｔｉｏｎ，现将它们的意义和区别讨

论如下：

“Ｇｒａｎｕｌａｒｉｔｙ”被解释为“粒度”．在早期关于粒

的研究文献中多用这个词，如Ｚａｄｅｈ于１９７９年发表

的论文就用这个词［１］．就这个词在该文中描述的内

容可以看出粒计算是研究被粒化的类或块的大小．

Ｓｔａｎｆｏｒｄ大学教授 Ｈｏｂｂｓ于１９８５年发表于在美国

ＬｏｓＡｎｇｅｌｅｓ举行的国际人工智能联合会议上的论

文［３］，直接用这个词作论文题目．我国较早研究粒的

学者张钹和张铃于１９９０年出版的专著引用了“粒

度”（Ｇｒａｎｕｌａｒｉｔｙ）的概念
［６］．

从这些文献中描述的内容可以理解粒计算除了

研究被分割的粒的大小外，还研究不同层次的粒之

间的关系、粒的分解和合并等．

“Ｇｒａｎｕｌｅ”被解释为“基本粒”，是紧紧凝结在一

起的“”、“颗粒”和“块”等，近些年都用“Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

Ｇｒａｎｕｌｅｓ”这个词．是研究将信息集切割成互不相交

的“片”、“块”等，或划分成互不相交的“子集”、“组”、

“类”和“群”等，实质上是“划分”（ｐａｒｔｉｔｉｏｎ）的意义，

表示颗粒之间是清晰、互不相交的．可见用这个词研

究粒计算是研究信息被划分．

“Ｇｒａｎｕｌａｔｉｏｎ”被解释为“粒”．只有 Ｚａｄｅｈ于

１９９８年发表的另一篇论文中用了这个词
［４］．“Ｉｎｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎＧｒａｎｕｌａｔｉｏｎ”意思是将信息切割或分成可能

两两有交的“类”和“块”等，他从模糊集观点讨论，所

以被分成的粒可能是模糊的或边缘不清晰的“块”．

在中文文献中究竟用“粒”还是“粒度”来表达，

本人认为似乎应从研究内容和讨论的问题本身所决

定．如果讨论的问题属边缘模糊的粒（Ｇｒａｎｕｌａｔｉｏｎ）

似乎称“粒”为宜，因为这种粒的量度是不清晰的．

２　粒计算的研究现状

粒概念的提出和用法无法追溯到它的历史，但

粒计算这个词的倡导是Ｌｉｎ于１９９６年第一次提出、

是有源头的［４］．自这个源头计算至今已有十余年的

研究史了．其研究进展大致可分成如下几种观点和

方法．

２．１　以模糊集理论、邻域拓扑和数学模型的观点研

究粒计算

Ｚａｄｅｈ于１９７９年在他的论文中
［１］定义信息粒

为一个命题．形式上被记成：

４４５ 计　　算　　机　　学　　报 ２００８年



犵＝｛狌∈犝：狓的值狌（狏（狓）＝狌，狏是犝 上的赋值

符号）是以程度λ隶属于模糊子集犌犝｝．

很显然，０λ１．从模糊集的观点来看，此处的λ是

模糊隶属函数μ犌的值；而从逻辑的观点看，此处的λ

是所建立的命题的模糊真值或概率值．所以，在这篇

文章中，除了定义模糊粒外，还讨论了模糊粒的概率

分布及其概率的计算方法．可见Ｚａｄｅｈ研究粒的动

机试图将模糊逻辑的研究转换成模糊逻辑公式意义

的研究．

Ｌｉｎ于１９９８年在他发表的论文及其随后的一

系列关于粒计算的文章中［８１５］，是以邻域观点
!

通

过二元关系定义了粒．设犛＝（犝，犃，犞，犳）是信息系

统，犅：犞→犝 是二元关系，其中犝 是所讨论对象的

全集，犃是属性集，犞 是属性值集，犳是信息函数．用

一般二元关系犅定义粒是如下形式：

犵狆＝｛狌∈犝：狌犅狆，狆∈犞｝．

显然狆的邻域犵狆是清晰还是模糊的，完全取决于二

元关系犅的特性．如果犅是等价关系，则邻域犵狆是

边缘清晰的粒，否则边缘是模糊的粒［８，１０，１２，１４］．Ｌｉｎ

近期撰写的论文［１６］，提出了粒计算的基本数学结构，

包括概念结构、几何结构、拓扑结构和代数结构，这将

为粒计算的进一步研究奠定了理论基础和处理问

题的新的方法学，为粒计算的发展提供了新思路［１６］．

２．２　以逻辑观点研究信息粒的划分以及粒的分解

和合并

Ｈｏｂｂｓ在他发表的论文中
［３］，讨论了粒的分解

和合并以及如何得到不同大小的粒，因此他提出了

产生不可区分关系和一般相容关系模型，这就是：

（１）（狓，狔）（狓～狔）≡（狆∈犚）（狆（狓）≡狆（狔））；

（２）（狓，狔）（狓～狔）≡｜犳（狓）－犳（狔）｜＜ε；

（３）（狓～狔）ｉｆｆ对于一个狆∈犚，如果狆（狓）和

狆（狔）都是可以确定的，则狆（狓）≡狆（狔）．

其中犚是所讨论的逻辑公式中出现的全体谓词的

集合，犳是出现在所讨论的逻辑公式中的函数项，ε

是任给定的小的正实数．

在上述模型中，（１）意味着将引导一种具有传递

性的不可区分关系“～”，因此可用这个不可区分关

系对信息或知识进行粒化．不过这是一个二阶问题，

由于二阶逻辑至今仍是困难问题，所以 Ｈｏｂｂｓ的粒

计算模型无法被引用．模型中（２）和（３）将用偏序谓

词引导出具有非传递性的相容关系“～”，由此可得

到较粗的粒度层上的粒，但这种粒的边缘不一定是

清晰的．由此可见，Ｈｏｂｂｓ的这个模型是从逻辑的

观点研究不同层次上的粒及其相关性质，这将对ＡＩ

中的问题求解产生影响，引导我们在不同层上找到

各个子问题的解．可见 Ｈｏｂｂｓ研究粒计算的动机是

试图用粒计算方法学作为解决ＡＩ中问题求解的理

论工具［３］．从这篇文献可以看出Ｈｏｂｂｓ没有讨论粒的

运算规则，所以研究粒的分解和合并仍然不甚方便．

２．３　以代数格研究信息粒并通过映射研究不同层

上粒之间的关系

我国较早的粒研究学者张钹和张铃于１９９０年

出版的专著一书［６］中就引用了粒度概念．随后发表

的论文［７］，是从代数格的角度研究如何产生不同粗

细的粒度空间，并讨论不同粒度空间上的粒之间的

函数关系．从给定的原始问题空间（犡，犉，犳），可找

到它的对应的商空间（［犡］，［犉］，［犳］）．观察当前粒

度空间是否可解，以决定是否进入更细、更深一层粒

度空间研究粒计算，随后将不同粗细的粒世界上的

粒（子问题）的解组合成原始问题或整体粒的解．近

期提出一种商粒度空间上的多粒度表示法，即由一

组商空间组成的半序格描述不同粒度空间上的关

系．并以此用于图像检索技术，大量的实验结果表明

多粒度表示用于图像处理是有很好的效果［１７］．

Ｈｏｂｂｓ和张氏兄弟分别以不同观点和方法产

生不同粗细的粒度层，其意义都是在于人们能从极

不相同的粒世界观察和分析同一个问题，并能对此

求解，最后归一到整体问题的解，这也是ＡＩ中问题

求解的宗旨．

Ｙａｏ对粒计算进行了许多研究．在他诸多论文

中［１８２４］，似乎都是以区间集、代数格来研究粒计算．

设犐犛＝（犝，犃）是信息系统，如果至少存在一个公式

犉∈犔，其中犔 是ＩＳ上的决策逻辑，使得犿（犉）＝

｛狌∈犝：狌ＩＳ犉｝，表示满足犉的犝 上的元素集合，

则这个集合犿（犉）被称作可定义的基本粒；而把可

定义的基本粒称作划分，记成狆，即由狆将全集犝

划分得到的每个等价类都是可定义的粒，则称这个

划分狆是可定义的．所有可定义的划分的集合形成

一个划分族Π犘（犝），它被称作是一个格或半序格．

在这个格或半序格上，可以讨论分类问题的一般解

和特殊解，也就是设π１，π２∈Π犘是一致分类问题的

两个解，如果π１π２则称π１比π２更特殊；换句话说，

π２比π１更一般．近来他又提出粒计算的三个方面的

研究，即粒的结构研究、粒计算在人工智能问题求解

和在哲学中的应用研究［２４］．

２．４　以包含度、犕犲狉犲狅犾狅犵狔概念研究粒计算

Ｓｋｏｗｒｏｎ以包含度概念研究粒近似空间上的

Ｒｏｕｇｈ下近似和上近似，并发表了一系列的信息粒
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和粒计算的论文［２５２９］．设犡，犢犝 是犝 上的两个子

集，犡至少以狉程度包含于犢，记成犡狉犢，形式上，

犞狉（犡，犢）＝
犆犪狉犱（犡∩犢）／犆犪狉犱（犡）， 犡 ≠

１，｛ 其他
，

于是粒近似空间是３元组：犌犃犛＝（犌犛，犌，犜狉），其

中犌犛＝（犈，犗，犌，犞），犈＝｛犵１，犵１，…，犵狀｝是基本粒

的集合；犗＝｛狅１，狅２，…，狅犿｝是粒运算符的集合；犌＝

｛犌１，犌２，…，犌犺｝是犈上的基本粒经犗 上的运算符组

合而得到的组合粒的集合；犞：犌×犌→ ［０，１］是

Ｒｏｕｇｈ包含函数，它被解释为一个粒被包含于另一

个粒的程度的量度．设犌＝｛犌犛１，犌犛２，…，犌犛狋｝是信

息粒系统族；犜狉犌×犌是犌 上的二元传递关系．由

此，可在粒近似空间ＧＡＳ上建立粒关于犜狉的下和

上近似集的定义：

犃犘犘ＬＯＷ（犃犛，犡，狇）＝｛狓∈犝：犞（犐（狓），犡）狇∧狇１｝

和

犃犘犘ＵＰＰ（犃犛，犡，狆）＝｛狓∈犝：犞（犐（狓），犡）＞狆∧狆０｝．

其中，狆＜狇．Ｓｋｏｗｒｏｎ研究各种近似空间上的Ｒｏｕｇｈ

下和上近似集的意义在于探讨Ｒｏｕｇｈ集理论在各

种环境下将被构造出不同的结构，也就是建立

Ｒｏｕｇｈ集理论在各个专业领域中的应用前景．

Ｐｏｌｋｏｗｓｋｉ以 Ｍｅｒｅｏｌｏｇｙ概念定义了 Ｒｏｕｇｈ

Ｍｅｒｅｏｌｏｇｉｃａｌ粒
［３０３３］．Ｍｅｒｅｏｌｏｇｙ实质上也是一种

包含度概念．这个词出现于经典集合论时期，当时认

为一个集合全部元素被包含在另一个集合中才称包

含，否则称不包含．因此，Ｌｅｓｎｉｅｗｓｋｉ于１９１６年提出

用这个词来研究关于集合之间部分元素被包含的问

题．设μ是全集犝 上的Ｒｏｕｇｈ包含函数，其定义与

上述Ｓｋｏｗｒｏｎ定义的包含函数类似．狉∈［０，１］是包

含度，犆犾狊是类算子符，它被用来作用于划分的类上．

设狓∈犝，ＲｏｕｇｈＭｅｒｅｏｌｏｇｉｃａｌ粒被定义如下：

犵狉（狓）＝犆犾狊（Ψ狉），

其中，Ψ狉（狔）是一个类，有Ψ狉（狔）等价于狔μ狉狓，表示

狔以狉程度包含于狓，这里的狓，狔应广义理解它可

以是类、集合、向量和粒等．所以，这里由 Ｍｅｒｅｏｌｏｇｙ

包含度函数μ狉诱导的粒可以形式地定义如下：

犵狉（狓）＝｛狔∈犝：狔μ狉狓∧０狉＜１｝，

称此为关于狓的狉粒，表示以狓为中心，狉为半径的

邻域犖狉（狓），狔∈犖狉（狓）．

设犌犃犛＝（犝，犃）是粒近似空间，犝 是粒的全域，

犃是粒集上派生的属性集．狉，狊∈（０，１）是近似度，粒

的集合犎犝．μ关于粒犵的狉下近似被定义如下：

犆犾狊ＬＯＷ（μ，犎，狉）＝犆犾狊（Ψ（μ，犵，狉，犎）（犺）），

其中，Ψ（μ，犵，狉，犎）（犺）是可定义的当且仅当μ（犺，

犵，狉）∧犺∈犎 为真，意味着犺∈犎 且犺至少以狉（给

定的阈值）程度包含于犵，满足如此条件的犝 上的粒

的集合为μ关于粒犵的狉下近似．类似地可以给出

μ关于粒犵的狊上近似的定义，它被写成：

犆犾狊ＵＰＰ（μ，犎，狊）＝犆犾狊（Ψ（μ，犵，狊，犎）（犺）），

其中Ψ（μ，犵，狊，犎）（犺）是可定义的，当且仅当μ（犺，

犵，狊）∧犺∈犎 为真．意味着犺∈犎 且犺以狊（狊＞０）程

度（至少１个元素）包含于犵，满足如此条件的犝 上

粒的集合为μ关于粒犵的狊上近似．

２．５　基于古数学中“黄金分割”的粒计算
［３４３６］

每件事物都可以数字化，也就是所有事物在最

后分析中都可用数字表示出来，是一种事量关系．这

是古希腊数学家和哲学家彼得哥拉斯（Ｐｙｔｈａｇｏｒａｓ）

提出的论断．根据这个思想，古代数学家出乎意料地

发现一个神秘的数字，这就是０．６１８．继续研究的结

果，他们找到了计算这个数字的公式：

（槡５－１）／２≈０．６１８．

虽然这是２５００年以前的理论，但它在今天仍然有着

重要意义．例如，利用０．６１８可定义一种不可区分关

系，因为这个数字是［０，１］区间上的最优选点，因此

以０．６１８定义不可区分关系并将这种不可区分关系

用作划分的方法，也应当是较好的划分之一．

设［犪，犫］是一个区间，它被０．６１８分成狀个相等

的小区间．每个小区间［犪＋犼×０．６１８，犪＋（１＋犼）×

０．６１８］，犼＝１，２，…，狀，被看成一个划分的等价类，

称它是一个基本粒．于是在这个区间［犪，犫］上可定义

一个不可区分关系ＩＲ如下：

狓１，狓２∈［犪，犫］，狓１ＩＲ狓２ｉｆｆ

狓１，狓２∈［犪＋犼×０．６１８，犪＋（犼＋１）×０．６１８］．

所以，ＩＲ在每个小区间上是传递的，因此这些小区

间可看成在［犪，犫］上按ＩＲ的划分．由此整个区间

［犪，犫］被０．６１８分成若干不大于０．６１８的、互不相交

的小区间，直到犪＋狀×０．６１８＞犫，其中狀是小区间

的总数．

我们可用０．６１８定义的不可区分关系ＩＲ来构造

Ｒｏｕｇｈ集理论中的下和上近似集．设犃犛＝（犝，犐犚）是

近似空间，根据彼得哥拉斯公理，犝 上的每个对象都

可被数字化．因此，不失一般性，设犪＝ｍｉｎ（狓∈犝）

和犫＝ｍａｘ（狓∈犝），于是得到对应于犝 上的数值区

间［犪犝，犫犝］．如果狓∈犝 不是数字，我们可定义一个

映射犳，将非数字的对象映射成数字对象．现设

犡犝，则犡必然对应一个数字子区间［犪犡，犫犡］

［犪犝，犫犝］．所以，不可区分关系ＩＲ关于［犪犡，犫犡］的下

和上近似被定义如下：

６４５ 计　　算　　机　　学　　报 ２００８年



犐犚（［犪犡，犫犡］）＝｛狓∈［犪犝，犫犝］：［狓］ＩＲ［犪犡，犫犡］｝

和

犐犚（［犪犡，犫犡］）＝｛狓∈［犪犝，犫犝］：［狓］ＩＲ∩［犪犡，犫犡］≠｝，

其中，［狓］ＩＲ是狓关于不可区分关系ＩＲ的基本粒．

２．６　犚狅狌犵犺集中的上、下近似理论为粒计算研究提

供了一种方法学［３７３９］

Ｐａｗｌａｋ经等价关系定义了Ｒｏｕｇｈ集，称Ｐａｗ

ｌａｋＲｏｕｇｈ集或标准Ｒｏｕｇｈ集．随后许多Ｒｏｕｇｈ集

的扩充或广义Ｒｏｕｇｈ集，实质上都是属于粒计算的

研究范畴．因为无论是标准 Ｒｏｕｇｈ集还是广义

Ｒｏｕｇｈ集研究，似乎绝大部分都是建立在划分或粒

化的基础上的一种研究，所以说Ｒｏｕｇｈ集是粒计算

的一种特例．但Ｒｏｕｇｈ集的提出为计算机科学家和

逻辑学家研究Ｇ．Ｆｒｅｇｅ的边界线区域上的元素数

目计算问题给出了很好的思路．为此，提出了利用在

其定义域上不可定义的逻辑公式本身来产生不可区

分关系，并用此不可区分关系来定义Ｒｏｕｇｈ下和上

近似集．

我们用一个Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉先生成任意二

元关系，随后构造出犝 上的关于这个二元关系的邻

域，并以此定义Ｒｏｕｇｈ集理论中的下和上近似集．

设犉是一个给定信息系统上定义的Ｒｏｕｇｈ逻辑公

式，它在其定义区域中有些元素是可满足，但它们不

能归为永真，也不能归为恒假，这就是我们需要找不

可定义集上的边界线．如何计算这类元素的数目？

根据Ｐａｗｌａｋ定义的Ｒｏｕｇｈ下和上近似的思路，利

用这个公式犉本身来定义一个二元关系ＩＲＦ，并用

它来计算出这种边界线上的元素数量．这里定义这

个二元关系ＩＲＦ如下：

（１）狓，狔∈犝，狓犐犚犉犘狔ｉｆｆ犘（狓）＝犘（狔），

其中，犘∈犚（犉 中全体谓词的集合）．如此定义的

犐犚犉犘是犝 上关于这个谓词犘 的二元关系．犉中所

有犘 都被如此定义出犐犚犉犘，则下面用犐犚犉犘定义关

于该逻辑公式犉 的二元关系ＩＲＦ．它被定义如下：

（２）犐犚犉＝∩犘∈犚犐犚犉犘．

用如此定义的二元关系ＩＲＦ定义狓∈犝 关于ＩＲＦ

的邻域犐犚犉（狓），即

（３）犐犚犉（狓）＝｛狔∈犝：狔犐犚犉狓｝．

并用该邻域犐犚犉（狓）去定义Ｒｏｕｇｈ集理论中的下和

上近似集：

犐犚犉（犇）＝｛狓∈犝：（狔）（狔∈犐犚犉（狓）→狔∈犇｝

和

犐犚犉（犇）＝｛狓∈犝：（狔）（狔∈犐犚犉（狓）∧狔∈犇｝，

其中，犇犝 是犝 上Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉 的定义域

集，犐犚犉（狓）是狓关于二元关系ＩＲＦ的邻域．所以，

Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉在犇 的边界线犅犖ＩＲＦ（犇）上的元

素数量被计算如下：

犅犖ＩＲＦ（犇）＝犐犚犉
（犇）－犐犚犉（犇）．

从上述定义不可区分关系，并经这种被定义的

不可区分关系构造Ｒｏｕｇｈ上、下近似集，可以看出

Ｒｏｕｇｈ集理论是粒计算的重要研究课题之一，是粒

计算的重要组成部分，就某种意义而言，是粒计算成

功应用的典范．它也提供了粒计算研究的新思路，为

粒计算研究提供了一种上、下近似理论的方法学．

粒计算在数据安全、程序化简和程序验证等方

面的应用，读者可参见文献［１０，３７，３９］．

２．７　微积分学中的粒计算
［４０４２］

在微积分学中，定义无穷实数序列：犪１，犪２，…，

犪狀…为一个粒，并记成（犪狀）．如果这个无穷实数序列

存在实数极限犪，则意味着这个粒（犪狀）是以犪为中

心，无穷多个趋于犪的实数与犪一起组成一个粒，简

记成［犪］．如果无穷实数序列存在实数０为极限，则

称序列（犪狀）为无穷小，写成粒［０］．在 Ｌｉｎ的文章

中［１６］，提出用“粒”代替 “点”（数）．于是，我们在某

种意义下便可得到无穷小的数［０］．

如果我们把微积分学中的实数域犚 扩大到定

义实数序列为粒的粒域犚，于是在犚上可讨论无

穷序列为粒的粒计算问题．

２．７．１　犚
上序列粒的加法和乘法运算

（１）（犪狀）（犫狀）＝（犪狀＋犫狀）．

（２）（犪狀）（犫狀）＝（犪狀·犫狀）．

其中“＋”和“·”分别是数域犚中的通常加法和乘法

运算符．如

（犪狀＋犫狀）＝犪１＋犫１，犪２＋犫２，…，犪狀＋犫狀，…，所以

（犪狀＋犫狀）是一新的无穷实数序列粒．

（犪狀·犫狀）＝犪１·犫１，犪２·犫２，…，犪狀·犫狀，…，所以

（犪狀·犫狀）也是一新的无穷实数序列粒．

“＋”和“·”是可交换的，于是，（犚，，）可构成

一个可交换的粒环．其加法的零元为粒［０］，乘法的

幺元为粒［１］．

２．７．２　犚
上不可区分关系符“ＩＮＤ”

（犪狀）ＩＮＤ（犫狀）ｉｆｆ｜｛狀∈犖：犪狀≠犫狀｝｜＜犿，

其中犿是有限自然数，狘·狘表示集合“·”的基数．意

味着除了序列前有限个对应项不相等外，其余无穷

个对应项都是不可区分的，于是称ＩＮＤ为犚上的

不可区分关系．

２．７．３　犚
上的商空间

犚上经不可区分关系“ＩＮＤ”可划分成等价类，
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得到非标准域犚 上的商空间：犚／ＩＮＤ＝｛［犪狀］：

（犪狀）∈犚
｝是犚上粒的等价类空间．在犚／ＩＮＤ上

引进加法和乘法运算：

（１）［犪狀］［犫狀］＝［犪狀＋犫狀］，仍是犚
／ＩＮＤ上新

的无穷实数序列作成的粒．

（２）［犪狀］［犫狀＝［犪狀·犫狀］，仍是犚
／ＩＮＤ上新的

无穷实数序列作成的粒．

可见（犚／ＩＮＤ，，）也可构成一个可交换粒环．其

加法的零元仍为粒［０］，乘法的幺元仍为粒［１］．

２．７．４　犚
和犚／ＩＮＤ上的序关系

（１）犚上的序关系被定义为：（犪狀）（犫狀）ｉｆｆ

｛狀：犪狀犫狀｝是有限集．而其余无穷个对应项都是

犪狀犫狀；

（２）犚／ＩＮＤ上的序关系被定义为：［犪狀］

［犫狀］ｉｆｆ（犪狀）（犫狀）．

２．７．５　微积分学中粒计算的应用

（１）应用于力学中求解微分方程和变分问题的

近似解，因此，这种解就不再是一个点，而是一个包

含这个点及其周围无穷多个接近这个点的数构成的

粒作为其解［４２］．

（２）应用于微积分学中的无穷序列极限、连续

函数中的εδ，在研究非标准分析方法的２０世纪７０

年代，有人试图用非标准分析方法取代微积分学中

的εδ方法．就粒计算的观点，这实质上是试图以粒

计算的方法学来处理微积分学中的εδ方法
［４０４１］．

（３）应用于描述概念格、本体论中的概念及其

之间的关系并处理相关的一些问题．

上述粒计算的几种研究策略，实质上可归为

３类：（１）从代数的角度研究粒计算．也就是基于二

元关系不同，信息或知识被粒化，得到不同大小和不

同结构的粒．一般说来用等价关系或不可区分关系

粒化，得到的粒是互不相交的，这种粒处理起来是独

立的，因此它是容易的．而用非等价关系粒化，得到

的信息粒或知识粒，其边缘是模糊的，即粒与粒之间

有交元素，互相影响，因此这种粒处理起来是复杂

的．因为一个元素可能出现在多个粒中，也可能多个

元素只出现在两个粒中．这是粒计算研究最困难、也

是最关键的问题之一．用代数的观点作为研究粒计

算的手段，其优点在于可根据粒化的需要自由地定

义被用于粒化的二元关系．（２）从逻辑的角度研究

粒计算．也即用谓词及其关于逻辑联结词的组合公

式去粒化信息或知识，并用逻辑推理手段去处理这

种粒化得到的粒．这种逻辑的手段，其优点在于谓词

是严格的，被粒化的信息或知识没有二义性．但谓词

是一种逻辑语言的基本单位，必然受到这种语言的

语法和语义约束，所以，要定义或建立这种谓词必然

要服从相应语言的语法和语义的限制．（３）从拓扑

学的角度研究粒计算．也就是以邻域系统、非标准分

析方法去处理信息和知识，把每个邻域看成一个粒，

作为粒计算处理的基本单位．其优点在于它能处理

连续性研究对象，如微积分学中的连续实数序列、微

分方程和变分不等式的近似解以及力学中受力均衡

的横跨梁等问题．但在粒化这些问题之前必然要施

加许多约束的初始条件［４２］．

３　基于犚狅狌犵犺逻辑语义的粒计算研究

当前粒计算的理论研究基本上是粒计算的拓扑

模型、几何模型、代数模型和逻辑模型等多种观点．

拓扑模型和几何模型大致是以拓扑学、邻域系统作

为研究的理论工具［１６］；代数研究主要是以二元关系

和偏序格作为理论基础研究粒计算［２，４，６１５，１８２４］；逻辑

研究主要是从哲学、认知科学的思维方法研究粒计

算［１７，２４］，Ｋｒｉｐｋｅ试图通过模态逻辑的语义分析研究

模态逻辑［４３］，Ｌｕｉｓ试图从模态逻辑的语义分析研究

模态逻辑的状态空间和归结推理［４４］．张氏兄弟以认

知科学的思维方法提出了基于商空间理论的多粒度

表示法并应用于图像处理，取得了较好的应用价

值［１７］．本文基于给定信息系统上定义的 Ｒｏｕｇｈ逻

辑的语义为平台研究粒计算及其推理．下面着重介

绍这种被定义在给定信息系统上的Ｒｏｕｇｈ逻辑公

式意义的粒及其推理［３２，３４３７，３９］．

３．１　基于犚狅狌犵犺逻辑公式意义的粒及其推理

定义在给定信息系统上的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式的

意义：

犿（犉）＝｛狓∈犝：狓｜≈ＩＳ犉｝

被看作依赖于Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉的粒，其中犉 是

被定义在给定信息系统犐犛＝（犝，犃）上的Ｒｏｕｇｈ逻

辑公式［４５５６］，缩写成犉∈犚犔ＩＳ．实质上，是语义函数

犿将犉 映射到犝 上的子集．形如犿（犉）粒的集合构

成了粒空间，我们试图在这样的空间上研究粒计算．

３．１．１　Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒的量度

形如犿（犉）的粒的度量被定义为它与全集犝 的

比值，它是使得被定义在给定信息系统犐犛＝（犝，犃）

上的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉在ＩＳ上取真的程度．形式

上，它被计算如下：

犜ＩＳ（犿（犉））＝犆犪狉犱（犿（犉））／犆犪狉犱（犝）＝λ，

其中犜ＩＳ（·）表示犜ＩＳ对粒“·”在ＩＳ上赋予一个量
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度，是指派生这个粒的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式取真的程度

值．等价于犿将犉 解释为逻辑上的真、假程度λ∈

［０，１］，为一个实数．粒犿（犉）的这种量度值，即犉的

真、假程度值类型是 Ｐａｗｌａｋ 于 １９８７ 年引入的

Ｒｏｕｇｈ真值概念：“假设一个Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉在

给定的信息系统上 Ｒｏｕｇｈｌｙ真当且仅当它的意义

集的上近似等于全集”的推广［４５］．由此，犿（犉）的度

量被定义如下：

（１）如果∞（犿（犉），犝）＝０，则犿（犉）被认为在

ＩＳ上将犉解释为假；

（２）如果∞（犿（犉），犝）＝１，则犿（犉）被认为在

ＩＳ上将犉解释为真；

（３）如果∞（犿（犉），犝）＝λ，则犿（犉）被认为在ＩＳ

上将犉解释至少以λ程度为真，其中λ∈［０，１］．

３．１．２　带联结词的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒运算

设犿（犉１）和犿（犉２）分别是Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉１

和犉２诱导的粒，他们关于通常的逻辑联结词，∨，

∧，→和的运算分别定义如下
［３８］：

（１）犿（犉）＝犝－犿（犉）；

（２）犿（犉１∨犉２）＝犿（犉１）∪犿（犉２）；

（３）犿（犉１∧犉２）＝犿（犉１）∩犿（犉２）；

（４）犿（犉１→犉２）＝犿（犉１）∪犿（犉２）；

（５）犿（犉１犉２）＝（犿（犉１）∪犿（犉２））∩

（犿（犉２）∪犿（犉１））．

３．１．３　Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒运算

形如犿（犉）的粒运算，除了通常的集合运算外，

还有两个特别运算，即至少以λ程度包含运算∝λ和

至少以λ程度相似运算∞λ．

λ程度包含运算符∝λ被定义如下：

　∝λ（犿（犉１），犿（犉２））＝

　

犆犪狉犱（犿（犉１）∩犿（犉２））／犆犪狉犱（犿（犉１））＝λ，

犿（犉１）≠

１， 犿（犉１）＝

烅

烄

烆 

．

λ程度相似运算符∞λ被定义如下：

｜犜ＩＳ（犿（犉１））－犜ＩＳ（犿（犉２））｜＜

１－λ∧犿（犉１）∝λ犿（犉２）∧犿（犉２）∝λ犿（犉１），

其中犉１和犉２是给定信息系统ＩＳ上的Ｒｏｕｇｈ逻辑

公式，犆犪狉犱（·）表示·中的元素个数，犜ＩＳ是１ａｒｙ运

算符，即对粒犿（犉）赋予一种量度，即犉的真、假程

度值．

３．１．４　Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉诱导的粒的性质

（１）同一性

（犉）∈犚犔ＩＳ，∞λ（犿（犉），犿（犉））．

（２）对称性

（犉１，犉２）∈犚犔ＩＳ，∞λ（犿（犉１），犿（犉２））→

∞λ（犿（犉２），犿（犉１））．

（３）恒真性

（犉）∈犚犔ＩＳ，∞λ（犿（犉∨犉），犝）．

（４）吸收性

（犉１，犉２）∈犚犔ＩＳ，

∞λ（犿（犉１）∩（犿（犉１）∪犿（犉２）），犿（犉１））

和

∞λ（犿（犉１）∪（犿（犉１）∩犿（犉２）），犿（犉１））．

（５）替换性

（α，β）∈犚犔ＩＳ，

∞λ（犿（α），犿（β））→∞λ（犿（犘（α）），犿（犘（β））），

其中，α，β可以是给定信息系统ＩＳ上定义的个体常

量、变量、函数项或合式公式．λ∈［０，１］．

（６）等值性

设犉１和犉２是定义在给定信息系统犐犛＝（犝，犃）

上的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式，

犉１犉２ｉｆｆ∞λ（犿（犉１），犿（犉２））ｉｆｆ

∝λ（犿（犉１），犿（犉２））∧∝λ（犿（犉２），犿（犉１））．

（７）补集性

设犉１和犉２是定义在给定信息系统犐犛＝（犝，犃）

上的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式，

　∞λ（犿（犉１），犿（犉２））→

　∞λ（犝－犿（犉１），犝－犿（犉２））．

（８）隐含性

设犉１和犉２是定义在给定信息系统犐犛＝（犝，犃）

上的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式，

（犉１→犉２）→∝（犿（犉１），犿（犉２））．

（９）特殊性

对被定义在给定信息系统上的Ｒｏｕｇｈ逻辑原

子公式派生的粒，有着依赖于信息表的特殊性质：

（ｉ）犿（犪狏）∩犿（犪狌）＝，其中犪∈犃是属性集犃

上的属性，狌，狏∈犞犪是属性值集上的属性值，且

狌≠狏，是空集．

（ｉｉ）∪狏∈犞犿（犪狏）＝犝，其中犪∈犃是属性集犃 上

的任意属性，犝 是全集．

（ｉｉｉ）犿（犪狌）＝∪狏∈犞犿（犪狏），对每个犪∈犃，狌≠狏．

３．１．５　Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒范式
［５７６０］

（１）析取范式

设犉是信息系统上的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式，粒犿（犉）

的析取范式：

犿（犉）＝（犿（犉１１）∩…∩犿（犉１犽））∪…∪

（犿（犉狀１）∩…∩犿（犉狀狋））．

（２）合取范式

设犉 是信息系统上的 Ｒｏｕｇｈ逻辑公式，粒
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犿（犉）的合取范式：

犿（犉）＝（犿（犉１１）∪…∪犿（犉１狉））∩…∩

（犿（犉狀１）∪…∪犿（犉狀狊）），

其中，犉犻犼是命题变量或其否定，或不带量词的谓词

或其否定．

（３）Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒Ｓｋｏｌｅｍ子句式

在一阶逻辑中所有的量词都移到前面，而且引

用Ｓｋｏｌｅｍ方法可将所有存在量词消去，等价地变

换成只含全称量词的前束范式．消去所有全称量词，

前束范式等价地变换成Ｓｋｏｌｅｍ子句式．设犉是给

定信息系统上的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式，根据Ｓｋｏｌｅｍ方

法，它可等价地变换成下面Ｓｋｏｌｅｍ标准型

犉＝犆１∧…∧犆犿，

其中每个犆犻是原子或其否定的析取．根据上述粒运

算定义，则有

犿（犉）＝犿（犆１）∩…∩犿（犆狀）．

每个犿（犆犻）＝犿（犔犻１）∪…∪犿（犔犻犽），犻＝１，２，…，狀，

其中犔犻犼是命题变量或其否定，或不带量词的谓词或

其否定，被称作文字．如犿（犆犻）被称作粒子句，犿（犔犻犼）

被称作粒文字，犿（犉）被称作Ｓｋｏｌｅｍ粒子句式．

３．１．６ 基于Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒归结原理
［６１６２］

设犆是Ｒｏｕｇｈ逻辑中的子句，则犿（犆）是粒子

句；若犔是Ｒｏｕｇｈ逻辑中的文字，则犿（犔）是粒文字．

设犿（犔１）和犿（犔２）是两个粒文字，如果∞（犿（犔１），

犝）＝１和∞（犿（犔２），犝）＝０或反之∞（犿（犔１），犝）＝０

和∞（犿（犔２），犝）＝１，则称犿（犔１）和犿（犔２）是互补粒

文字对［５９６５］．设犿（犆１）：犿（犆′１）∪ 犿（犪狏）和犿（犆２）：

犿（犆′２）∪犿（犫狌）是两个参予归结的粒子句，犿（犪狏）与

犿（犫狌）是互补粒文字对，其中犪狏和犫狌是给定信息系

统上定义的Ｒｏｕｇｈ逻辑原子或其否定，则犿（犆１）和

犿（犆２）的粒归结式犌犔（犿（犆１），犿（犆２））被定义如下：

犿（犆１）：犿（犆′１）∪犿（犪狏）

犿（犆２）：犿（犆′２）∪犿（犫狌）

犿（犆）：犿（犆′１）∪犿（犆′２）
，

犿（犪狏）和犿（犫狌）二者归结得到空集被消去了，剩

下新粒子句犿（犆）为归结式：犌犔（犿（犆１），犿（犆２））：

犿（犆′１）∪犿（犆′２）．

３．１．７　Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒λ归结策略

设犿（犔１）和犿（犔２）是粒文字，其中犿（犔１）至少

以λ程度相似于犝，犿（犔２）至多以１－λ程度相似于

犝．如果λ０．５，并且犜ＩＳ（犿（犔１））＞λ和犜ＩＳ（犿（犔２））

＜１－λ；或犿（犔１）至多以λ程度相似于犝，犿（犔２）

至少以１－λ程度相似于犝；如果λ＜０．５，并且

犜ＩＳ（犿（犔１））＜λ和犜ＩＳ（犿（犔２））１－λ，其中犔１和犔２

是ＩＳ上的任一描述，如犔１＝犪狏，犔２＝犪狌，那么犿（犔１）

和犿（犔２）被称作λ互补粒文字对
［６２］．

设犿（犆１）和犿（犆２）是无公共变量的粒子句式，

犿（犆１）中的犿（犔１）和犿（犆２）中的犿（犔２）是λ互补粒

文字对，那么犿（犆１）和犿（犆２）的λ归结式被定义

如下：

犌犔λ（犿（犆１），犿（犆２））＝

（犿（犆１）＼犿（犔１））∪（犿（犆２）＼犿（犔２））＝犿（犆′１）∪（犆′２），

其中犿（犆′１）＝犿（犆１）＼犿（犔１），犿（犆′２）＝犿（犆２）＼

犿（犔２），“＼”是集合差运算符．

例１．设犐犛＝（犝，犃）是一信息系统，如表１所示．

表１　信息表１

犝
犃

犪 犫 犮 犱 犲

１ ５ ４ ０ １ １

２ ３ ４ ０ ２ １

３ ３ ４ ０ ２ ２

４ ０ ２ ０ １ ２

５ ３ ２ １ ２ ２

６ ５ ２ １ １ ０

我们可以在ＩＳ上构造一个基于Ｒｏｕｇｈ逻辑公

式意义的粒表达式．我们从该信息系统中提取一个

Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉∈犚犔ＩＳ：

犉（犪５，犫２，犫４，犮０，犲０）＝（犪５∨犫４）∧犫２∧（犮０∨犲０）

（１）

式（１）可写成如下的粒式：

　犿（犉（犪５，犫２，犫４，犮０，犲０））＝

　（犿（犪５）∪犿（犫４））∩犿（犫２）∩（犿（犮０）∪犿（犲０））

（２）

这是一个粒子句式，其中每个交项都是一个粒子句．

由上式定义，这个粒式（２）的基粒子句可从上述信息

表计算如下［６５］：

犿（犉（犪５，犫２，犫４，犮０，犲０））＝

（犪
｛１，６｝
５ ∪犫

｛１，２，３｝
４

）∩犫
｛４，５，６｝
２ ∩（犮

｛１，２，３，４｝
０ ∪犲

｛１，２，３，４，５｝
０

）

（３）

其中每个项都是基粒子句．当λ被定义为０．６，显

然，犪
｛１，６｝
５
和犮

｛１，２，３，４｝
０

是一个λ互补基粒文字对．所以，

这个λ归结式犌犔λ（犿（犆１），犿（犆２））被计算如下：

犌犔λ（犿（犆１），犿（犆２））＝

（犪
｛１，６｝
５ ∪犫

｛１，２，３｝
４ ＼犪

｛１，６｝
５
）∪（犮

｛１，２，３，４｝
０ ∪犲

｛１，２，３，４，５｝
０ ＼犮

｛１，２，３，４｝
０

）

（４）

因此，这个式（３）被写成

犌犔λ（犿（犆１），犿（犆２））＝（犫
｛１，２，３｝
４ ∪犲

｛１，２，３，４，５｝
０

）∩犫
｛４，５，６｝
２

（５）

事实上，当λ＝０．６，犪
｛１，６｝
５
和犲

｛１，２，３，４，５｝
０

也是一个λ互
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补基粒文字对．因此，这个λ归结式

犌犔λ（犿（犆１），犿（犆２））＝（犫
｛１，２，３｝
４ ∪犮

｛１，２，３，４｝
０

）∩犫
｛４，５，６｝
２

（６）

３．１．８　Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒锁归结策略

设犿（犆１）和犿（犆２）是两个基粒子句
［５９６２］，并且

在它们中每个粒文字都用正整数在其左下角作标

记，如犿（犆）：犿（犆′）∪狀犿（犔），称此犿（犆）为锁粒子

句，狀犿（犔）为锁粒文字，狀为正整数，被称之为粒文

字犿（犔）带的锁．如果狉犿（犔１）和犽犿（犔２）是分别出现

在犿（犆１）和犿（犆２）中的最小锁，且它们是互补粒文

字对，则分别从犿（犆１）和犿（犆２）中消去狉犿（犔１）和

犽犿（犔２）得到剩余锁粒子句

犿（犆）＝（犿（犆１）＼狉犿（犔１））∪（犿（犆２）＼犽犿（犔２）），

其中“＼”是集合差运算符．又如果犿（犆）中包含有同

一个文字多个不同锁的锁粒文字，则只保留最小锁

的锁粒文字，而消去其它，称此犿（犆）为带锁粒归结

式．

例２．　考虑取自下面表中并标记锁的两个粒

子句：

（１）犿（犆１）＝１犿（犪５）∪２犿（犫４）∪３犿（犱１）；

（２）犿（犆２）＝４犿（犮３）∪５犿（犫４）．

从表２得到带锁基粒子句：

（３）犿（犆１）＝１犪
｛１，２，３，４，５，６｝
５ ∪２犫

｛１，２，３｝
４ ∪３犱

｛１，４，６｝
１

）；

（４）犿（犆２）＝４犮
｛｝
３ ∪５犫

｛１，２，３｝
４ ．

（３）中锁粒文字 １犪
｛１，２，３，４，５，６｝
５

）是最小锁粒文字，

它与（４）中最小锁粒文字４犮
｛｝
３
是互补锁粒文字对．所

以，１犪
｛１，２，３，４，５，６｝
５

和 ４犮
｛｝
３
分别从（３）和（４）中消除了，得

（５）２犫
｛１，２，３｝
４ ∪３犱

｛１，４，６｝
１ ∪５犫

｛１，２，３｝
４ ．

在（５）中粒文字犫
｛１，２，３｝
４ 分别带２和５不同锁，所

以保留最小锁粒文字 ２犫
｛１，２，３｝
４

，而消去５犫
｛１，２，３｝
４

，得

犿（犆）＝２犫
｛１，２，３｝
４ ∪３犱

｛１，４，６｝
１

，

此乃是犿（犆１）和犿（犆２）的粒锁归结式．

表２　信息表２

犝
犃

犪 犫 犮 犱 犲

１ ５ ４ ０ １ １

２ ５ ４ ０ ２ １

３ ５ ４ ０ ２ ２

４ ５ ２ ０ １ ２

５ ５ ２ ０ ２ ２

６ ５ ２ ０ １ ０

３．１．９　Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒归结的完全性

（Ｓｏｕｎｄｎｅｓｓ）

可以证明Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒，其归结原

理是完全的，也就是从粒子句集 Δ＝｛犿（犆１），

犿（犆２），…，犿（犆狀）｝归结或λ归结推理出犿（犆），其

中犿（犆犻），犻＝１，２，…，狀，都是给定信息系统ＩＳ上基

于Ｒｏｕｇｈ逻辑语义的粒子句．所以，粒归结的完全

性原理，形式上被写成

（犿（犆１）∩犿（犆２）∩…∩犿（犆狀））∝λ犿（犆），

这个粒包含式在ＩＳ上是成立的．也就是说，犿（犆）是

从Δ粒归结演绎得到的逻辑结论．详细证明请参见

文献［６３６４］．

３．１．１０　Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒演绎推理

本文给出Ｒｏｕｇｈ逻辑公式诱导的粒归结推理，

实际上也是一种假设前提下的粒演绎推理［６５６６］，因

此用演绎方法可以证明以下的粒相似关系式

犿（犔犎φ）∞λ犿（犎φ），

其中犔φ，犎φ，犔犔φ，犎犎φ，犔犎φ，犎犔φ等都是给定

信息系统ＩＳ上带算子的Ｒｏｕｇｈ逻辑公式，其中 犎

和犔 分别是 Ｒｏｕｇｈ逻辑公式的上和下近似算

子［５４，５９］．

该公式取自文献［５４］．其中∞λ是粒之间的λ相

似关系符或称相似运算符号［６３］，相当于通常的逻辑

联结词中的等值词
［５４］或Ｒｏｕｇｈ逻辑中的Ｒｏｕｇｈ

相等符＝犚
［５，３８］．下面是演绎证明该公式的过程．我

们只需要分别证明下面两个相似性公式即可［３８，５９］：

犅（犿（犔犎φ））∞λ犅（犿（犎φ））

和

犅（犿（犔犎φ））∞λ犅
（犿（犎φ）），

其中，犅（·）和犅
（·）分别表示不可区分关系犅关

于集合“·”的下、上近似．第一个粒的下近似相似式

证明如下：

①犅（犿（犔～φ））∝λ犅（犿（～φ）），算子犔的定

义和Ｒｏｕｇｈ集的性质
［３８，５４］；

②犅（犿（φ））∝λ犅（犿（犎φ）），算子犎 的定义

和Ｒｏｕｇｈ集的性质
［３８，５４］；

③犅（犿（犔φ））∝λ犅（犿（犎犔φ）），在②中用犔φ
代换φ

［５７５８］；

④犅（犿（犎犔φ））∝λ犅（犿（犔φ）），算子犔和犎

的定义及Ｒｏｕｇｈ集性质
［５，３８，５４］；

⑤犅（犿（犎犔φ））∞λ犅（犿（犔φ）），③，④和∞λ

定义；

⑥犅（犿（犎犔犎φ））∞λ犅（犿（犔犎φ）），在⑤中

用犎φ代替φ及Ｒｏｕｇｈ集性质
［３８，５７５８］；

⑦犅（犿（犔犎φ））∞λ犅（犿（犎犎φ）），算子犔和

犎 的定义及Ｒｏｕｇｈ集的性质
［５，３８，５４］；

⑧犅（犿（犎犎φ））∞λ犅（犿（犎φ）），算子犎 的

定义及Ｒｏｕｇｈ集的性质
［５，３８，５４］；
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⑨犅（犿（犔犎φ））∞λ犅（犿（犎φ）），⑦和⑧中的

三段论［５７５８］．

类似地，可以证明第二个粒的上近似相似式，所

以本公式的证明就算完成了．用类似方法可证明文

献［５４］中的其它类似定理．

粒的演绎推理也可用于专家系统中产生式规则

推理及其它近似推理［３４３６，３９］．

３．２　基于犚狅狌犵犺逻辑公式意义的粒在人工智能问

题求解中的应用

人工智能中的问题求解是指将整体分解为局部

直至最基本、能直接计算解的小问题，随后将各子问

题的解综合成原问题的一个解［３，３６，３９］．我们希望这

种分解和综合是建立在粒计算的方法学上并且给予

形式化．任何一个实际问题通常都可用一个逻辑公

式表示．不妨假设一个待求解的实际问题被表示成

一个给定信息系统上的 Ｒｏｕｇｈ逻辑公式犉，使用

Ｓｋｏｌｅｍ变换规则，它将得到一个等价的Ｓｋｏｌｅｍ标

准型ＣＮＦ
［５７６３］

犉＝犆１∧犆２∧…∧犆狀 （７）

其中犆犻＝犔犻１∨犔犻２∨…∨犔犻犽是文字的析取式，犔犻犼是

一个原子或其否定．于是得到下面的基于Ｒｏｕｇｈ逻

辑公式意义的粒

犿（犉）＝犿（犆１∧犆２∧…∧犆狀） （８）

引用粒运算定义，可得

　犿（犉）＝犿（犆１）∩犆２）∩…∩犿（犆狀） （９）

例３．　设犐犛＝（犝，犃），它是我们于２００３年为

一家医院开发的一个中医诊疗系统中的模型，其中

犝 是患者的集合，犃是患者的症状（属性）集．该系统

具有检测患者的血液粘滞浓度的功能．现采集一患

者的临床数据，记成犘＝｛Ｗａｎｇ，Ｍａｌｅ，６５，３．５｝，其

中 Ｗａｎｇ是姓名，Ｍａｌｅ是性别，６５是年龄，３．５是患

者临床经测试仪测得的血液粘滞浓度（不失一般性，

这里只选用了一项指标．事实上，我们开发的系统包

含有１８项指标）．我们用Ｒｏｕｇｈ逻辑公式

犉＝犖犪犿犲Ｗａｎｇ∧犛犲狓Ｍａｌｅ∧犃犵犲６５∧犜犞３．５

表示待求解的问题．现写成相应于公式犉意义的粒

表达式

　犿（犉）＝犿（犖犪犿犲Ｗａｎｇ）∩犿（犛犲狓Ｍａｌｅ）∩

犿（犃犵犲６５）∩犿（犜犞３．５）．

该公式被拆成粒子句：犌１＝犿（犖犪犿犲Ｗａｎｇ），犌２＝

犿（犛犲狓Ｍａｌｅ），犌３＝犿（犃犵犲６５），犌４＝犿（犜犞３．５），这就将

整体分解成局部．现对子问题犌２进行求解，即对

犿（犛犲狓Ｍａｌｅ）作语义解释，也就是健康男性的血液粘

滞浓度是区间值［４．４２，４．７９］．根据医学专家的经验

推理，需要计算健康人血液粘滞浓度区间值［４．４２，

４．７９］上的平均值和标准差，并以此推算出对应于指

标项的值、亚型级别和血液粘浓度的级别．我们开发

的这个血液粘滞浓度检测系统包括１８个指标项目

值、９种亚型级别和４种血液粘滞浓度级别．为简单

起见，这里我们只测试并引用了一个指标项目值

犜犞＝３．５．在该系统被开发之前，医学专家的诊疗方

法是抽样４０个健康人并测出其临床的血液粘滞浓

度，然后算出平均值和标准差．但我们的粒计算方法

是用０．６１８粒化这个健康人区间值［４．４２，４．７９］，并

分别用公式计算其平均值犃犞和标准差犛犇．计算得

到平均值犃犞＝４．７，标准差犛犇＝０．２８．犃犞 和犛犇

可被用来计算对应于血液粘滞浓度临床检测值

犜犞＝３．５的指标项犐犞的值．根据系统给出的公式，

在该例中计算的结果犐犞＝－３．７４．又根据该患者的

年龄和姓名，即子问题犌１和犌３查询该患者的病历

库的病史，由该患者病史的记录，决定对犐犞 加、减

一个校正值，最后计算出该患者的血液粘滞浓度的

级别犔犲狏犲犾＝－５，被诊断为血液低粘滞综合征，也就

是整体问题的一个解．这个系统已在这家医院中医诊

疗科应用多年．更详细过程可参见文献［３５，３９，６３］．

４　基于犚狅狌犵犺逻辑语义的

粒计算研究的意义

前面已提到粒计算是一种方法学，它被广泛地

用于处理信息、知识以及其它许多粒化求解的问题．

本文提出的基于Ｒｏｕｇｈ逻辑公式意义的粒可被用

于演绎推理、归结推理以及其它近似推理．这将为经

典逻辑的应用提供新思路、开辟新的应用途径；也

为４０年前著名逻辑学家王浩教授提出的近似证明

（ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＰｒｏｏｆ）的实现迈出了新的一步；基于

Ｒｏｕｇｈ逻辑语义的粒计算提供了逻辑和集合两种

类型的运算，而且这两类运算在推理过程中可以交

替引用，这将为逻辑推理和粒计算研究带来了许多

方便．基于逻辑公式诱导的粒可依据逻辑公式等价

变换，而得到相应于粒的分解和合并原理，而这种原

理应当是保不变性，所以它将为 ＡＩ中的问题求解

提供新的方法学．

进一步的工作将是研究各种粒归结推理策略，

归结反演及其定理近似证明；研究与Ｒｏｕｇｈ逻辑公

式性质相平行的其粒的性质和相关定理；开发基于

Ｒｏｕｇｈ逻辑语义的粒计算在实践中的应用，这种应

用很有希望成为粒计算最有前景的研究课题之一；
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研究基于Ｆｕｚｚｙ逻辑或其它非标准逻辑公式意义的

粒及其推理；研究基于经典逻辑公式意义的粒及其

推理等．

致　谢　本文在撰稿过程中得到ＬｉｎＴＹ教授和

ＹａｏＹＹ教授的热忱支持和技术上的帮助，在此表

示真诚的感谢！
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