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摘　要　划分是把程序中不同的计算和数据分配到并行处理系统的不同处理机来充分利用并行系统的计算资源、

提高程序处理速度的一种优化技术．划分的效果对程序在并行系统上的执行效率将产生至关重要的影响，因此划

分问题一直是并行领域研究的一个热点．但是应用程序的一些特性，如非紧密嵌套循环、一条语句对非只读数组的

多次引用间存在重叠、不同语句对同一数组不同步长的引用，给有效解决划分问题设置了极大的障碍．已有的划分

算法无法对具有这些特征的程序进行自动划分．虽然在对具有这些特征的程序进行手工优化过程中，存在一些直

观上的划分策略，但这些策略无法应用到编译器中来指导编译器完成对程序的自动划分．文中根据这类程序的特

点，提出了一种基于代表元的划分算法．该算法通过使用程序中对划分计算产生实际影响的数组引用作为代表元

素构造各种划分的限制条件，完成程序的划分．同时通过寻找最大一致性数据划分方向有效减少了程序划分过程

中的数据重组织通信．该算法已经在ＡＦＴ２００４中实现，并对应用程序获得了很好的效果．
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１　引　言

划分是把程序中不同的计算和数据分配到并行

处理系统的不同处理机来充分利用并行系统的计算

资源、提高程序处理速度的一种优化技术，划分的效

果对程序在并行系统上的执行效率将产生至关重要

的影响．作为目前各种大规模科学计算主要处理平

台的分布式主存多处理机系统，一直把划分问题作

为其领域要解决的关键问题．在分布式主存多处理

机系统上，程序的划分由计算划分和数据划分两部

分组成，计算划分是把不同的计算部分分配到不同

处理机来充分利用并行系统计算资源，进行计算划

分的循环称为计算的划分方向．数据划分是把不同

计算所需的数据分配到不同处理机存储单元的过

程，进行数据分割的数组下标维称为数组的数据划

分方向．由于不是所有的数据都能与需要它的计算

分配到同一处理机的存储单元中，在划分过程中可

能产生两种类型的通信：邻近处理机通信和数据重

组织通信［１］．在这两种类型的通信中，邻近处理机通

信的开销要远远小于数据重组织通信的开销，因此

减小划分过程中数据重组织通信是最小化通信的首

要目标，而如何减少划分过程中的数据重组织通信

在本文称为数据划分一致性问题．

在实际的应用程序中，非紧密嵌套循环、不同语

句对数组元素访问步长的不同以及一条语句对数组

的多次引用存在重叠是非常普遍的现象．当这些情

况出现在程序中时，划分尤其是数据的划分变得更

加复杂．图１中的程序是这种情况的一个例子，在该

程序中，ＳＣＣ２是一个非紧密嵌套循环，语句Ｓ１和

Ｓ２对非只读数组Ａ，Ｂ访问的步长不同，数组Ｂ在

Ｓ１中的６个引用和数组Ａ在Ｓ２中的６个引用存在

数组元素访问的重叠，造成语句Ｓ１和Ｓ２不存在无

通信的划分方向．

ｆｏｒｉ＝１ｔｏ１００ｄｏ　　　　　　　　　　　　　／／ＳＣＣ１

　 ｆｏｒｊ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　 　　ｆｏｒｋ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　　 　 　 Ａ［ｉ，ｊ，ｋ］＝Ａ［ｉ，ｊ－１，ｋ］＋Ｂ［２ｉ，ｊ，２ｋ－１］＋Ｂ［２ｉ，ｊ，３ｋ］＋Ｂ［２ｉ，ｊ，４ｋ＋１］＋

Ｂ［２ｉ－１，ｊ，２ｋ－１］＋Ｂ［２ｉ－１，ｊ，３ｋ］＋Ｂ［２ｉ－１，ｊ，４ｋ＋１］；　　Ｓ１

ｆｏｒｉ＝１ｔｏ１００ｄｏ　　　　　　　　　　　 　／／ＳＣＣ２

　 ｆｏｒｊ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　　 　Ｃ［ｉ，ｊ，１］＝Ｂ［０，ｊ，０］

　　 　ｆｏｒｋ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　　　 　　Ｂ［ｉ，ｊ，ｋ］＝Ｃ［ｉ，ｊ，１］Ｂ［ｉ－１，ｊ，ｋ］＋Ａ［ｉ，２ｊ－１，２ｋ］＋Ａ［ｉ，３ｊ，２ｋ］＋Ａ［ｉ，４ｊ＋１，２ｋ］＋
Ａ［ｉ，２ｊ－１，３ｋ］＋Ａ［ｉ，３ｊ，３ｋ］＋Ａ［ｉ，４ｊ＋１，３ｋ］； Ｓ２

图１　程序示例

虽然已有许多划分算法，但是这些已有的划分

算法存在一些不足．一些划分算法只能解决紧密循

环嵌套序列的划分问题［１１０］，一些划分算法只能发

现无通信的划分方向［１１］，一些算法无法解决分布主

存多处理机系统数组元素访问步长不同时的数据划

分一致性问题［１２１４］，而另一些算法则只能解决只读

数组复制的问题［１５１６］．因此已有的并行编译系统（如

Ｓｔａｎｆｏｒｄ大学的ＳＵＩＦ系统、复旦大学的 ＡＦＴ系

统）中采用的传统划分算法都无法自动完成对图１

中这类程序的自动划分．虽然在针对这类程序的手

工划分过程中存在一些经验性的划分策略，但这些

策略无法应用到编译器中来指导编译器完成对这类

程序的自动划分．因此目前对这类程序的划分主要

是手工方式．然而，目前具有这种特征的应用程序众

多①，而对程序进行手工划分是一项十分繁琐的工

作，不仅需要程序员对分布式主存系统的各种特性

比较了解，也要程序员花费大量时间对应用程序进

行分析，这种情况十分不利于分布式主存系统的应

用推广．在这种情况下，如何设计一种算法，增强编

译器对应用程序自动划分的能力，指导编译器完成

此类程序的自动划分就显得十分重要．

对于图１中这类程序的数据划分，同一语句对

数组的多个引用存在重叠，不同语句对同一数组访

问的步长不同，这种情况下程序不存在无通信的划

分方向．由于数据重组织通信的开销远远大于邻近

处理机通信，因此在对这类程序进行划分时，虽然不

能获得无通信的划分方向，但应保证同一数组多个

引用尽可能沿相同的数据划分方向进行划分，以消

除划分过程中的数据重组织通信．也就是说，为了避

免数据重组织通信，同一语句中存在的多个对同一

数组的引用应延相同的数据划分方向进行划分，因

此在计算程序的划分时只需保留真正影响划分方向

计算的数组引用做为代表元素，来计算数组的数据

划分方向，这样可以消除同一语句对数组多个引用

１０４３期 张为华等：一种基于代表元的划分算法
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存在重叠对数据划分方向的确定造成的冲突．而对

于不同语句，为了消除划分过程中的数据重组织通

信，只需保持不同语句中相同数组的代表元素确定

的数据划分方向相同，而不用考虑不同步长对数据

划分造成的影响，以语句为划分单位也解决了非紧

密嵌套循环的划分问题．

而对于此类程序的计算划分，当无法获得无通

信的划分方向时，如果语句中同一数组的两个引用

对于程序中同一数组的所有其它引用的依赖方向向

量集完全相同，则其中的一个引用对于程序的计算

划分是冗余的，因此在构造计算划分限制条件时，只

保留其中的一个作为代表元素来保持程序的依赖关

系，计算程序的计算划分即可．

基于上面的分析，在对具有图１中这类特征的

程序进行划分时，可以先选取用于确定数据划分方

向的代表元素，再通过原程序的依赖关系，调整代表

元素，以保证计算划分的正确性．本文在以上分析的

基础上，针对分布式主存多处理机系统，提出了一种

基于代表元的自动划分算法．该算法在对不存在无

通信划分方向的程序进行划分时，通过使用程序中

对划分计算产生实际影响的数组引用构造代表元程

序，并把代表元程序数据划分和计算划分的解作为

原始程序数据划分和计算划分的解．同时通过寻找

最大一致性数据划分方向有效解决了数据划分一致

性问题，减少程序划分过程中的数据重组织通信．该

算法弥补了传统并行编译系统无法完成针对不存在

无通信划分方向程序的自动化分的缺陷，可以指导

编译器完成更多程序的自动划分，并很好地解决了

数据划分一致性问题．该算法已经在复旦大学并行

处理研究所开发的 ＡＦＴ２００４中实现，并对应用程

序取得了较好的效果．

本文第２节介绍相关工作以及后面要使用的符

号和定义；第３节给出代表元的概念、表示和如何构

造代表元程序；第４节给出基于代表元的无通信划

分算法以及为解决数据划分一致性问题的一致划分

算法；第５节给出了实验结果；第６节对全文进行了

总结．

２　背景知识

２．１　相关工作

作为并行领域的关键技术，针对划分技术的研

究一直是并行领域研究的一个热点．许多研究机构都

对划分问题进行了研究［１１７］．根据划分算法各自的特

点和适用范围，可以把已有的划分算法分成３类：

（１）紧密嵌套循环级别的划分．Ｂａｎｅｒｊｅｅ
［２］和

Ｗｏｌｆ等
［３４］提出了Ｕ模转换模型，在这种模型下如

何求解一个循环嵌套最粗粒度的并行性问题被转化

为如何转换循环序列以获得最外层并行的问题．

Ａｎｄｅｒｓｏｎ等
［１，５６］提出了一种如何分解数据和计算

以获得数据最小迁移的仿射分解算法．Ｂａｕ等
［７］提

出了一种如何对齐计算和数据以获得无通信的划分

方法．Ｒａｍａｎｕｊａｍ
［８］提出了一种基于超平面无通信

的计算和数据划分方法，但是他们的算法只给出了

单个嵌套循环的计算划分方法且只能对二维数组进

行数据划分，另外，由于超平面最后所求得的计算和

数据划分有限，因此并行度受到了限制．Ｈｕａｎｇ
［９１０］

在文献［８］的基础上将超平面算法推广到任意维数

组和多个嵌套循环，但他们的算法也无法摆脱超平

面算法并行度有限的限制．虽然文献［１１０］这些算

法出发点和解决的问题不尽相同，但是他们都用一

个共同的缺陷，只能解决紧密嵌套循环的划分问题

而无法解决非紧密嵌套循环序列的划分．

（２）语句级的划分技术．Ｓｈｉｈ等
［１１］提出了一种

语句级的基于超平面的无通信计算和数据划分方

法．他们的算法在进行划分计算时将每个语句当作

一个调度单位，即每个语句都有一个独立的迭代空

间，并分别考虑它们的划分．由于其方法是基于超平

面的，所以也存在超平面计算划分并行度有限的问

题．Ｌｉｍ
［１２１４］提出了一种最大化并行和最小化通信

的仿射划分方法，因为他的算法只对计算进行了划

分，而未考虑数据的划分，因此他的算法只适用于共

享主存多处理机系统．同时Ｌｉｍ在文献［１４］中试图

解决数据划分一致性问题时，使用了邻近通信常数

距离的限制条件，但是当不同语句中对同一数组的

访问步长不同时，常数距离的限制条件很难使数据

划分一致性问题得到解决．

（３）其他相关划分技术．Ｂｅｃｋｍａｎｎ
［１７］和Ｋｒｅｍｅｒ

［１５］

分别提出了只读数组复制技术．只读数组复制技术

通过发现只读数组的复制来满足并行处理中固有的

读写操作来提高并行度．但只读数组复制技术存在

一些不足，首先只读数组复制技术需要程序中有足

够多的只读数组，其次，只读数组复制技术耗费了更

多的本地内存，而这项冗余的耗费限制了应用程序

的性能．Ｃｈｅｎ和Ｃｈａｎｇ
［１６］针对传统维对准的不足，

提出了一种扭曲对准的数组对准策略，从而使得与

维对准相比较该方法能处理更复杂的情形．该方法

是在迭代空间的划分已确定的基础上进行的，并且
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也没有考虑数据复制与偏移常量对准问题，从而求

得的划分不是通信最小的划分．这些技术虽然有些

情况下可以促进划分的效果，但是这些技术都不是

独立的划分算法，只有在获得的划分空间已经确定

的情况下，才能运用到各种应用程序．

２．２　基本概念

为了更好地描述算法，下面先给出一些后面用

到的概念和形式化描述，主要包括仿射划分、程序和

关系集合．

２．２．１　仿射划分

仿射分解最早由Ａｎｄｅｒｓｏｎ在文献［１］中提出，

是一种非常有效的表示和求解计算划分和数据划分

的方法．在仿射算法中，深度为犵的循环嵌套的每

个循环迭代犻
→

到狀维处理器具体处理机的映射可以

表示为
!

（犻
→

）＝犆犻
→

＋γ，其中犆是狀×犵的线性转换矩

阵，γ是常数向量．犿维数组的每个下标α
到狀维处理

机具体处理机的映射，可以表示为犇
（α

→）＝犇α
→
＋δ，

其中犇是狀×犿的线性转换矩阵，δ是常数向量．

仿射划分主要应用在循环边界和数组下标是循

环变量或常数的仿射函数的程序中．在实际应用中

绝大多数程序都满足这个条件，因此仿射划分算法

具有十分广泛的应用范畴．本文的算法以仿射划分

为基础，在后面讨论中，如不加特殊说明，程序中的

数组下标都是满足仿射限制的．

２．２．２　程　序

定义１．　一个串行程序可以表示为"＝〈犛，δ，

#

，
$

，
%&'

，
(

，
)

，ω，η〉，其中：

犛是程序"

的语句集合，在程序
"

中语句狊先于

语句狊′执行可表示狊＜狆狊′；

δ狊是语句狊外层循环的层数；

#狊（犻
→

）＝犅狊（犻
→

）＋犫狊是犻
→

的仿射函数，如果犻
→

是一

个有效的循环迭代，当且仅当
#狊（犻

→

）０；

$狊狕是语句狊对数组狕的引用次数；

%&'狕狊犿是语句狊对数组狕的第犿 个引用与程

序中对该数组其他引用的依赖方向向量集；

(狕狊犿（犻
→

）＝犉狕狊犿（犻
→

）＋犳狕狊犿是语句狊对数组狕的

第犿 个引用的仿射函数，映射第犻
→

个循环迭代到数

组狕具体的下标；

)狕狊犿为真，当且仅当语句狊中对数组狕的第犿

个引用为读操作；

*狕狊犿为真，当且仅当语句狊中对数组狕的第犿

个引用为写操作；

η狊狊′是语句狊和狊′公共循环的层数．

定义２．　程序"

中犵层嵌套循环中语句狊的计

算划分可以表示为
!


狊（犻

→

）＝犆狊犻
　→

＋γ狊，０犽犵－１，

!


狊－犽（犻

→

）是
!


狊（犻

→

）第犽维划分分量．

定义３．　程序"

中狀维数组在语句狕中的数据

划分可以表示为
%

　
狕狊（犻

→

）＝犇狕狊犻
→

＋δ狕狊．

２．２．３　关系集

定义４．　两个循环迭代在串行程序中的执行

顺序可以表示为关系，即

犻
→

狊狊′犻
→

′≡

犿η狊狊′，犿０，犻
→

０：犿＝犻
→

′０：犿∧犻
→

犿＋１＜犻
→

′犿＋１，η狊狊′＞０

狊狆狊′， η狊狊′
烅
烄

烆 ＝０
．

定义５．　程序中的数据依赖集犚可以表示为

　犚＝｛〈(狕狊狉，(狕狊′狉′〉｜（*狕狊狉∨*狕狊′狉′）∧

（犻
→

∈+

δ狊，犻
→

′∈+

δ狊′
｜（犻

→

狊狊′犻
→

′）∧

（
#狊（犻

→

）０
→

∧#狊（犻
→

′）０
→

）∧

（
(狕狊狉（犻

→

）－(狕狊′狉′（犻
→

′）＝０
→

｝．

３　代表元

当程序循环序列中有非紧密嵌套循环、不同语句

对数组元素访问步长不同、一条语句对数组的多次引

用间存在重叠时，程序不存在无通信的划分方向．基

于第１节的分析，对于这类程序，可以使用程序中数

组引用的代表元素对程序进行划分，因此在对这类程

序进行划分前，应该先确定程序中哪些数组引用作

为代表元素，把原始程序转换为每条语句只包含代

表元引用的程序，并把代表元程序计算划分和数据

划分的解作为原程序对应计算划分和数据划分方向

的解．在本节中，我们给出代表元的定义，代表元程

序的定义以及如何选择代表元和构造代表元程序．

３１　定　义

定义６．　代表元（ＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅＥｌｅｍｅｎｔｓ，ＲＥ）

是指程序中参与计算划分和数据划分计算的数组引

用．非代表元（ＵｎＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅＥｌｅｍｅｎｔｓ，ＵＲＥ）是

指程序中对计算划分和数据划分不产生实际影响，即

不参与计算划分和数据划分计算的数组元素的引用．

定义７．　代表元程序（狉Ｐｒｏｇｒａｍｏｒ狉犘）是指

程序经过变换，每条语句只包含用来构造计算划分

和数据划分限制条件的数组引用．代表元程序中(

，

)

，ω几个特性用以下符号描述：

(狕狊狉狉
（犻
→

）＝犉狕狊狉狉（犻
→

）＋犳狕狊狉狉是在代表元程序中，语

句狊对数组狕的第狉次应用；
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*狕狊狉狉
为真，当且仅当语句狊中对数组狕的第狉

个代表元的引用为写操作；

)狕狊狉狉
为真，当且仅当语句狊中对数组狕的第狉

个代表元的引用为读操作．

定义８．　没经过代表元转换的原始程序在本

文中也叫做完全代表元程序（ｔｏｔａｌ狉犘 简写为

狋狉犘），即程序中对数组的所有引用都作为代表元的

代表元程序．

定义９．　代表元程序中的数据依赖关系集犚狉

可以表示为

　犚狉＝｛〈(狕狊狉狉，(狕狊′狉′狉〉｜（*狕狊狉狉∨*狕狊′狉狉
）∧

（犻
→

∈+

δ狊，犻
→

′∈+

δ狊′
｜（犻

→

狊狊′犻
→

′）∧

（
#狊（犻

→

）０
→

∧#狊′（犻
→

′）０
→

）∧

（
(狕狊狉狉

（犻
→

）－(狕狊′狉′狉
（犻
→

′）＝０
→

）｝．

３．２　代表元程序

构造代表元程序的过程就是如何选取代表元的

过程．如果一条语句对数组的多次引用存在重叠，造

成该语句不存在无通信的划分方向，该数组的多个

引用应沿相同的数据划分方向以保证无数据重组织

通信的存在．在这种情况下，我们可以使用其中的一

个作为代表元来完成该数组数据划分方向的确定，

而对于不同语句，为了消除划分过程中的数据重组

织通信，只需保持不同语句中相同数组的代表元素

确定的数据划分方向相同，而不用考虑不同步长对

数据划分造成的影响．

为了保证代表元程序能获得正确的计算划分方

向，必须保证代表元程序中保留原程序的所有相关

性信息，因此对于为数据划分选取的代表元素需做

出调整．如一条语句中两个数组的引用的%&'

相等，

则其中一个对数组的引用对确定计算划分方向是冗

余的，因此在为计算划分的计算调整代表元程序的过

程中，我们只需在为数据划分确定的代表元程序中增

加那些对原程序相关信息产生实际影响的数组引用．

基于这两点原则，下面给出代表元程序的构造过程：

首先，根据数据划分的关系初始化程序中每条

语句狊的代表元集合犚犈犛狊（ＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｖｅＥｌｅｍｅｎｔ

Ｓｅｔ）．该语句对于数组的写引用属于犚犈犛狊，对于同

一数组的多个读引用，先随机选择一个读引用作为

代表元加入犚犈犛狊中．此时，未加入犚犈犛狊的数组元素

的引用属于非代表元集合犝犚犈犛狊（ＵｎＲｅｐｒｅｓｅｎｔａ

ｔｉｖｅＥｌｅｍｅｎｔＳｅｔ）．

其次，为了保证代表元程序所计算的计算划分

的正确性，根据原始程序的依赖关系，对每条语句的

犚犈犛狊进行调整，以使代表元程序的依赖关系与原始

程序保持一致．对于属于犝犚犈犛狊的非代表元素，测

试它与犚犈犛狊中的同一数组的每一个读引用的%&'

之间的关系，如果不存在相同的
%&'

，则把该引用加

入到犚犈犛狊中，否则丢弃该读引用．重复该过程，直至

犝犚犈犛狊为空．构造代表元程序的算法，如图２所示．

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ狉犘（犘）

　／／犘ｉｓｔｈｅｐｒｏｇｒａｍｔｈａｔｗｏｕｌｄｂｅｏｐｔｉｍｉｚｅｄ
ｆｏｒｅａｃｈ狊∈犛ｉｎ犘 ｛

犚犈犛狊＝ＮＵＬＬ

犝犚犈犛狊＝ａｌｌａｒｒａｙｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｉｎｉｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ狊
｝

ｆｏｒｅａｃｈ狊∈犛ｉｎ犘ｄｏ｛

　ｆｏｒｅａｃｈ０犲犖狊狕ｄｏ｛

ｉｆ犠狕狊犲＝＝１ｔｈｅｎ

犚犈犛狊＝犚犈犛狊＋犉狕狊犲；

ｅｌｓｅ

ｉｆ（犉狕狊犲∈犚犈犛狊）牔（犇犞犛狕狊犽＝＝犇犞犛狕狊犲）ｔｈｅｎ

　 ｃｏｎｔｉｎｕｅ；

　ｅｌｓｅ｛

　犝犚犈犛狊＝犝犚犈犛狊－犉狕狊犲；

　犚犈犛狊＝犚犈犛狊＋犉狕狊犲；

｝／／ｅｎｄｆｏｒｅａｃｈ
｝／／ｅｎｄｆｏｒｅａｃｈ

｝

图２　构造狉犘 算法

４　基于代表元程序的仿射划分算法

４１　狉犘的仿射划分

对于代表元程序的一个具体循环嵌套，当循环

中一条语句的具体迭代与它访问的数组元素被划分

到同一处理机时，没有通信发生．当没有通信发生

时，两条访问同一数组元素的不同语句的循环迭代

应该被划分到同一处理机上，基于该条件我们可以

使用式（１）来形式化表示语句间的计算划分（Ｃｏｍ

ｐｕｔａｔｉｏｎａｆｆｉｎｅＰａｒｔｉｔｉｏｎＣｏｎｓｔｒａｉｎｔｆｏｒ狉犘，ＣＰＣ）；

当没有通信发生时，数组的每个元素应该与访问它

的语句的对应迭代划分到同一处理机上，基于此条

件我们可以使用式（２）来形式化表示数据划分（Ｄａｔａ

ａｆｆｉｎｅＰａｒｔｉｔｉｏｎＣｏｎｓｔｒａｉｎｔｆｏｒ狉犘，ＤＰＣ）；式（１）和

式（２）合称为代表元程序的划分限制条件（Ｃｏｍｐｕ

ｔａｔｉｏｎａｎｄＤａｔａａｆｆｉｎｅＰａｒｔｉｔｉｏｎＣｏｎｓｔｒａｉｎｔｆｏｒ狉犘，

ＣＤＰＣ）．对于完全代表元程序狋狉犘 程序，对应的式

（１）简称为ＴｏｔａｌＣＰＣ，即ＴＣＰＣ，同理另外两个限制

条件简称为ＴＤＰＣ和ＴＣＤＰＣ．

〈(狕狊狉狉，(狕狊′狉′狉〉∈犚狉，犻
→

∈犣
δ狊，犻

→

′∈犣
δ狊′

　ｓ．ｔ．#狊（犻
→

）０
→

∧#狊（犻
→

′）０
→

∧

　　(狕狊狉狉
（犻
→

）－(狕狊′狉′狉
（犻
→

′）＝０，!

狊（犻

→

）－!


狊′（犻

→

′）＝０
→

（１）

犱
　→

狕狊（(狕狊狉狉（犻
→

））＝!


狊（犻

→

） （２）
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对于式（１），我们可是使用式（３）来进行简化．其

中
,

（犻
→

）＝犡（犻
→

）＋狓，犡是１×犵的一维向量，狓为常数．

〈(狕狊狉狉，(狕狊′狉′狉〉∈犚狉，犻
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定理１．　对于式（１）中语句狊的每一维计算划

分向量犆狊，应与式（３）中的犡具有相同的解空间，或

式（３）的解空间是式（１）各维的解空间．

证明．　假设犵是犆狊的维数，犵′ 是犆狊狊′的维数
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证毕．

式（１），（３）给出了代表元程序无通信计算划分

的限定条件，式（２）给出了对于代表元程序无通信数

据划分的限定条件．采用与文献［１］中类似的方

法①，如果指令的两个循环迭代的实例犻
→

１∈犣
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犣δ狊被映射到同一处理机上，则他们访问的数组狕的

相同元素也将被映射到同一处理机上．对于计算划

分，由于指令狊两个迭代被映射到同一处理机上，可
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犽犲狉犇狕狊．根据上述分析可以得到如下关系：
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犕狕狊狉狉＝狉犪狀犵犲（犉狕狊狉狉），则有如下关系：
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式（３）可以通过使用文献［１９］中介绍的方法化

简为一系列线性等式．Ｌｉｍ 在文献［１２］中给出了

式（３）的详细解法．因此我们可以使用文献［１２］中的

方法得到每条语句的计算划分的解空间，在得到各

语句计算划分的解空间后，根据关系（５）则可得到各

语句访问数组的数据划分的解空间．图３给出该算

法的具体过程．
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图３　ＣＤＰＣ算法

４．２　一致划分算法

对于程序的数据相关图，因为其中强联通图

（ＳｔｒｏｎｇｌｙＣｏｎｎｅｃｔｅｄＣｏｍｐｏｎｅｎｔ，ＳＣＣ）的各个节点

至少有一层公用循环［１２］．当程序只包含一个ＳＣＣ

时，如果ＣＤＰＣ算法对于狋狉犘 无解，即对于原始程

序不存在无通信的划分方向，则可以通过对代表元

程序使用ＣＤＰＣ算法对狉犘 程序求解，来决定程序

的数据划分和计算划分．如果ＣＤＰＣ算法求得的划

分解空间为空，则先使用文献［１２］中介绍的时间划

分对ＳＣＣ进行划分，之后再对划分过的ＳＣＣ使用

ＣＤＰＣ求解．

如果程序中含有多个ＳＣＣ，则避免ＳＣＣ间数据

重组织通信对划分后程序的性能将产生至关重要的

影响．当在一个程序中数组的访问步长都相同时，可

以使用文献［１４］中计算划分的常数距离方法来解

决，但是一方面在很多程序中，对于同一数组的访问

步长不同，此时无法找到常数距离，另一方面，对于

分布主存多处理机，减少数据重组织通信最重要的

还是保证同一数组在不同ＳＣＣ中的数据划分沿相

同的数据划分方向．当程序中的多个ＳＣＣ间不存在

数据重组织通信时，同一数组在不同ＳＣＣ中的数据

划分方向相同，即同一数组在不同ＳＣＣ各语句中的

５０４３期 张为华等：一种基于代表元的划分算法

① 文献［１］中虽然给出了计算分解与数据分解的关系，但这些
关系不是针对语句级划分的，且推导前，先舍弃了划分关系
中代表偏移的常数项，因此本文在此处重新给出推导过程．
同时由于一致性数据划分问题，实际上还是涉及过程间的
数组访问，因此本文使用文献［１８］中的过程间分析算法进
行过程间分析．



划分方向是对齐的，它们的数据划分应使用相同的

分解矩阵犇狕．因此它们应该满足如下限制式（Ｄａｔａ
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根据式（７），在求解多个ＳＣＣ中同一数组的一

致性划分方向时，可以应用 ＣＤＰＣ算法先求解各

ＳＣＣ中每一条访问数组狕的语句狊的计算划分，之

后根据这些语句的计算划分方向，计算数组狕满足

所有访问它的语句的公共划分方向．根据式（５）我们

可以得到如下关系：
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　　如果使用关系（８）求得数组狕的公共划分方向的

解空间不为空，则基于式（６），使用新求得的数据划分

解重新计算各语句的计算划分．具体描述如下：
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因为寻找程序的最优划分方向是ＮＰ难问题
［１］，

下面我们给出了基于关系（８）和（９）启发式的一致性

划分算法，具体算法如图４所示．
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图４　一致性划分算法
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基于代表元的一致性划分算法主要基于两个基

本原则：首先，最小化数据重组织通信是本算法的主

要目标．如果两个ＳＣＣ各自有无通信划分方向，但

是当把两个ＳＣＣ一起考虑时，他们之间不存在无通

信的划分方向，但有无数据重组织通信的数据划分

方向．对于这种情况，在一致性划分算法中优先选择

后者作为数据划分方向，因为后者可以完全消除各

ＳＣＣ数据划分后的数据重组织通信，而选择各自无

通信的划分方向则不能保证可以消除不同ＳＣＣ间

的数据重组织通信．其次，只有当完全代表元程序

（原始程序）不存在无通信一致性划分方向时，才使

用代表元程序计算一致性划分方向，因为基于代

表元程序计算的一致性划分方向，只能保证无数

据重组织通信，而不能保证求得的划分方向是无

通信的．

在一致性划分算法中，我们通过对数据相关图

各ＳＣＣ 的拓扑序构造最大一致划分 ＳＣＣ 集合

（犕犔犘犛犛）来解决数据划分一致性问题．该算法主要

分为两个步骤：

１．犕犘犔犛犛为空，犛犆犆狋指向拓扑序中的当前ＳＣＣ（初始

时当前节点是拓扑序的第一个节点）；

２．犕犔犘犛犛与犛犆犆狋组成犜犕犔犘犛犛（临时犕犔犘犛犛），使

用狋犲狊狋＿犮狅狀狊犻狊狋犲狀狋测试犜犕犔犘犛犛中各数组是否存在一致划

分方向．如果存在一致性划分方向，则犛犆犆狋加入到犕犔犘犛犛

中，犛犆犆狋 指 向 拓 扑 序 中 下 一 个 ＳＣＣ，重 复 步 ２．如 果

犜犕犔犘犛犛不存在一致性划分方向，则使用 犕犔犘犛犛的一致

性划分方向对犕犔犘犛犛的各ＳＣＣ进行划分，之后进入步１．

在基于代表元的一致性划分算法中，函数

狋犲狊狋＿犮狅狀狊犻狊狋犲狀狋主要测试犜犕犔犘犛犛 中各ＳＣＣ是否

存在一致的数据划分方向，分为两步：首先，使用

ＣＤＰＣ算法计算各ＳＣＣ中语句的计算划分解空间．

之后基于关系（８）计算各ＳＣＣ公共访问数组狕的数

据划分方向的零空间犽犲狉犇狕．其次，如果多ＳＣＣ公共

访问的数组存在一致的数据划分方向，再根据关系

（９）使用多ＳＣＣ中各公共访问数组的犽犲狉犇狕对各

ＳＣＣ中引用该数组语句的计算划分方向进行重新

计算，重复这两个步骤，直至犜犕犔犘犛犛 中所有数

组的犽犲狉犇狕和所有语句的犽犲狉犆狊不再发生变化．如果

重新计算获得的犜犕犔犘犛犛 所有语句计算划分的

解空间和所有公共访问数组的数据划分的解空间都

不为空，则犜犕犔犘犛犛返回值为真；否则为假．

４．３　算法示例

为了说明基于代表元的一致性划分算法，我

们使用图１中给出的程序作为例子来说明该算法

的工作过程．该程序有两个ＳＣＣ，且对于原始程

序，两个ＳＣＣ都不存在无通信的划分方向，因此

我们首先构造该程序的狉犘．构造后的狉犘 如图５

所示．

ｆｏｒｉ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　ｆｏｒｊ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　　ｆｏｒｋ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　　　Ａ［ｉ，ｊ，ｋ］＝Ａ［ｉ，ｊ－１，ｋ］＋Ｂ［２ｉ，ｊ，２ｋ－１］；

ｆｏｒｉ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　ｆｏｒｊ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　　Ｃ［ｉ，ｊ，１］＝Ｂ［０，ｊ，０］

　　 ｆｏｒｋ＝１ｔｏ１００ｄｏ

　　　Ｂ［ｉ，ｊ，ｋ］＝Ｃ［ｉ，ｊ，１］Ｂ［ｉ－１，ｊ，ｋ］＋Ａ［ｉ，２ｊ－１，２ｋ］；

图５　图１程序的代表元程序

对于该段程序的代表元程序，当 犕犔犘犛犛只包

含ＳＣＣ１时，使用ＣＤＰＣ算法求得计算划分的划分

方向的解空间是（１，０，０）和（０，０，１），而数组Ａ，Ｂ数

据划分方向的解空间是（１，０，０）和（０，０，１）．当

ＭＬＰＳＳ包含ＳＣＣ１和ＳＣＣ２时，此时程序不存在无

通信的划分方向，使用狋犲狊狋＿犮狅狀狊犻狊狋犲狀狋计算的数组

Ａ，Ｂ数据划分的划分方向的解空间是（０，０，１），语

句Ｓ１和Ｓ２计算划分方向的解空间分别是（０，０，１）．

５　实验结果

为了说明算法的效果，我们在复旦大学并行处

理研究所开发的 ＡＦＴ２００４中实现了该算法，并使

用 Ｍｇｒｉｄ程序作为测试程序对算法进行了测试．

Ｍｇｒｉｄ（多重网格ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ）是十分典型的测试

程序，ＳＰＥＣ２０００，ＮＡＳＡ 等测试包中都包含该程

序．Ｍｇｒｉｄ程序与图１中程序的特性十分相似，在

Ｍｇｒｉｄ程序中存在许多非紧密嵌套循环，不同语句

对数组的访问步长不同，且许多语句都有对非只读

数组的多个引用，而多个引用之间存在的数组访问

重叠使这些语句不存在无通信的划分方向．因此，以

前的各种划分算法很难解决该类程序的划分问题，

虽然针对 Ｍｇｒｉｄ程序的手工优化中存在一些经验

性的划分策略，但这些策略无法应用到编译器中来

完成程序的自动划分．我们选择 ｍｇｒｉｄ作为测试程

序，主要基于以下两方面考虑：

（１）从理论上来说，多重网格算法是求解大规

模科学工程计算问题最有效的方法之一．该算法由

前苏联计算数学家Ｆｅｄｏｒｅｎｋｏ在１９６１年基于差分

法提出的，２０世纪７０年代中期开始受到普遍的重

视，被认为是一种行之有效的数值分析方法．２０世

７０４３期 张为华等：一种基于代表元的划分算法



纪８０年代以后，世界各国的计算数学家在这方面投

入了大量的人力、物力，使得这一方法在理论研究中

取得了很多重要成果，并在实际应用中也显示了强

大的生命力．

（２）从具体应用来说，ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｍｇｎｅｔ．

ｏｒｇ／列出了许多以基于多重网格的应用．虽然这些

应用不同，但是这些应用的核心（即整个程序中最耗

费计算时间的部分）都是多重网格算法，因此我们在

实际程序的测试效果中只是使用ｍｇｒｉｄ程序作为测

试程序，而没有进一步测试这些程序．因为做为这些

应用的核心算法，ｍｇｒｉｄ的划分效果一方面可以说

明问题，另一方面，选择过多的同类程序，也容易造

成不必要的混淆．

测试环境是复旦大学高性能计算中心的ＨＰ６４

节点ＰｒｏＬｉａｎｔＤＬ３６０Ｇ３Ｂｅｏｗｕｌｆ机群系统．每个

节点是１个３．０６ＧＨｚ的Ｉｎｔｅｌ置强处理器，每个处

理器有５１２ＫＢ的片上Ｃａｃｈｅ，每个节点本地２ＧＢ主

存．互联网络是 ＭｙｒｉｎｅｔＰＣＩＮＩＣ，Ｍｙｒｉｎｅｔ８Ｐｏｒｔ

ＦｉｂｒｅＳｗｉｔｃｈ和 ＨＰＰｒｏｃｕｒｖｅＳｗｉｔｃｈ．操作系统是

ＲｅｄＨａｔＬｉｎｕｘ８．０，并行编译环境是实现了该算法

ＡＦＴ２００４．为了说明自动算法的划分效果，我们主

要与两组手动划分的数据进行了比较．一组手动数

据是我们不做进一步通信优化手动划分的算法，实

验数据显示两者针对不同节点数的实验数据效果基

本一致．为了进一步说明自动划分算法的效果，我们

也与文献［２０］中对通信性能进行过优化的手工划分

版本进行了性能比较．文献［２０］在研究机群通信性

能优化过程中，使用 Ｍｇｒｉｄ作为测试程序，程序经

过手工划分后，对程序的通信部分进行了特定的优

化．为了说明使用代表元算法的自动划分效果，我们

使用我们自动划分算法的实验结果与文献［２０］中的

经过通信优化的手工划分程序的实验结果进行了比

较．在 Ｍｇｒｉｄ程序中，犔犕犐是程序计算中数组的每

一维大小的参数．我们分别测试了犔犕犐＝６４和

犔犕犐＝１２８两组数据．实验结果如图６和图７所示

（其中，ｒｐ为代表元自动划分的测试结果，ｎｐｓ为文

献［２０］程序的测试结果）．

从图６和图７可以看出，基于代表元的一致性

划分算法相对于串行程序的加速比随着处理器数目

的增加而增加，其原因是随着处理器的增加，程序可

以获得的并行性越来越大．从图中的性能数据趋势

可以看出，自动划分算法的执行效率，随着机器数目

的增多，与经过优化的手工算法的增长趋势一致，因

此说明自动划分算法可以有效解决多重网格类程序

的自动划分问题．

图６　一致性划分算法的效率（犔犕犐＝６４）

图７　一致性划分算法的效率（犔犕犐＝１２８）

从图６和图７中也可以看出，自动划分算法与

手工划分算法之间存在一定的性能差距．而性能差

距在处理器节点较少的时候很低，而随着处理器数

目的增加，性能差距越来越大．造成代表元划分算法

与文献［２０］中手工划分程序性能差距的主要原因

是，文献［２０］中在对 Ｍｇｒｉｄ进行划分时，专门根据

程序的特点，进行了通信部分的优化．而在 Ｍｇｒｉｄ

程序中，不存在无通信的划分方向，在采用代表元程

序一致性划分算法进行划分后，当节点较少时，划分

后存在的边界通信由于分块（ｂｌｏｃｋｉｎｇ）而被大大降

低，在处理器较少时通信所占的比重还比较小，因

此，在处理器较少的时候，自动划分和文献［２０］中手

工划分对应用程序的加速比是十分接近的．随着

处理机的增加，通信开销所占的比例越来越大，而

文献［２０］中手工修改程序版本对划分后的程序进

行了专门通信的优化，因此，对于应用程序可以获得

更高的加速比．

６　结　论

本文针对应用程序中存在的非紧密嵌套循环，
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不同语句中对数组的访问跨度不同，且不存在无通

信的划分方向的程序，提出了一种基于代表元的一

致性划分算法．该算法给出了基于代表元程序无通

信划分时的计算划分和数据划分的数学描述和求

解，并给出了有效消除程序中数据重组织通信的一

致性划分算法．该算法在 ＡＦＴ２００４并行编译系统

中实现，并对应用程序获得了很好的效果．

虽然本文提出的一致性划分算法可以有效解决

多重网格类程序的自动划分问题，但是与经过专门

通信优化的手工版本也存在一定的性能差距，因此

在进一步的工作中，我们将深入分析多重网格类程

序的通信优化，以便对一致性自动划分算法进行进

一步优化，提高一致性划分算法的效率．
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