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１　引　言

在工程设计领域中的许多实际问题，例如货物的

装运、板材的切割、服装的剪裁下料、集成电路的设计

等，这些问题都可以形式化为一个矩形Ｐａｃｋｉｎｇ问

题［１］，因此寻找这类问题的快速解法，具有重大的实

际意义．同时，这类问题又是一个ＮＰ难问题
［２３］，涉

及到计算机科学理论的核心问题，因此具有深刻的

理论价值．然而至今的研究实践表明，ＮＰ难问题不

存在有效的多项式时间算法．因此，从实际应用的角

度出发，人们开始寻找兼顾解的质量以及运行时间

的高效启发式算法．

在国内，对Ｐａｃｋｉｎｇ问题的研究比较少，工作主

要集中在圆形Ｐａｃｋｉｎｇ问题以及矩形排样问题
［４９］．

在国外，由于矩形Ｐａｃｋｉｎｇ问题的重要性，对它的研

究还是比较多的，其求解算法包括精确算法［１０］以及

近似算法．精确算法的计算复杂度太高，实用价值不



大．近似算法虽然解的质量不高，但是计算速度比较

快，因而受到广泛的关注和研究．特别是启发式算

法，由于其能在合理的时间范围内获得不错的解，因

此该类方法一直是研究的热点，并且得到了一些有

效的非常通用的算法．例如神经网络算法、模拟退火

算法、遗传算法等［１１１２］，特别是文献［１３］给出了有关

现代启发式算法求解矩形Ｐａｃｋｉｎｇ问题的研究和评

论；Ｗｕ等
［１４］提出的一个ｑｕａｓｉｈｕｍａｎ启发式算法，

Ｈｉｆｉ等将构造性方法与遗传算法相结合而得到的

ＣＡＧＡ 算法
［１５］以及最近提出的混合启发式算

法［１６］，都获得了不错的结果．本文作者通过实际观察

工匠们砌墙或铺地砖的过程，从他们在实际Ｐａｃｋｉｎｇ

过程中所积累的经验出发，为矩形Ｐａｃｋｉｎｇ问题的

高效快速求解提出了一个新颖的砌墙式启发式算法．

２　数学模型

假设已知一个宽度为犠 的矩形板，另外又已知

狀个长度为犾犻，宽度为狑犻（１犻狀）的矩形，矩形

Ｐａｃｋｉｎｇ问题的目的是将狀个矩形互不重叠地放进

矩形板，使得所使用地矩形板的高度最小（见图１）．

此问题可以更形式化地描述为：将二维笛卡尔坐标

的原点取在矩形板的左下角，（０，犎）为矩形板的左

上角坐标，（犠，０）为矩形板的右下角坐标，问题是求

狀个四元组的集合，即

图　１

犘＝｛〈（狓犾犻，狔犾犻），（狓狉犻，狔狉犻）〉｜　　　

１犻狀，狓犾犻＜狓狉犻，狔犾犻＞狔狉犻｝，

使得矩形板的高度 犎 最小．这里，（狓犾犻，狔犾犻）表示矩

形犻的左上角坐标，（狓狉犻，狔狉犻）表示矩形犻的右下角坐

标，并且使得对任意的矩形犻（１犻狀），其坐标满足

下列３个条件：

（１）狓狉犻－狓犾犻＝犾犻∧狔犾犻－狔狉犻＝狑犻；

或者狓狉犻－狓犾犻＝狑犻∧狔犾犻－狔狉犻＝犾犻．

（２）对任意的矩形犼（１犼狀，犼≠犻），矩形犻和

矩形犼不能互相重叠，即

狓狉犻狓犾犼，狓犾犻狓狉犼；或者狔狉犻狔犾犼，狔犾犻狔狉犼．

（３）０狓犾犻犠，０狓狉犻犠；并且０狔犾犻犎，

０狔狉犻犎．

值得注意的是，正交的矩形Ｐａｃｋｉｎｇ问题指的

是在Ｐａｃｋｉｎｇ的过程中，所有矩形的边都应该平行，

即每个矩形的边与坐标轴平行．本文考虑的就是这

种正交的矩形Ｐａｃｋｉｎｇ问题，并为之提出了一个新

颖的砌墙式启发式算法．

３　新颖的砌墙式启发式算法

３．１　砌墙式启发式思想的来源

几千年来，工匠们在砌墙或铺地砖的过程中，积

累了丰富的实际操作经验，并代代相传，延续至今．

其中，最重要的一个规则是：先角后边．它描述了在

砌墙或铺地砖的过程中，砖块放置的优先原则．事实

上，据我们观察和了解，还有一个特别有用的规则．

在砌墙的过程中，工匠们总是拉一根水平线，然后根

据水平线从墙角的一边砌向另一边，例如从左边砌

向右边，并且总是从最低的位置砌起，按照左底的策

略砌砖．如图２所示，空间犛可以看成一面待砌的

墙，现在有编号为１，２，３，４，５，６的砖块可以使用．根

据这个具体的例子，我们来看看工匠们砌墙的过程．

工匠们知道，墙角犃犗犅 或犗犅犆 应当先砌，不失一

般性，我们先砌犃犗犅．将编号为１的砖放入后，工匠

们就会在１号砖的顶部拉一条线，这里，我们用虚线

表示．此时，墙犛 就被划分为两块待砌的空间犛１和

犛２．按照先砌位置最低空间的原则，工匠们会先砌

空间犛１，此时，按照墙角优先的原则，就可以依次把

２，３，４号砖放入犛１，当把５号砖放入的时候，墙角

犗犅犆都已经放满，如图３所示．如果虚线下还有剩

余空间，这时，工匠们会考虑选择一个位置最低的空

间来放置砖块．例如图４，空间犛３比其他的空间犛２，

犛４，犛５的位置都低，因此犛３被优先考虑，但此时６号

砖不能放下去，因此又得寻找新的最低空间，重复这

个过程，直到虚线下的空间不能再放置砖块为止，即

此时６号砖在虚线下的空间内放不下．如果还有砖

块没放置，则需要在空间犛２的左下角位置放置砖

块，此时只有６号砖待放，因此在该位置放置６号

砖，从而导致如图５的情形．这时，虚线下的最低空

间仍然可以分成犛２，犛３，犛４，犛５，其中犛３位置最低，

仍然被优先考虑．重复上面的过程，直到所有的砖块

都放置完．此时，图５就是砌墙的结果，６号砖的顶

高犗犃就是所求的高度．从上面的过程，我们可以看
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出，１号、６号砖的位置非常重要，别的砖块放置时，

都必须向它看齐，因此，我们把这种砖称为基准砖．

图　２

图　３

图　４

图　５

３．２　砌墙式启发式策略

从上节我们对工匠砌墙的过程描述可以看出，

工匠主要依据上述两个砌墙的规则：先角后边以及

向基准砖看齐的砌墙规则．由于这两个规则经过了

几千年实践的检验，因此非常有效，从而仍然是目前

工匠所遵循的砌墙规则之一．因此，我们从工匠所积

累的经验出发，并将这些规则形式化，从而得到矩形

Ｐａｃｋｉｎｇ问题的求解策略．由于这些策略是受人类

几千年所积累的砌墙的经验启发得到的，因此我们

称之为砌墙式启发式策略．具体的，我们可以将先角

后边的规则形式化为左底策略，即待填充空间最左

下角位置优先．以基准砖顶部虚线为准，令基准砖虚

线下的空间犛１，按照图１的坐标体系，现在描述一

下填充空间犛１的策略：以基准砖顶部虚线为准，确

定空间犛１中位置最低的最靠左的位置，然后往上碰

到顶部虚线以及往右碰到一个放置的砖为止，以便

确定一个位置最低的一个矩形空间犛犱，然后扫描是

否有待填充的矩形能够填入该空间，如有，则按左底

策略填入，重复此过程，直到空间犛１不能再填充矩

形为止．将向基准砖看齐的填充策略称为基准填充

策略，为方便实现，我们令（犮狓，犮犺）表示待找的犛犱

的左下角坐标，令犚［犼］．狔表示横坐标为犼的纵坐标

的值，犚［犼］．狊表示横坐标为犼的位置是否寻找过，

设狀个矩形的标号顺序犗 为狉［犻］．狅狉犱犲狉（０犻＜狀），

狉［狉［犻］．狅狉犱犲狉］．犻狊狌狊犲犱表示标号为狉［犻］．狅狉犱犲狉的矩

形是否已经填充，狉［狉［犻］．狅狉犱犲狉］．犻狊狌狊犲犱＝０表示未

填充，狉［狉［犻］．狅狉犱犲狉］．犻狊狌狊犲犱＝１表示已经填充．具体

的基准填充策略可形式化如下：

ＲｅｆｅｒｅｎｃｅＰａｃｋｉｎｇ（犛
１）

ｗｈｉｌｅ犮犺＜犺ｄｏ　　／／犺为基准砖顶部的高度

　犮狓←狋狑－１； ／／狋狑为基准砖的最右横坐标

犮犺←犚［犮狓］．狔； ／／基准砖最顶纵坐标

ｆｏｒ犽←狋狑ｔｏ犠－１ｄｏ

／／下面确定犮狓，犮犺，然后确定犛犱

　ｉｆ（犚［犽］．狔＜犿犻狀犺牔牔犚［犽］．狊＝０）ｔｈｅｎ

　　犮狓←犽；

　　犮犺←犚［犽］．狔；

犼←犮狓；

ｗｈｉｌｅ（犚［犼］．狔犮犺牔牔犼＜犠）ｄｏ犼←犼＋１；

ｗｈｉｌｅ（犚［犮狓－１］．狔犮犺牔牔犚［犮狓－１］．狊＝１）

犮狓←犮狓－１；

ｉｆ（犼－犮狓＞０牔牔犺－犮犺＞０）ｔｈｅｎ

／／犛犱的长为犼－犮狓，宽为犺－犿犻狀犺

　ｆｏｒ犻←０ｔｏ狀－１ｄｏ

　　ｉｆ（狉［狉［犻］．狅狉犱犲狉］．犻狊狌狊犲犱＝０）ｔｈｅｎ

　　　矩形狉［犻］．狅狉犱犲狉能否填充进犛犱，如果能，则

　　　　更新犮狓，犚［］．狔，犚［犮狓－１］．狊．

此外，从工匠砌墙的过程可以看出，基准砖的放

置看似简单，其实包含深刻的内涵，因为基准砖直接

影响水平线的设置，即“分”的策略，从而直接影响到

砌墙的效果，因此，如何选择要放置的矩形以及如何

放置这个矩形就显得非常重要．例如，２，３，４，５号砖

的放置必须向１号砖看齐，不能越过虚线的位置．特

别从６号砖的放置，可以看出，６号砖的下面将有一
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部分空间不能被利用．但是，如果１号砖比６号砖

大，则可以避免这种情形．事实上，从求解的目标来

说，问题的目的是为了使高度 犎 尽可能低，因此我

们应该优先选择大的矩形进行填充．受这些思想的

启发，我们可以得到下面的启发式策略．

启发式排序策略：将所有待填充的矩形按面积

由大到小排序．

３．３　砌墙式启发式算法描述

给定狀个矩形，其顺序为犗，将前面提出的砌墙

式启发式策略进一步形式化，便可以得到求解矩形

Ｐａｃｋｉｎｇ问题的砌墙式启发式填充过程：

Ｐａｃｋ（犛）

　当还有矩形没有填入空间犛时

　　选择一个基准矩形，按照左底策略填入空间犛；

　　将剩下的空间划分为两个空间犛
１，犛２；

　　ＲｅｆｅｒｅｎｃｅＰａｃｋｉｎｇ（犛
１）

　　按照基准填充策略，填充犛１，直到没有矩形能够

填入犛１；

　　犛←犛
２；

　返回最后一个基准矩形的顶高．

其中，基准矩形是当前矩形顺序犗中第一个未填充

的矩形．

此外，如果严格按照矩形的大小顺序进行填充，

并不一定能够得到好结果．实际上，在日常生活中，

我们将东西放在柜子里或者箱子里的时候，我们一

般考虑交叉放置、大小相间的放置策略．这启发我们

可以改变待放置矩形的次序，多尝试几种填充顺序，

进行局部搜索，然后从中选择最好的结果．有了填充

过程Ｐａｃｋ（犛）后，结合提出的启发式策略，便可以得

到如下砌墙式启发式算法：

砌墙式启发式法（）

　按启发式排序策略对面积进行排序；

　犫犲狊狋犺←∞；

　ｆｏｒ犻←１ｔｏ狀－１ｄｏ

　　ｆｏｒ犼←犻ｔｏ狀ｄｏ

　在当前填充序中交换矩形犻和矩形犼的顺序；

犮狌狉狉犲狀狋犺←Ｐａｃｋ（犛）；

ｉｆ犮狌狉狉犲狀狋犺＜犫犲狊狋犺ｔｈｅｎ

　犫犲狊狋犺←犮狌狉狉犲狀狋犺；

犮犻←犻；

犮犼←犼；

交换矩形犻和矩形犼的顺序；

交换矩形犮犻和矩形犮犼的顺序．

这里，犮狌狉狉犲狀狋犺表示当前矩形序列所获得高度，犫犲狊狋犺

表示目前为止所获得的最优高度．

３．４　算法复杂性

按照填充过程Ｐａｃｋ（犛），我们可以看出，该过程

的时间主要花费在找位置最低的空间上，而找位置

最坏需要扫描犠×犺次．设犜（狀）表示规模为狀时，

对矩形犛进行填充所花的时间，则可以得到犜（狀）＝

犗（狀犠犺）．这里犺表示当前基准砖的顶高．因此，砌

墙式启发式算法的复杂度为犜（狀）＝犗（狀３犠犺）．

４　计算结果

为了验证砌墙式启发式算法（ＰＨ）的效率，我们

将ＰＨ与ＳＡ＋ＢＬＦ、ＧＡ＋ＢＬＦ
［１３］以及ＣＡＧＡ

［１５］进

行了对比．其中，ＳＡ＋ＢＬＦ和ＧＡ＋ＢＬＦ是分别将

模拟退火算法和遗传算法与ＢＬＦ启发式相结合而

得到的，而ＣＡＧＡ是将遗传算法与构造性启发式相

结合而得到的，这些算法都是将现代启发式算法与

具体的布局启发式相结合而得到的一种混合算法，

因此特别快速有效，是目前最好的算法之一．我们的

算法用Ｃ语言编程实现，并在ＣＰＵ为１．６ＧＨｚ，内

存２５６ＭＢ的ＰＣ机上进行了大量的实例计算，总共

测试了４０个问题例，其中Ｃ１～Ｃ７来自于文献［１３］，

包括２１个例子，ＳＣＰＬ１～ＳＣＰＬ９来自于文献［１５］．

另外，还包括随机生成的１０个规模比较大的例子．

此外，我们给出了ＰＨ 计算随机生成例子ＲＰＰ３的

一个Ｐａｃｋｉｎｇ结果，如图６所示．

图６　ＰＨ计算ＲＰＰ３例子的一个填充结果：

耗时４１７ｓ，获得最优高度

４．１　与犛犃＋犅犔犉和犌犃＋犅犔犉的比较

虽然，我们没有实现文献［１３］中的ＳＡ＋ＢＬＦ

和ＧＡ＋ＢＬＦ算法，但是他们对Ｃ１～Ｃ７例子进行

２１５ 计　　算　　机　　学　　报 ２００８年



了计算，并报告了时间和相对高度百分比犌犪狆，因

此，我们直接取他们的结果．由于我们计算机运行速

度比他们的快大约８倍，因此，我们对文献［１３］中的

计算时间做了一些近似处理，将他们的计算时间

除以８，３种算法的计算结果见表１和表２．其中，

犌犪狆＝１００×（犎－犎）／犎，犎 表示近似解的高度，

犎表示最优高度或者目前已知的最佳高度．这里

ＰＨ对每个算例只计算一次．表１中的值表示一个

算法计算例子Ｃ犻（１犻７）所获得的平均犌犪狆以及

所有例子平均犌犪狆的平均值．从表１可以看出，ＰＨ

只有两类例子Ｃ１和Ｃ３的平均犌犪狆比ＧＡ＋ＢＬＦ

和ＳＡ＋ＢＬＦ的高，其它５类例子的平均犌犪狆都比

它们的低（见表中粗体数字）．ＰＨ 的平均值只有

２．９５，而ＧＡ＋ＢＬＦ和ＳＡ＋ＢＬＦ的平均值分别为

４．５７和４．从表１还可以看出，随着问题规模的增

大，ＰＨ所得到的平均犌犪狆有减少的趋势．这表明，

ＰＨ对大的例子表现得更好．表２报告了３种算法

的计算时间，犚犜 表示运行时间，单位为ｓ，以下同．

从表２可以看出，ＰＨ 的计算速度比 ＧＡ＋ＢＬＦ和

ＳＡ＋ＢＬＦ的速度快很多．

表１　犘犎与犌犃＋犅犔犉和犛犃＋犅犔犉的平均犌犪狆比较

犌犪狆／％

Ｃ１ Ｃ２ Ｃ３ Ｃ４ Ｃ５ Ｃ６ Ｃ７
平均值

ＧＡ＋ＢＬＦ ４ ７ ５ ３ ４ ４ ５ ４．５７

ＳＡ＋ＢＬＦ ４ ６ ５ ３ ３ ３ ４ ４

ＰＨ ５ ４．４４ ４．４４ ３．３３ １．１１ １．１１ １．２５ ２．９５

表２　犘犎与犌犃＋犅犔犉和犛犃＋犅犔犉的计算时间犚犜比较

犚犜／ｓ

Ｃ１ Ｃ２ Ｃ３ Ｃ４ Ｃ５ Ｃ６ Ｃ７
平均值

ＧＡ＋ＢＬＦ ７．５ １５ ２２．５ ９７．５ ２７０　 ６４５ ５８２７．５ ９８３．５７

ＳＡ＋ＢＬＦ ５．２５ １８ ３０ ２４７．５ ８６２．５ ２８６５ ３１３５７．５ ５０５５．１１

ＰＨ ０ ０ ０ １．５１ ５．６９ ２３．７４ ７０７．１２ １０５．４５

４．２　与犆犃犌犃的比较

ＣＡＧＡ算法是将构造性方法与遗传算法相结

合而得到的，因此计算效率比较高．该算法所使用的

是ＣＰＵ为７３３ＭＨｚ，内存为１２８ＭＢ的ＰＣ机
［１５］，虽

然，我们没有实现ＣＡＧＡ，但是文献［１５］对ＳＣＰＬ１～

ＳＣＰＬ９例子进行了计算，并报告了犌犪狆和运行时

间，因此，我们直接取文献［１５］的结果．由于我们计

算机运行速度比他们的快大约２倍，因此，我们对

文献［１５］中的计算时间做了一些处理，将他们的计

算时间除以２，３种算法的计算结果见表３．从表３

可以看出，ＰＨ的平均高度比ＣＡＧＡ的低，ＰＨ只有

两类例子ＳＣＰＬ６和ＳＣＰＬ８的高度比他们的高，其

他的都比他们的低．特别地，对于ＳＣＰＬ７，ＰＨ 算法

给出了一个比其目前最佳高度还要低的高度．

表３　犘犎与犆犃犌犃的比较

例子 犎
ＣＡＧＡ计算结果

犎 犌犪狆／％ 犚犜／ｓ

ＰＨ计算结果

犎 犌犪狆／％ 犚犜／ｓ

ＳＣＰＬ１ ４８．０８ ５２ ８．１５３ １８３．５ ５２ ８．１５３ ２１３

ＳＣＰＬ２ １５０．１５７ １５５ ３．２２５ ４６３．５ １５３　 １．８９３ １０８

ＳＣＰＬ３ １５５．８３６ １６６ ６．５２２ ３２１ １６４　 ５．２３９ １５８

ＳＣＰＬ４ ５８．２６３ ６１ ４．６９８ ６８４．５ ６０ ２．９８１ １３６

ＳＣＰＬ５ １２８．８８５ １３３ ３．１９３ ４８０ １３２　 ２．４１７ １１７

ＳＣＰＬ６ １８．７２８ ２１ １２．１３２ ２３４ ２３ ２２．８１１ ７２

ＳＣＰＬ７ １２１ １２１ ０ ０ １０３　 －１４．８７６ ６０６

ＳＣＰＬ８ ６３．４１９ ６６ ４．０７ ９００ ６８ ７．２２３ ９５５

ＳＣＰＬ９ ８９．９６ ９５ ５．６０２ ５０７ ９３ ３．３７９ １８５

平均 ９２．７０３ ９６．６７ ５．２８ ４１９．２８ ９４．２２ ４．３５８ ２８３．３３

４．３　对随机生成例子的计算

为了测试ＰＨ计算问题规模比较大例子的计算

能力，我们还随机生成了１０个例子，这些例子的规

模从３１３～４１８，测试数据可以从ｆｔｐ：／／ｃａｉ：ｃａｉ＠

２１０．３４．１９．１９８／张德富／ｐａｃｋｉｎｇ．ｔｘｔ上查阅，计算

结果见表４．从表４可以看出，ＰＨ 的平均犌犪狆为

０．６５４，特别是找到了例子ＲＰＰ３的最优高度．平均

运行时间犚犜 为９５１．９．计算结果表明，ＰＨ 具有解
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决规模比较大问题的能力．

表４　犘犎对随机生成例子的计算结果

狀 犠 犎 犎 犌犪狆／％ 犚犜／ｓ

ＲＰＰ１ ３４６ １２４ １３９ １４０ ０．７１９ ７１４

ＲＰＰ２ ４０６ １４８ １３１ １３２ ０．７６３ １２９７

ＲＰＰ３ ３１３ １２２ １２５ １２５ ０ ４１７

ＲＰＰ４ ４０３ １４３ １３９ １４０ ０．７１９ １５３６

ＲＰＰ５ ３２７ １２６ １３６ １３７ ０．７３５ ６５１

ＲＰＰ６ ４１８ １３９ １４６ １４７ ０．６８５ １２８８

ＲＰＰ７ ３８１ １２５ １３８ １３９ ０．７２５ ７９５

ＲＰＰ８ ３９０ １４０ １２６ １２７ ０．７９４ １０５３

ＲＰＰ９ ３５０ １２９ １４４ １４５ ０．６９４ ９０７

ＲＰＰ１０ ３７５ １２３ １４１ １４２ ０．７０９ ８６１

５　结　论

基于国际上公认的Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ例的实验结果

表明，我们提出的砌墙式启发式算法不仅简单，而且

是快速和高效的，因此本文算法可以用来解决大量

的实际问题，特别是规模比较大的问题，具有重大的

实际应用价值．

本文算法也很容易推广应用到其他的填充布局

问题，例如三维的矩形Ｐａｃｋｉｎｇ问题等，还可以在许多

工程实际问题中得到广泛地应用，例如服装的剪裁，

板材的切割以及集装箱的装运等等．在将来的研究

中，我们还希望通过结合现代启发式方法，进一步改进

砌墙式启发式算法以及开发出能够实际应用的软件．

致　谢　在此，我们向对本文的工作给予支持和建

议的匿名评审老师以及国防科技大学陈火旺院士、

华中科技大学的黄文奇教授表示感谢！
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