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摘　要　在文中，通过引进犕粘连代数、犕剪切代数与犕重组代数等概念，达到了使与标志集犕 相关联的ＤＮＡ

计算可按所引进代数中给出的代数定律来推演的目的．进而研究了这些代数的一系列性质，得到了许多有价值的

结果．它们对ＤＮＡ计算的理论与应用研究必将带来极大的便利．
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１　引　言

Ｈｅａｄ在其开创性的文献［１］中，通过将每一

双链ＤＮＡ分子看作字母表犇＝｛［犃／犜］，［犆／犌］，

［犌／犆］，［犜／犃］｝上的一个串，将ＤＮＡ分子在限制性

内切酶（它们剪切ＤＮＡ分子为两个带粘性末端的

ＤＮＡ片段）和连接酶（它粘连两个具有互补粘性末

端的ＤＮＡ片段为一新ＤＮＡ分子）作用下的重组行

为抽象为在一定规则控制下的串拼接运算（ｓｐｌｉｃｉｎｇ

ｏｐｅｒａｔｉｏｎ），进而提出拼接系统（ｓｐｌｉｃｉｎｇｓｙｓｔｅｍ）的

概念，用于模拟在一限制性内切酶集与连接酶作用

下，一初始有限ＤＮＡ分子集所可能发生的一切重

组行为，从而揭示出生命科学领域中的ＤＮＡ重组

现象与理论计算机科学中形式语言理论间的密切关

系：ＤＮＡ分子重组可用一定的串运算来模拟．据此，

我们可以说，形式语言理论中的ＤＮＡ计算就是现

实世界中ＤＮＡ分子重组的形式模型．

近２０年来，有关ＤＮＡ计算的研究日愈引人注

目，成果也层出不穷，归纳起来，主要有如下几个

方面：

（１）对ＤＮＡ计算能力的研究．由 Ｈｅａｄ引进的

拼接系统（后人称其为 Ｈ系统）是使用拼接运算作

为基本运算的一种语言生成模型，其生成能力与其

它计算模型（如 Ｔｕｒｉｎｇ机）相比，到底强弱如何？

Ｈｅａｄ在文献［１２］中证明，ＮＣＨ（空上下文拼接系

统）生成的语言类恰与严格局部可测语言类重合，

后者为正则语言类的一个真子类．其后，Ｃｕｌｉｋ与



Ｈａｒｊｕ
［３］证明，即使以一正则语言为初始集，按一有

限拼接规则集反复迭代（拼接），所生成的语言也仍

是一正则语言．Ｐｉｘｔｏｎ
［４］对此结果给出了一个本质

上更简化的证明．Ｐｕｎ等（１９９６）曾模仿Ｃｈｏｍｓｋｙ

文法在 Ｈ系统中引入在生成过程中起辅助作用的

非终极符，称此扩充的系统为扩充 Ｈ系统，但其生

成能力仍与Ｔｕｒｉｎｇ机相距甚远．这方面的突破是由

Ｆｒｅｕｎｄ等在文献［５］中给出的，文中指出，对有限规

则集添加一定的控制机制（如引入串的多重性、许可

上下文集与禁止上下文集），可得到各种带控制机制

的扩充 Ｈ系统，并证明：所有这些扩充 Ｈ系统都是

计算完全的（即等价于 Ｔｕｒｉｎｇ机）．更令人惊喜的

是，作者们还证明各类通用 Ｈ系统（它们是具有固

定的辅助符集、公理集与拼接规则集的这样一个系

统，当给出任一 Ｈ系统γ时，若我们将γ的编码作

为此通用系统的一个附加公理时，此通用系统的行

为就如同γ的行为）的存在性．这就向世界宣示，

经典计算理论领域中的一切计算都可由一定机制

控制下的拼接运算来实现．近年，Ｐｕｎ
［６］还引进了

双拼接Ｈ系统、通信分布式 Ｈ系统与时变分布式

Ｈ系统，证明了它们也都是计算完全的，并给出有

关资源优化方面的若干重要结果．Ｋｏｂａｙａｓｈｉ等
［７］

等则使用带多个谓词符的初等形式系统（一类逻

辑方法）来扩充 Ｈ系统，称为 Ｈ形ＥＦＳ，证明了它

的计算完全性．并研究了其计算能力与谓词符个

数间的联系．

（２）ＤＮＡ计算与形式语言理论间的关系的研

究，如ＤＮＡ计算与其它语言运算间的关系，各种语

言族（特别是，Ｃｈｏｍｓｋｙ谱系中各语言族）在这些拼

接运算下的封闭性及各特殊类 Ｈ系统所生成语言

类的特性等．Ｐｕｎ
［８］首先对拼接运算与其它语言运

算的关系进行了细致的讨论，考虑了简单拼接与迭

代拼接、有限与无限拼接规则集及规则的半径长等多

种情形，得到了若干运算间的相互表示定理及有关语

言族封闭性与包含性的定理．近年，Ｋｏｂａｙａｓｈｉ等
［９］

又引入了ＰＡ匹配运算及与其对偶的交迭（ｏｖｅｒｌａｐ

ｐｉｎｇ）运算，研究了在前一运算下的闭包、递归可枚

举语言的表示及一些判定问题，讨论了上述两运算

的关系及 Ｃｈｏｍｓｋｙ谱系语言族在非迭代与迭代

ＰＡ匹配与交迭运算下的所有闭包性质．对特殊类

Ｈ系统的深化研究则首推 Ｍａｔｅｅｓｃｕ 等人的成

果［１０］．他们对所谓简单 Ｈ系统进行了深入的研究，

给出了此类Ｈ系统从有限公理集出发所生成语言

的一系列语言理论性质．特别是，通过引入跨接

（ｃｒｏｓｓｏｖｅｒ）运算＃犕，得到了此类语言的一个用＃犕

表述的代数特征刻划．

（３）ＤＮＡ计算的其它特性的研究．例如，依据

现实 ＤＮＡ 的 ＷａｔｓｏｎＣｒｉｃｋ互补性，将它抽象为

一纯语言理论运算．这方面有 Ｈｏｎｋａｌａ等
［１１］和

Ｍｉｈａｌａｃｈｅ等
［１２］的方法．他们据此互补性引进了触

发器的概念，并据触发器的复杂性进行了深入研究．

这类研究多与Ｌｉｎｄｅｎｍａｙｅｒ理论中的犔系统相关．

Ｙｏｋｏｍｏｒｉ等在文献［１３］中则考虑了ＤＮＡ序列的

进化问题：①ＤＮＡ序列初始如何建立，然后如何进

化（长大）成为一复杂的语言；②进化过程中，最低

应要求些什么本原结构．文中介绍了他们取得的一

些结果．

（４）ＤＮＡ计算机（或称（生物）分子计算机）的

研究．这方面的突破性成果是Ａｄｌｅｍａｎ在文献［１４］

中给出的，他使用标准的分子生物学方法，将一个

Ｈａｍｉｌｔｏｎ路径问题的小实例编码为一些 ＤＮＡ 分

子，并在试管中用分子生物学的方法求解，其惊人之

处在于，求解步数（即所谓时间复杂性）为犗（狀），而

不是经典计算领域中的犗（２狀），奥妙就在于ＤＮＡ计

算中巨大的并行机制．随后，Ｌｉｐｔｏｎ
［１５］对这种生物

计算作了归纳与抽象，提出了由试管集及在其上可

作提取、检测与扩增操作组成的Ｌｉｐｔｏｎ生物计算模

型．之后，许多学者开展了用ＤＮＡ计算模拟各种经

典算法的实现的研究，发现几乎所有指数级经典算

法的ＤＮＡ实现都可降为犗（狀）级．Ｂｏｎｅｈ等在文献

［１６］中对此有汇总讨论，并提供了所使用的生物计

算类型的列表．文中还提出了一个新的ＤＮＡ计算

模型，以试图全面评述有关ＤＮＡ计算能力的许多

结果与断言．Ａｄｌｅｍａｎ在文献［１７］中也勾划了分子

计算机的多种抽象模型：非受限模型、受限模型及存

储模型．并给出了分子计算机受限模型的一个基于

ＤＮＡ的实现方案，即ＤＮＡ计算机．

欲对ＤＮＡ计算及拼接系统有一全面、系统了

解的读者，可参阅文献［１８１９］．本文涉及的形式语

言理论中的基本概念与记法，均可在一般教材或论

著中找到，此处就不再列参考文献．

本文作者主要受 Ｍａｔｅｅｓｃｕ等在文献［１０］中提

出的跨接运算＃犕及其表述的代数特征刻划的启

发，对这类与标志集犕 相关联的ＤＮＡ计算进行了

深入的分析与研究，并提出一字母表Σ上的·犕代

数（犕粘连代数），〈犘犕，犛犕，犉犕〉代数（犕剪切代
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数）及＃犕代数（犕重组代数）的概念，探讨有关代

数运算的特性、规律及相互关联，进而导出这类与标

志集犕 相关联的ＤＮＡ计算的一个完美、精确的代

数描述及相关演算系统．这必将对ＤＮＡ计算的理

论与应用研究带来极大的便利．

２　Σ上的·犕代数（犕粘连代数）

设Σ是一有限字母表，此后我们总假定它非

空．Σ
记Σ上所有字（包含空字λ）的集合及Σ

＋是Σ

上所有非空字的集合，即Σ
＋＝Σ

－｛λ｝．Σ
＋的元素

记为犪１…犪狀，犪犻∈Σ（犻＝１，２，…，狀）．对所有狑∈Σ
，

｜狑｜记字狑的长（狑 中出现的字符个数）．对犪∈Σ，

狑∈Σ
，｜狑｜犪记狑 中字符犪的出现次数；对犕Σ，

｜狑｜犕记犕 中字符在狑 中的出现次数．记空集．

下面，我们引进本文中第一个重要运算·犪与·犕
①．

对所有狓，狔∈Σ及犪∈Σ，我们定义Σ上的犪粘

连运算·犪如下：

狓·犪狔＝
狓′犪狔′， 若狓＝狓′犪，狔＝犪狔′

未定义，｛ 否则
．

此外，应有狓′，狔′∈Σ．但是，为了简化叙述，此

后在类似情况下，我们也作这种省略．

易见，狓·犪狔 有定义，记为狓·犪狔∈Σ
，当且仅当

狓∈Σ
犪与狔∈犪Σ

．

对犕Σ，我们定义Σ上的犕粘连运算·犕如下：

狓·犕狔＝
狓·犪狔， 若存在犪∈犕，使狓·犪狔∈Σ



未定义，
烅
烄

烆 否则
．

由于犪粘连可看成犕粘连在犕＝｛犪｝时的特

殊情形，故后面多是对犕粘连来讨论，并总假定

犪∈Σ及犕Σ．

引理１．　若狓∈Σ犪，则狓·犪犪＝狓；若狓∈犪Σ
，则

犪·犪狓＝狓．

证明．　显然．

引理２．　对所有狓，狔∈Σ，犕Σ及犫∈Σ，有

（ｉ）狓·犕狔∈Σ
犫，当且仅当存在犪∈犕，使得狓∈

Σ
犪与狔∈犪Σ


∩Σ

犫；

（ｉｉ）狓·犕狔∈犫Σ
，当且仅当存在犪∈犕，使得狔∈

犪Σ
与狓∈犫Σ


∩Σ

犪．

证明．　

（ｉ）

（）设狓·犕狔∈Σ
犫．据·犕定义，应存在犪∈犕，

使得狓·犕狔＝狓·犪狔∈Σ
犫．设狓·犪狔＝狑犫，狑∈Σ

，再

据·犪定义，应存在狓′，狔′∈Σ
，使狓＝狓′犪∈Σ犪，与

狔＝犪狔′∈犪Σ
，且狓·犪狔＝狓′犪·犪犪狔′＝狓′犪狔′＝狑犫∈

Σ
犫．故有，狓∈Σ犪与狔∈犪Σ∩Σ犫．

（）设犪∈犕，且狓∈Σ犪与狔∈犪Σ∩Σ犫．这

时，应存在狓′∈Σ，使狓＝狓′犪．又由狔∈犪Σ∩Σ犫．

这时，有以下两种情形：

（ａ）狔＝犪＝犫．从而，利用引理１，有狓·犕狔＝

狓′犪·犪犪＝狓′犪＝狓′犫∈Σ
犫．

（ｂ）狔∈犪Σ犫．这时，应存在狔′∈Σ，使狔＝犪狔′犫．

从而，有狓·犕狔＝狓′犪·犪犪狔′犫＝狓′犪狔′犫∈Σ
犫．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

引理３．　对所有狓，狔，狕∈Σ及犕Σ，有

（ｉ）（狓·犕狔）·犕狕∈Σ
，当且仅当存在犪，犫∈犕，

使（狓·犪狔）·犫狕∈Σ
，且狓∈Σ犪，狔∈犪Σ∩Σ犫及

狕∈犫Σ
；

（ｉｉ）狓·犕（狔·犕狕）∈Σ
，当且仅当存在犪，犫∈犕，

使狓·犪（狔·犫狕）∈Σ
，且狓∈Σ犪，狔∈犪Σ∩Σ犫及

狕∈犫Σ
．

证明．

（ｉ）

（）设（狓·犕狔）·犕狕＝狑∈Σ
．由·犕定义，应存

在犪，犫∈犕，使（狓·犪狔）·犫狕＝狑∈Σ
．从而，据·犫的定

义，应有狓·犪狔∈Σ
犫与狕∈犫Σ

．再据引理２的（ｉ），应

有狓∈Σ
犪与狔∈犪Σ


∩Σ

犫．

（）设存在犪，犫∈犕，使狓∈Σ犪，狔∈犪Σ∩Σ犫

及狕∈犫Σ
．这时，应存在狓′，狕′∈Σ，使狓＝狓′犪，狕＝

犫狕′．而狔则有以下两种可能：

（ａ）狔＝犪＝犫．从而，利用引理１，有

（狓·犪狔）·犫狕＝（狓′犪·犪犪）·犪犪狕′

＝狓′犪·犪犪狕′＝狓′犪狕′∈Σ
．

（ｂ）狔∈犪Σ犫．设狔＝犪狔′犫，狔′∈Σ．这时，有

　（狓·犪狔）·犫狕＝（狓′犪·犪犪狔′犫）·犫犫狕′＝狓′犪狔′犫·犫犫狕′

＝狓′犪狔′犫狕′∈Σ
．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

推论１．　对所有狓，狔，狕∈Σ及犕Σ，有

（狓·犕狔）·犕狕∈Σ
，当且仅当狓·犕（狔·犕狕）∈Σ

．

证明．　直接由引理３的（ｉ）与（ｉｉ）推得．

引理４．　对所有狓，狔，狕∈Σ及犪，犫∈Σ，有

５５３３期 黄育潜：ＤＮＡ计算的基本代数原理（一）

① 此处·犪与·犕运算分别与文献［１０］中的◇犪与◇犕相同，但文

献［１０］中仅把它们当作定义后面·犕运算的一个过渡来用．
无任何像本文所展示的运算性质的研究，且文献［１０］中将

λ与｛λ｝分别看作·犕与＃犕 的单位元，这显然是错误的，因

为一般来说，λ犕，而对应λ的·λ连接实际上就是通常的
自然连接．



（狓·犪狔）·犫狕＝狓·犪（狔·犫狕）．

证明．由上面推论１知道，（狓·犪狔）·犫狕无定义，

当且仅当狓·犪（狔·犫狕）无定义，故仅需考虑（狓·犪狔）·犫狕∈

Σ
的情形．这时，据引理３的（ｉ），应有狓∈Σ犪，狔∈

犪Σ

∩Σ

犫及狕∈犫Σ
．设狓＝狓′犪，狕＝犫狕′，并分以下两

情形考虑狔：

（ａ）狔＝犪＝犫．这时有

（狓·犪狔）·犫狕＝（狓′犪·犪犪）·犪犪狕′＝狓′犪·犪犪狕′＝狓′犪狕′

＝狓′犪·犪犪狕′＝狓′犪·犪（犪·犪犪狕′）

＝狓·犪（狔·犪狕）＝狓·犪（狔·犫狕）．

（ｂ）狔∈犪Σ犫．设狔＝犪狔′犫，狔′∈Σ．这时有

　（狓·犪狔）·犫狕＝（狓′犪·犪犪狔′犫）·犫犫狕′＝狓′犪狔′犫·犫犫狕′

＝狓′犪狔′犫狕′＝狓′犪·犪犪狔′犫狕′

＝狓′犪·犪（犪狔′犫·犫犫狕′）＝狓·犪（狔·犫狕）．

证毕．

定理１．　对所有狓，狔，狕∈Σ及犕Σ，有

（狓·犕狔）·犕狕＝狓·犕（狔·犕狕），

即字间·
犕
运算满足结合律．

证明．　事实上，据推论１，（狓·犕狔）·犕狕无定义，

当且仅当狓·犕（狔·犕狕）也无定义．现设（狓·犕狔）·犕狕∈

Σ
．据·犕定义，应存在犪，犫∈犕，使得（狓·犕狔）·犕狕＝

（狓·犪狔）·犫狕．再由引理４，我们有（狓·犪狔）·犫狕＝狓·犪（狔·犫狕）．

由于犪，犫∈犕，据·犕定义，我们有（狓·犪狔）·犫狕＝

狓·犕（狔·犕狕），从而，有（狓·犕狔）·犕狕＝狓·犕（狔·犕狕）．

对狓·犕（狔·犕狕）∈Σ
的情形可类似证明．证毕．

Σ上的·犪与·犕运算可自然地推广为Σ 上字集

间的运算如下：

设犃，犅Σ，犪∈Σ及犕Σ，我们定义

犃·犪犅＝｛狓·犪狔｜狓∈犃，狔∈犅｝，

犃·犕犅＝∪
犪∈犕

犃·犪犅．

由于，狓·犕狔∈Σ
，当且仅当存在犪∈犕，使

狓·犕狔＝狓·犪狔，故我们还有犃·犕犅 的如下等价定义：

犃·犕犅＝｛狓·犕狔｜狓∈犃，狔∈犅｝．

下面是Σ上字集间·犕运算的一些基本性质．

引理５．　若犃Σ犕，则犃·犕犕＝犃；若犃

犕Σ
，则犕·犕犃＝犃．

证明．　我们仅对前一断言作证明，后一断言的

证明可类似进行．设犃Σ
犕，我们的证明分以下两

方向进行．

（）设狑∈犃·犕犕．依定义，应存在犪∈犕 及

狓∈犃，狔∈犕，使狑＝狓·犪狔．从而，必有狓∈Σ
犪与

狔∈犪Σ

∩犕．故有狔＝犪及存在狓′∈Σ

，使狓＝狓′犪．

于是，我们有狑＝狓·犪狔＝狓′犪·犪犪＝狓′犪＝狓∈犃．

（）设狓∈犃．由于犃Σ犕，故必存在犪∈犕，

使狓∈Σ
犪．设狓＝狓′犪，狓′∈Σ，这时，有狓＝狓′犪＝

狓′犪·犪犪∈犃·犪犕犃·犕犕． 证毕．

引理６．　对所有犃，犅Σ，犪∈Σ及狑∈Σ，有

狑∈犃·犪犅，当且仅当存在狌犪∈犃 与犪狏∈犅，使

狑＝狌犪狏．

证明．

（）设狑∈犃·犪犅．依定义，应存在狓∈犃 与

狔∈犅，使狑＝狓·犪狔．从而，依字间·犪运算的定义，应

有狓∈Σ
犪与狔∈犪Σ

，即存在狌，狏∈Σ，使狓＝狌犪，

狔＝犪狏且狑＝狓·犪狔＝狌犪·犪犪狏＝狌犪狏．

（）设狌犪∈犃与犪狏∈犅．依·犪定义，这时，显然有

狑＝狌犪狏＝狌犪·犪犪狏∈犃·犪犅． 证毕．

引理７．　对所有犃，犅Σ，犪∈Σ，有

犃·犪犅＝（犃∩Σ
犪）·犪（犅∩犪Σ

）．

证明．

（）设狑∈犃·犪犅．由引理６，应存在狌犪∈犃 与

犪狏∈犅，使狑＝狌犪狏．但显然有狌犪∈犃∩Σ犪与犪狏∈

犅∩犪Σ
．故我们有

狑＝狌犪狏＝狌犪·犪犪狏∈（犃∩Σ
犪）·犪（犅∩犪Σ

）．

（）设狑∈（犃∩Σ犪）·犪（犅∩犪Σ
）．由引理６应

存在狌犪∈犃∩Σ
犪与犪狏∈犅∩犪Σ

，使狑＝狌犪狏．从

而，必有狌犪∈犃 与犪狏∈犅，且狑＝狌犪狏＝狌犪·犪犪狏∈

犃·犪犅． 证毕．

引理８．　对所有犃，犅Σ及犕Σ，有

犃·犕犅＝（犃∩Σ
犕）·犕（犅∩犕Σ

）．

证明．　事实上，狑∈犃·犕犅，依·犕定义，当且仅

当存在犪∈犕，使狑∈犃·犪犅．再依引理７，当且仅当

狑∈（犃∩Σ犪）·犪（犅∩犪Σ
）．从而依·犕定义，当且仅

当狑∈（犃∩Σ犕）·犕（犅∩犕Σ
）． 证毕．

下面，我们再给出·
犕
运算与通常集合运算与包

含关系间的关联引理．

引理９．　对所有犃，犅，犆Σ，犕Σ，有

（ｉ）犃·犕（犅∪犆）＝犃·犕犅∪犃·犕犆；

（ｉｉ）（犃∪犅）·犕犆＝犃·犕犆∪犅·犕犆；

（ｉｉｉ）犃·犕（犅∩犆）犃·犕犅∩犃·犕犆；

（ｉｖ）（犃∩犅）·犕犆犃·犕犆∩犅·犕犆；

（ｖ）若犅犆，则犃·犕犅犃·犕犆；

（ｉｖ）若犃犅，则犃·犕犆犅·犕犆．

证明．　

（ｉ）

（）设狑∈犃·犕（犅∪犆）．这时，据·犕定义，应存

在犪∈犕 及狓∈犃 与狔∈犅∪犆，使狑＝狓·犪狔．从而，
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或有狑∈犃·犪犅犃·犕犅（若狔∈犅），或有狑∈犃·犪犆

犃·犕犆（若狔∈犆）．即总有狑∈犃·犕犅∪犃·犕犆．

（）设狑∈犃·犕犅∪犃·犕犆．不妨设狑∈犃·犕犅

（狑∈犃·犕犆 时可类似证明）．这时，依·犕定义，应存

在犪∈犕 及狓∈犃 与狔∈犅，使狑＝狓·犪狔．由于犅

犅∪犆，故自然有

狑∈犃·犪犅犃·犪（犅∪犆）犃·犕（犅∪犆）．

（ｉｉ）可类似（ｉ）进行证明．

（ｉｉｉ）设狑∈犃·犕（犅∩犆）．这时，应存在犪∈犕，

狓∈犃与狔∈犅∩犆，使狑＝狓·犪狔．由此有狔∈犅 与

狔∈犆．从而，应同时有狑∈犃·犪犅犃·犕犅 与狑∈

犃·犪犆犃·犕犆．即狑∈犃·犕犅∩犃·犕犆．这就证明了

犃·犕（犅∩犆）犃·犕犅∩犃·犕犆．

（ｉｖ）可类似（ｉｉｉ）进行证明．

（ｖ）设犅犆．这时，有犆＝犅∪犆′，犆′Σ．从

而，利用（ｉ）有

犃·犕犅犃·犕犅∪犃·犕犆′＝犃·犕（犅∪犆′）＝犃·犕犆．

（ｉｖ）可类似（ｖ）进行证明． 证毕．

注意，（ｉｉｉ）与（ｉｖ）的反包含未必成立．如说

犪，犫∈犕，犃＝｛狓犪，狓犪狔犫｝，犅＝｛犪狔犫狕｝及犆＝｛犫狕｝．这

时，显然有狓犪狔犫狕＝狓犪·犪犪狔犫狕∈犃·犕犅 与狓犪狔犫狕＝

狓犪狔犫·犫狕∈犃·犕犆．从而，应有狓犪狔犫狕∈犃·犕犅∩犃·犕犆．

但由于犅∩犆＝，故狓犪狔犫狕犃·犕（犅∩犆）．即（ｉｉｉ）

的反包含在此时不成立．对（ｉｖ）读者可类似找到其

反包含不成立的实例．

推论２．　对所有犃犻，犅犼Σ
与 犕Σ，其中，

犻＝１，２，…，狀，犼＝１，２，…，犿，有

（ｉ）（犃１∪犃２∪…∪犃狀）·犕（犅１∪犅２∪…∪犅犿）＝

∪
狀

犻＝１
∪
犿

犼＝１

（犃犻·犕犅犼）；

（ｉｉ）（犃１∩犃２∩…∩犃狀）·犕（犅１∩犅２∩…∩犅犿）

∩
狀

犻＝１
∩
犿

犼＝１

（犃犻·犕犅犼）．

证明．　略．

现在，我们可以给出字集间·
犕
运算满足结合律

的一个定理．

定理２．　对所有犃，犅，犆Σ及犕Σ，有

（犃·犕犅）·犕犆＝犃·犕（犅·犕犆）．

证明．　事实上，我们有

（犃·犕犅）·犕犆＝｛狓·犕狔｜狓∈犃，狔∈犅｝·犕犆　

据字集·
犕
的定义

　 ＝｛（狓·犕狔）·犕狕｜狓∈犃，狔∈犅，狕∈犆｝

据字集·
犕
的定义

＝｛狓·犕（狔·犕狕）｜狓∈犃，狔∈犅，狕∈犆｝ 据定理１

＝犃·犕｛狔·犕狕｜狔∈犅，狕∈犆｝ 据字集·
犕
的定义

＝犃·犕（犅·犕犆） 据字集·
犕
的定义

证毕．

我们用犘（Σ）记写Σ的幂集．为方便叙述，我

们称代数系〈犘（Σ），·犕，犕〉为Σ上的一个犕粘连

代数，由定理２知，它是一个半群，且由引理５，犕 部

分地具有·
犕
运算单位元的性质．

由于 字 集·
犕
运算 满足 结合 律，故 表达 式

犃·犕（犅·犕犆）与（犃·犕犅）·犕犆将统一简记为犃·犕犅·犕犆．

一般地，表达式犃１·犕犃２·犕 …·犕犃狀有意义，它表示

狀个字集犃１，犃２，…，犃狀的按此序所作的·犕积．

下面，我们再引进后面讨论中起重要作用的

字集的幂运算犻（·犕），犻０及闭包运算（·犕）与

＋（·犕），并介绍其若干有用的基本性质．

设犃Σ
与犕Σ，我们定义

犃０
（·
犕
）
＝犕，

犃１
（·
犕
）
＝犃，

犃
（犻＋１）（·

犕
）
＝犃犻

（·
犕
）·
犕犃，犻１．

定义犃 的关于·犕的星闭包（·犕）与正闭包

＋（·犕）如下：

犃（·
犕
）
＝犃０

（·
犕
）
∪犃

１（·
犕
）
∪…∪犃

犻（·
犕
）
∪…，

犃＋（·
犕
）
＝犃１

（·
犕
）
∪犃

２（·
犕
）
∪…∪犃

犻（·
犕
）
∪…．

显然，我们有犃（·
犕
）
＝犃＋（·

犕
）
∪犃

０（·
犕
）
．此外，关

于幂运算犻（·犕），犻１，也满足通常的幂运算定律．

引理１０．　犃
犻（·

犕
）·
犕犃

犼（·
犕
）
＝犃

（犻＋犼）（·
犕
），犻，犼１．

证明．　对犼作归纳，

基础：犼＝１时，依定义即有犃
犻（·

犕
）·

犕犃
１（·

犕
）
＝

犃
（犻＋１）（·

犕
）
．

归纳：设犼＝犽时，结论成立，现考虑犽＋１的情

形．这时，我们有

　犃
犻（·

犕
）·
犕犃

（犽＋１）（·
犕
）
＝犃犻

（·
犕
）·
犕
（犃犽

（·
犕
）·
犕犃）

依（犽＋１）（·犕）定义

＝（犃犻
（·
犕
）·
犕犃

犽（·
犕
））·

犕犃　 定理２

＝犃
（犻＋犽）（·

犕
）·
犕犃　 归纳假设

＝犃
（犻＋犽＋１）（·

犕
）
　 ·

犕
指数定义

证毕．

引理１１．　（犃
犻（·

犕
））犼（·犕）＝犃犻犼

（·
犕
），犻，犼１（写法

犻犼表示犻与犼的积）．

证明．　略．

注意，引理１０、引理１１中犻，犼１的限制是因为：

一般未必有犃犻
（·
犕
）·
犕犃

０（·
犕
）
＝犃犻

（·
犕
）与犃０

（·
犕
）·
犕犃

犼（·
犕
）
＝

犃犼
（·
犕
），除非分别有犃Σ犕 与犃犕Σ．

为方便后面的讨论，我们再引进以下若干记号，
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并介绍若干有关结果．

设犕Σ．我们记Σ犕
　－ ＝Σ－犕．这时，Σ


犕
　－为Σ



中不含 犕 中符号的所有字的集合，即Σ

犕
　－ ＝Σ

－

Σ
犕Σ

．显然，我们有以下一些结果．

引理１２．　对所有犃Σ与犕Σ，有

（ｉ）若犅Σ犕
　－Σ

，则犃·犕犅＝；

（ｉｉ）若犅ΣΣ犕
　－，则犅·犕犃＝．

证明．　显然．

此引理表明，对任一犃Σ，用非犕 字符开头

的字集作·
犕
右乘，或用非 犕 字符结尾的字集

作·
犕
左乘，其积均为空集．下面，我们再引进记号

犃
（０）

犕 ＝｛狑｜狑∈犃，且｜狑｜犕＝０｝．

易见，有犃
（０）

犕 ＝犃∩Σ

犕
　－．这时，我们令犃犕＝犃－犃

（０）

犕 ．

于是，由上面引理及推论２（ｉ），我们可得以下结果．

引理１３．　对所有犃Σ与犕Σ，有犃·犕犃＝

犃犕·犕犃犕．

证明．　事实上，我们有

犃·犕犃＝（犃犕∪犃
（０）

犕
）·
犕
（犃犕∪犃

（０）

犕
）犃＝犃犕∪犃

（０）

犕

＝犃犕·犕犃犕∪犃犕·犕犃
（０）

犕 ∪犃
（０）

犕
·
犕犃犕∪犃

（０）

犕
·
犕犃

（０）

犕

推论２（ｉ）

＝犃犕·犕犃犕．

证毕．

３　Σ上的〈犘犕，犛犕，犉犕〉代数

（犕剪切代数）

设Σ是一有限字母表，狑∈Σ与犪∈Σ．我们定

义狑的犪尾前缀（简称犪前缀）集犘犪（狑）与犪头后

缀（简称犪后缀）集犛犪（狑）如下：

犘犪（狑）＝｛狌犪｜狑＝狌犪狏，狌，狏∈Σ
｝，

犛犪（狑）＝｛犪狏｜狑＝狌犪狏，狌，狏∈Σ
｝．

特别地，有犘犪（犪）＝犛犪（犪）＝｛犪｝．

对狑∈Σ
与犪∈Σ，我们定义

犘犪（犃）＝∪
狓∈犃

犘犪（狓），

犛犪（犃）＝∪
狓∈犃

犛犪（狓）．

对犃Σ
与犕Σ，狑 的犕前缀集犘犕（狑）与

犕后缀集犛犕（狑）定义为

犘犕（狑）＝∪
犪∈犕

犘犪（狑），

犛犕（狑）＝∪
犪∈犕

犛犪（狑）．

设犃Σ
，犃的犕前缀集犘犕（犃）与犕后缀集

犛犕（犃）定义为

犘犕（犃）＝∪
狑∈犃

犘犕（狑），

犛犕（犃）＝∪
狑∈犃

犛犕（狑）．

特别地，有犘犕（犕）＝犕＝犛犕（犕），且若犃

Σ

犕
　－，则有 犘犕 （犃）＝犛犕 （犃）＝．此外，易见，若

｜狑｜犪≠０，则有犘犪（狑）Σ
犪与犛犪（狑）犪Σ

，及若

犃≠犃
（０）

犕
，则有犘犕（犃）Σ

犕 与犛犕（犃）犕Σ
．后

面，我们有时泛称犘犪与犘犕为犘 运算，称犛犪与犛犕为

犛运算．

下面，我们来介绍犘与犛运算的若干基本性质．

引理１４．　对所有狑∈Σ与犪∈Σ，有

犘犪（犘犪（狑））＝犘犪（狑），

犛犪（犛犪（狑））＝犛犪（狑）．

证明．　先证犘犪（犘犪（狑））＝犘犪（狑）．

（）设狌犪∈犘犪（犘犪（狑））．依定义，应存在狑′犪∈

犘犪（狑），使狌犪∈犘犪（狑′犪）．这时，有以下两种可能：

（ａ）｜狌｜＝｜狑′｜．从而，有狌犪＝狑′犪∈犘犪（狑）；

（ｂ）｜狌｜＜｜狑′｜．这时，应存在狔′∈Σ，使狑′犪＝

狌犪狔′犪．又由狑′犪∈犘犪（狑），依定义，应存在狔∈Σ
，使

狑＝狑′犪狔＝狌犪狔′犪狔，故有狌犪∈犘犪（狑）．

（）设狌犪∈犘犪（狑）．依定义，必有狌犪∈Σ
犪．从

而，狌犪∈犘犪（狌犪）犘犪（犘犪（狑））．

对犛犪（犛犪（狑））＝犛犪（狑）可类似证明． 证毕．

推论３．　对所有犃Σ与犕Σ，有

犘犕（犘犕（犃））＝犘犕（犃），

犛犕（犛犕（犃））＝犛犕（犃）．

证明．　显然．

引理１５．　对所有狑，狌∈Σ与犪，犫∈Σ，有

（ｉ）狌∈犘犪（犛犫（狑）），当且仅当存在狓，狕∈Σ
，使

得狑＝狓狌狕，且狌∈Σ犪∩犫Σ；

（ｉｉ）狌∈犛犫（犘犪（狑）），当且仅当存在狓，狕∈Σ
，使

得狑＝狓狌狕，且狌∈Σ犪∩犫Σ．

证明．　

（ｉ）

（）设狌∈犘犪（犛犫（狑））．这时，据犘犪定义，应存在

狑′∈犛犫（狑）犫Σ
，使得狑′＝狌′犪狕，且狌＝狌′犪∈Σ犪．

再由狑′∈犛犫（狑）犫Σ
及犛犫定义，应有狑＝狓狑′，狓∈

Σ
．考虑到狑′＝狌′犪狕∈犫Σ

，我们应有狑＝狓狑′＝

狓狌′犪狕＝狓狌狕．故再据狑′＝狌′犪狕＝狌狕∈犛犫（狑）犫Σ
，

有狌∈犫Σ
，从而，有狌∈Σ犪∩犫Σ．

（）设存在狓，狕∈Σ，使狑＝狓狌狕，且狌∈Σ犪∩

犫Σ
．这时，有以下两种情形：

（ａ）｜狌｜＝１．从而，由狌∈Σ犪∩犫Σ知，必有狌＝
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犪＝犫．这时，有狑＝狓犪狕．据犛犪的定义，有犪狕∈犛犪（狑）．

再据犘犪定义，有狌＝犪∈犘犪（犪狕）犘犪（犛犪（狑））＝

犘犪（犛犫（狑））．

（ｂ）｜狌｜２．这时，必存在狔∈Σ，使狌＝犫狔犪，

狑＝狓犫狔犪狕．据犛犪与犘犪定义，应有犫狔犪狕∈犛犫（狑）及

狌＝犫狔犪∈犘犪（犫狔犪狕）犘犪（犛犫（狑））．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

定理３．　

（ｉ）对所有犪，犫∈Σ 与狑∈Σ，犘犪（犛犫（狑））＝

犛犫（犘犪（狑））；

（ｉｉ）对所有犪，犫∈Σ 与犃Σ，犘犪（犛犫（犃））＝

犛犫（犘犪（犃））．

证明．

（ｉ）事实上，设狌∈犘犪（犘犫（狑））．据引理１５的

（ｉ），即当且仅当存在狓，狕∈Σ，使得狑＝狓狌狕，且狌∈

Σ
犪∩犫Σ

．又据同一引理的（ｉｉ），即当且仅当狌∈

犛犫（犘犪（狑）），故有犘犪（犛犫（狑））＝犛犫（犘犪（狑））．

（ｉｉ）显然． 证毕．

关于字与字集的（通常）连接、犪粘连、犕粘连，

犘与犛运算有如下一些结果．

引理１６．　对所有狓，狔∈Σ与犪∈Σ，有

（ｉ）犘犪（狓狔）＝犘犪（狓）∪狓犘犪（狔）；

（ｉｉ）犛犪（狓狔）＝犛犪（狔）∪犛犪（狓）狔．

证明．

（ｉ）

（）设狌犪∈犘犪（狓狔）．据犘犪定义，应存在狕∈Σ
，

使狓狔＝狌犪狕．这时，若｜狓｜｜狌犪｜，则有狓＝狌犪狓′，

狓′∈Σ
，从而，有狌犪∈犘犪（狓）；若｜狓｜＜｜狌犪｜，设狌犪＝

狓狌′犪，狌′∈Σ，于是，我们有狓狔＝狌犪狕＝狓狌′犪狕．从而，

有狔＝狌′犪狕及狌′犪∈犘犪（狔）．故有狌犪＝狓狌′犪∈狓犘犪（狔）．

（）设狌犪∈犘犪（狓）∪狓犘犪（狔）．这时，若狌犪∈

犘犪（狓），则依定义，应存在狕∈Σ
，使狓＝狌犪狕．从而，

有狓狔＝狌犪狕狔，故狌犪∈犘犪（狓狔）．若狌犪∈狓犘犪（狔），则应

存在狌′犪∈犘犪（狔），使狌犪＝狓狌′犪．又据狌′犪∈犘犪（狔），依

犘犪定义，应存在狏∈Σ
，使狔＝狌′犪狏．这时，有狓狔＝

狓狌′犪狏＝狌犪狏．故有狌犪∈犘犪（狓狔）．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

引理１７．　对所有狓，狔∈Σ与犪，犫∈Σ，若狓·犫犫∈

Σ
，则有

（ｉ）犘犪（狓·犫狔）＝犘犪（狓）∪狓·犫犘犪（狔）；

（ｉｉ）犛犪（狓·犫狔）＝犛犪（狔）∪犛犪（狓）·犫狔．

证明．　

（ｉ）

（）设狌犪∈犘犪（狓·犫狔），且狓·犫狔＝狓′犫狔′，其中，

狓＝狓′犫，狔＝犫狔′，狓′，狔′∈Σ．由犘犪定义，应存在狏∈

Σ
，使得狓′犫狔′＝狓·犫狔＝狌犪狏．这时，有以下两种情形：

（ａ）狌犪∈犘犪（狓′犫）＝犘犪（狓）．由此，显然有狌犪∈

犘犪（狓）犘犪（狓）∪狓·犫犘犪（狔）．

（ｂ）狌犪犘犪（狓′犫）．从而，应有｜狌犪｜＞｜狓′犫｜．据

此，应存在狕∈Σ，使得狌犪＝狓′犫狕犪．从而，有狓′犫狔′＝

狓′犫狕犪狏．于是，我们有狔＝犫狔′＝犫狕犪狏．据犘犪定义，将

有犫狕犪∈犘犪（狔）．由此有狌犪＝狓′犫狕犪＝狓′犫·犫犫狕犪∈

狓·犫犘犪（狔）犘犪（狓）∪狓·犫犘犪（狔）．

（）设狌犪∈犘犪（狓）∪狓·犫犘犪（狔），且狓·犫狔＝

狓′犫狔′，其中，狓＝狓′犫，狔＝犫狔′，狓′，狔′∈Σ．这时，有以

下两种情形：

（ａ）狌犪∈犘犪（狓）．由于狓·犫狔＝狓′犫狔′＝狓狔′．据引

理１６的（ｉ），应有狌犪∈犘犪（狓）∪狓·犫犘犪（狔′）＝

犘犪（狓狔′）＝犘犪（狓·犫狔）．

（ｂ）狌犪∈狓·犫犘犪（狔）．据此，应存在狕∈犘犪（狔），使

得狌犪＝狓·犫狕．设狕＝犫狕′，狕′∈Σ
．于是，有狌犪＝

狓′犫狕′．又由于狕∈犘犪（狔），据定义，应存在狏∈Σ
，使

得狔＝狕狏．于是，我们有狓·犫狔＝狓′犫狔′＝狓′狔＝狓′狕狏＝

狓′犫狕′狏＝狓′犫·犫犫狕′狏＝狓·犫狕狏．从而，据犘犪定义，我们

有狌犪＝狓·犫狕∈犘犪（狓·犫狕狏）＝犘犪（狓·犫狔）．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

推论４．　对所有狓，狔∈Σ 与 犕Σ，假如

狓·犕狔∈Σ
，则对所有犪∈犕，有

（ｉ）狆犪（狓·犕狔）＝狆犪（狓）∪狓·犕狆犪（狔）；

（ｉｉ）犛犪（狓·犕狔）＝犛犪（狔）∪犛犪（狓）·犕狔．

证明．

（ｉ）由于狓·犕狔∈Σ
，当且仅当存在犫∈犕，使得

狓·犕狔＝狓·犫狔．利用引理１７的（ｉ），显然有

狆犪（狓·犕狔）＝狆犪（狓·犫狔）＝狆犪（狓）∪狓·犫狆犪（狔）

＝狆犪（狓）∪狓·犕狆犪（狔）．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

推论５．　对所有狓，狔∈Σ 与 犕 Σ，假如

狓·犕狔∈Σ
，则有

（ｉ）犘犕（狓·犕狔）＝犘犕（狓）∪狓·犕犘犕（狔）；

（ｉｉ）犛犕（狓·犕狔）＝犛犕（狔）∪犛犕（狓）·犕狔．

证明．

（ｉ）事实上，据犘犕定义及推论４，我们有

犘犕（狓·犕狔）＝∪
犪∈犕
狆犪（狓·犕狔）

＝∪
犪∈犕

（狆犪（狓）∪狓·犕狆犪（狔））

＝∪
犪∈犕
狆犪（狓）∪∪

犪∈犕

（狓·犕狆犪（狔））

＝犘犕（狓）∪狓·犕犘犕（狔）．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．
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关于犘与犛 运算与集合运算和包含关系间的

关联，由以下引理给出．

引理１８．　对所有犃，犅Σ与犪∈Σ，有

（ｉ）犘犪（犃犅）＝犘犪（犃）∪犃犘犪（犅）；犛犪（犃犅）＝

犛犪（犅）∪犛犪（犃）犅．

（ｉｉ）犘犪（犃∪犅）＝犘犪（犃）∪犘犪（犅）；犛犪（犃∪犅）＝

犛犪（犃）∪犛犪（犅）．

（ｉｉｉ）犘犪（犃∩犅）犘犪（犃）∩犘犪（犅）；犛犪（犃∩犅）

犛犪（犃）∩犛犪（犅）．

（ｉｖ）若犃犅，则犘犪（犃）犘犪（犅）及犛犪（犃）

犛犪（犅）．

证明．

（ｉ）先证犘犪（犃犅）＝犘犪（犃）∪犃犘犪（犅）．

（）设狌犪∈犘犪（犃犅）．由定义，应存在狓∈犃 与

狔∈犅，使狌犪∈犘犪（狓狔）．于是，据引理１６的（ｉ），有

狌犪∈犘犪（狓）∪狓犘犪（狔）犘犪（犃）∪犃犘犪（犅）．

（）设狌犪∈犘犪（犃）∪犃犘犪（犅）．这时，有以下两

种情形：

（ａ）狌犪∈犘犪（犃）．从而，应存在狓∈犃，使狌犪∈

犘犪（狓）．于是，据引理１６的（ｉ），对任何狔∈Σ
，都有

狌犪∈犘犪（狓）犘犪（狓）∪狓犘犪（狔）＝犘犪（狓狔）．故若取

狔∈犅，则自然有狌犪∈犘犪（狓狔）犘犪（犃犅）；

（ｂ）狌犪∈犃犘犪（犅）．从而，应存在狓∈犃与狔∈犅，

使狌犪∈狓犘犪（狔）．同样，据引理１６的（ｉ），有狌犪∈

狓犘犪（狔）犘犪（狓）∪狓犘犪（狔）＝犘犪（狓狔）犘犪（犃犅）．

对犛犪（犃犅）＝犛犪（犅）∪犛犪（犃）犅可类似证明．

（ｉｉ）显然．

（ｉｉｉ）先证犘犪（犃∩犅）犘犪（犃）∩犘犪（犅）．

设狌犪∈犘犪（犃∩犅）．由定义，应存在狑∈犃∩犅，

使狌犪∈犘犪（狑）．由此，有狑∈犃与狑∈犅．故应有狌犪∈

犘犪（狑）犘犪（犃）与狌犪∈犘犪（狑）犘犪（犅）．所以，狌犪∈

犘犪（犃）∩犘犪（犅）．

对犛犪（犃∩犅）犛犪（犃）∩犛犪（犅）可类似证明．

（ｉｖ）显然． 证毕．

注意，本引理（ｉｉｉ）中的反包含一般并不成立．例

如，设犃＝犪犫＋，犅＝犪犮＋．这时犃∩犅＝．显然，我

们有犘犪（犃）＝犘犪（犅）＝｛犪｝，故犘犪（犃）∩犘犪（犅）＝

｛犪｝．但犘犪（犃∩犅）＝．对犛犪的情形，可考虑犃＝

犫＋犪与犅＝犮＋犪的结果．

显然，对 犕Σ，在本引理中，用犘犕代替犘犪及

用犛犕代替犛犪，（ｉ）～（ｉｖ）的结论必仍成立．读者有兴

趣可证之．此外，（ｉｉ）与（ｉｉｉ）中的结论也易推广到

∪
狀

犻＝１
犃犻及∩

狀

犻＝１
犃犻的情形．

下面，我们再给出有关犘 与犛 间关系的若干

结果．

定理４． 对所有犃Σ与犕Σ，犘犕（犛犕（犃））＝

犛犕（犘犕（犃））．

证明．　事实上，我们有

　犘犕（犛犕（犃））＝犘犕（∪
犪∈犕
犛犪（犃））　据犛犕定义

＝∪
犪∈犕

（犘犕（犛犪（犃）） 引理１８（ｉｉ）的推广版

＝∪
犪∈犕

（∪
犫∈犕
犘犫（犛犪（犃）））　 据犘犕的定义

＝∪
犪∈犕

（∪
犫∈犕
犛犪（犘犫（犃）））　 定理３的（ｉｉ）

＝∪
犪∈犕

（犛犪（∪
犫∈犕
犘犫（犃）））　 引理１８（ｉｉ）的推广版

＝∪
犪∈犕
犛犪（犘犕（犃））　 据犘犕的定义

＝犛犕（犘犕（犃））　 据犛犕定义

证毕．

引理１９．　设犃Σ与犕Σ．这时，对所有犪∈

犕 与狓∈Σ
，狓犪∈犘犕（犃），当且仅当存在狔∈Σ

，使

得犪狔∈犛犕（犃）．

证明．

（）设狓犪∈犘犕（犃）．依定义，应存在狑∈犃 及

狔∈Σ
，使 狑＝狓犪狔．从而，存在狔∈Σ，使犪狔∈

犛犕（狑）犛犕（犃）；

（）设存在狔∈Σ，使得犪狔∈犛犕（犃）．依定义，

应存在狑∈犃 及狓∈Σ
，使得狑＝狓犪狔．从而，存在

狓∈Σ
，使狓犪犘犪（狑）犘犕（犃）． 证毕．

引理２０．　设犃，犅Σ与犕Σ．对所有狑∈

Σ
，有狑∈犘犕（犃）·犕犛犕（犅），当且仅当存在犪∈犕，

狌犪∈犘犕（犃）与犪狏∈犛犕（犃），使得狑＝狌犪狏．

证明．

（）设狑∈犘犕（犃）·犕犛犕（犅）．依定义，应存在犪∈

犕，狌犪∈犘犕（犃）与犪狏∈犛犕（犃），使得狑＝狌犪·犪犪狏＝

狌犪狏．

（）设存在犪∈犕，狌犪∈犘犕（犃）与犪狏∈犛犕（犃），

使得狑＝狌犪狏．这时，显然有 狑＝狌犪狏＝狌犪·犪犪狏∈

犘犕（犃）·犕犛犕（犅）． 证毕．

引理２１．　对所有犃，犅Σ与犕Σ，有

（ｉ）犘犕（犃·犕犅）犘犕（犃）∪犃·犕犘犕（犅）；

（ｉｉ）犛犕（犃·犕犅）犛犕（犅）∪犛犕（犃）·犕犅．

证明．

（ｉ）对每一犪∈犕，设狌犪∈犘犪（犃·犕犅）．据犘犪定

义，应存在狑∈犃·犕犅 与狏∈Σ
，使得狑＝狌犪狏．由

狑∈犃·犕犅 知，应存在犫∈犕，狓∈犃 与狔∈犅，使得

狑＝狓·犫狔．从而，有狌犪∈犘犪（狑）＝犘犪（狓·犫狔）．由引理１７

的（ｉ）知，有狌犪∈犘犪（狓）∪狓·犫犘犪（狔）犘犕（犃）∪
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犃·犕犘犕（犅）．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

注意，本引理的“”如改成“”，结论一般?

不成立．例如，设Σ＝｛犪，犫，犮，犱｝，犕＝｛犪，犫｝，犃＝

｛犮犪犮犫，犱犫犱犪｝与犅＝｛犪犮犮，犪犱犱｝．这时，有

犃·犕犅 ＝犃·犪犅∪犃·犫犅

＝｛犮犪犮犫，犱犫犱犪｝·犪｛犪犮犮，犪犱犱｝∪

｛犮犪犮犫，犱犫犱犪｝·犫｛犪犮犮，犪犱犱｝

＝｛犱犫犱犪犮犮，犱犫犱犪犱犱｝∪

＝｛犱犫犱犪犮犮，犱犫犱犪犱犱｝，

犘犕（犃·犕犅）＝犘犕（｛犱犫犱犪犮犮，犱犫犱犪犱犱｝）

＝｛犱犫，犱犫犱犪｝，

及 犘犕（犃）＝｛犮犪，犮犪犮犫，犱犫，犱犫犱犪｝，

犘犕（犅）＝｛犪｝．

这时，我们有

犘犕（犃）∪犃·犕犘犕（犅）＝｛犮犪，犮犪犮犫，犱犫，犱犫犱犪｝．

显然有犘犕（犃）∪犃·犕犘犕（犅）不包含于犘犕（犃·犕犅）

中．对犛操作的反例，读者可仿此构作．此外，我们

有以下引理．

引理２２．　对所有犃，犅Σ与犕Σ，有

（ｉ）犃·犕犘犕（犅）犘犕（犃·犕犅）；

（ｉｉ）犛犕（犃）·犕犅犛犕（犃·犕犅）．

证明．

（ｉ）对每一犪∈犕，设狌犪∈犃·犕犘犪（犅）．依·犕 定

义，应存在犫∈犕，狓′犫∈犃 与犫狔′∈犘犪（犅），狓′，狔′∈

Σ
，使得狌犪＝狓′犫狔′．这时，有以下两种情形：

（ａ）狔′＝λ．从而，有狌＝狓′与犪＝犫．由此，有犪＝

犫＝犫狔′∈犘犪（犅）．据此，应存在狔∈犅及狏∈Σ
，使得

狔＝犪狏＝犫狔′狏．于是，我们有狓′犫狔′狏＝狓′犫·犫犫狔′狏∈

犃·犫犅犃·犕犅．从而，有狌犪＝狓′犫狔′∈犘犪（狓′犫狔′狏）

犘犕（犃·犕犅）．

（ｂ）狔′≠λ．由犫狔′∈犘犪（犅）知，可设狔′＝狕犪，狕∈

Σ
．从而，有狌犪＝狓′犫狔′＝狓′犫狕犪．由犫狕犪＝犫狔′∈

犘犪（犅），据犘犪定义，应存在狔∈犅与狏∈Σ
，使得狔＝

犫狕犪狏．由此，我们有狌犪狏＝狓′犫狕犪狏＝狓′犫·犫犫狕犪狏∈

犃·犫犅．最后，我们有狌犪＝犘犪（狌犪狏）犘犪（犃·犕犅）

犘犕（犃·犕犅）．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

为了探讨犘犕（犃）犘犕（犃·犕犅）与犛犕（犅）

犛犕（犃·犕犅）成立的条件，我们需要引进以下一些概

念和记法．

设犃Σ
，我们定义

狋犪犻犾（犃）＝｛狋∈Σ｜存在狓∈Σ，使得狓狋∈犃｝，

犺犲犪犱（犃）＝｛犺∈Σ｜存在狓∈Σ，使得犺狓∈犃｝．

易见，狋犪犻犾（犃）与犺犲犪犱（犃）分别为字集犃中非空字之

尾符与首符集．

对任意犃，犅Σ与犕Σ，我们说犃与犅 关于

·
犕
是完全的，记为犕（·，犃，犅），假如对!

一狓∈犃，

存在狔∈犅 及对每一狔∈犅，存在 狓∈犃，使得

狓·犕狔∈Σ
．

由于狓·犕狔∈Σ
，当且仅当存在犪∈犕，使得

狓·犕狔＝狓·犪狔．从而，我们有 犕（·，犃，犅）成立，当且

仅当对每一狓∈犃，存在犪∈犕 与狔∈犅 及对每一

狔∈犅，存在犪∈犕 与狓∈犃，使得狓·犪狔∈Σ
．

下面，我们来建立上述概念的一些有用性质．

引理２３．　对任意狓∈Σ，犃Σ与犕Σ，有

（ｉ）狋犪犻犾（犘犕（狓））＝犺犲犪犱（犛犕（狓））；

（ｉｉ）狋犪犻犾（犘犕（犃））＝犺犲犪犱（犛犕（犃））．

证明．　

（ｉ）

（）对任一犪∈狋犪犻犾（犘犕（狓）），据狋犪犻犾定义，应

存在狌∈Σ
，使得狌犪∈犘犕（狓）．再据犘犕定义，应存在

狏∈Σ
，使得狓＝狌犪狏．由此，有犪狏∈犛犕（狓）．再据犺犲犪犱

定义，我们就有犪∈犺犲犪犱（犛犕（狓））．

（）可类似证明．

（ｉｉ）事实上，考虑到狋犪犻犾与犺犲犪犱对集合并的可

分配性（读者自证），并利用上述引理，我们有

狋犪犻犾（犘犕（犃））＝狋犪犻犾（∪
狓∈犃
犘犕（狓））

＝∪
狓∈犃
狋犪犻犾（犘犕（狓））

＝∪
狓∈犃
犺犲犪犱（犛犕（狓））

＝犺犲犪犱（∪
狓∈犃
犛犕（狓））

＝犺犲犪犱（犛犕（犃））．

证毕．

引理２４．　对任意犃，犅Σ 与 犕Σ，假如

犕（·，犃，犅）成立，则必有犃Σ犕 与犅犕Σ．

证明．　设狓∈犃．由于 犕（·，犃，犅）成立，故应

存在狔∈犅，使得狓·犕狔∈Σ
．据·犕定义，当且仅当存

在犪∈犕，使得狓·犕狔＝狓·犪狔．据·犪定义，当且仅当存

在狓′，狔′∈Σ，使得狓＝狓′犪，狔＝犪狔′，且狓·犪狔＝

狓′犪狔′．于是，有狓∈Σ犪Σ犕．

对犅犕Σ
可类似证明． 证毕．

引理２５．　对任意犃，犅Σ 与 犕Σ，假如

犕（·，犃，犅）成立，则有

（ｉ）对每一犪∈犕，假如存在狓′∈Σ，使得狓′犪∈

犃，则必存在狔′∈Σ，使得犪狔′∈犅；

（ｉｉ）对每一犪∈犕，假如存在狔′∈Σ，使得犪狔′∈

犅，则必存在狓′∈Σ，使得狓′犪∈犃．
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证明．

（ｉ）设犪∈犕，且狓′犪∈犃，狓′∈Σ．由于犕（·，犃，犅）

成立，故应存在狔∈犅，使得狓′犪·犕狔∈Σ
．依·犕定义，

应存在犫∈犕，使得狓′犪·犕狔＝狓′犪·犫狔．显然应有

犫＝犪，及存在狔′∈Σ，使得犪狔′＝狔∈犅．

（ｉｉ）可类似证"． 证毕．

引理２６．　对任意 犕Σ，犃Σ犕 与犅

犕Σ
，犕（·，犃，犅）成立，当且仅当狋犪犻犾（犃）＝犺犲犪犱（犅）．

证明．

（）设犕Σ，犃Σ犕 与犅犕Σ，且犕（·，

犃，犅）成立．我们来证明狋犪犻犾（犃）＝犺犲犪犱（犅）．

（）设犪∈狋犪犻犾（犃）．依狋犪犻犾定义，应存在狓′∈Σ，

使得狓′犪∈犃Σ
犕．故有犪∈犕．又由犕（·，犃，犅）成

立，据引理２５的（ｉ），应存在狔′∈Σ，使得犪狔′∈犅．从

而，有犪∈犺犲犪犱（犅）．

（）设犪∈犺犲犪犱（犅）．依犺犲犪犱定义，应存在狔′∈

Σ
，使得狔′∈犅犕Σ．故有犪∈犕．又由犕（·，犃，犅）

成立，据引理２５的（ｉｉ），应存在狓′∈Σ，使得狓′犪∈

犃．从而，有犪∈狋犪犻犾（犃）．

（）设 犕Σ，犃Σ犕 与犅犕Σ
，且

狋犪犻犾（犃）＝犺犲犪犱（犅）．我们来证明犕（·，犃，犅）成立．

事实上，设狓∈犃Σ犕．我们令狓＝狓′犪，狓′∈

Σ
，犪∈犕．由此，有犪∈狋犪犻犾（犃）．再据狋犪犻犾（犃）＝

犺犲犪犱（犅），应有犪∈犺犲犪犱（犅）．从而，应存在狔′∈Σ，

使得犪狔′∈犅．取狔＝犪狔′，就有在所设条件下，对每一

狓∈犃，存在犪∈犕 与狔∈犅，使得狓·犪狔＝狓′犪狔′∈Σ
．

类似地，可证明，对每一狔∈犅存在犪∈犕 与狓∈犃，

使得狓·犪狔∈Σ
．故我们有犕（·，犃，犅）． 证毕．

推论６．　对任意犃Σ与犕Σ，总有犕（·，

犘犕（犃），犛犕（犃））成立．

证明．　事实上，对任意犃Σ与犕Σ，据引

理２０的（ｉｉ），我们有狋犪犻犾（犘犕（犃））＝犺犲犪犱（犛犕（犃））．

故据引理２６，有犕（·，犘犕（犃），犛犕（犃））成立．

下面，在 犕（·，犃，犅）成立的条件下，我们证

明包含关系 犘犕（犃）犘犕（犃·犕犅）与犛犕（犅）

犛犕（犃·犕犅）成立．

引理２７．　对任意犃，犅Σ与 犕Σ，假如

犕（·，犃，犅）成立，则有

（ｉ）犘犕（犃）犘犕（犃·犕犅）；

（ｉｉ）犛犕（犅）犛犕（犃·犕犅）．

证明．

（ｉ）对每一犪∈犕，设狌犪∈犘犪（犃）．据犘犪定义，应

存在狓∈犃与狏∈Σ
，使得狓＝狌犪狏．由于犕（·，犃，犅）

成立，故应存在狔∈犅，使得狓·犕狔∈Σ
．显然，我们有

狓·犕狔∈犃·犕犅．据推论４，对每一犪∈犕，我们有

犘犪（狓·犕狔）＝犘犪（狓）∪狓·犕狆犪（狔）．从而，有狌犪∈

犘犪（狓）犘犪（狓·犕狔）犘犪（犃·犕犅）犘犕（犃·犕犅）．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

定理５．　对所有 犃，犅Σ 与 犕Σ，假如

犕（·，犃，犅）成立，则有

（ｉ）犘犕（犃·犕犅）＝犘犕（犃）∪犃·犕犘犕（犅）；

（ｉｉ）犛犕（犃·犕犅）＝犛犕（犅）∪犛犕（犃）·犕犅．

证明．　

（ｉ）

（）据引理２１的（ｉ）．

（）据引理２２的（ｉ）与引理２７的（ｉ）．

（ｉｉ）可类似证明．

这里，我们还要介绍一个下面要用到的结果．

引理２８．　对所有犃Σ与犕Σ，有

（ｉ）犘犕（犃）＝犘犕（犃犕）；

（ｉｉ）犛犕（犃）＝犛犕（犃犕）．

证明．

（ｉ）由犃＝犃犕∪犃
（０）

犕
及犘犕（犃

（０）

犕
）＝，再据引

理１８的（ｉｉ）犕 版即得．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

最后，我们再引进 犕剪切代数〈犘（Σ），｛犘犕，

犛犕，犉犕｝，犕〉中的另一运算犉犕．对所有犃Σ
 与

犕Σ，犉犕为取犕因子的运算，它定义为

犉犕（犃）＝｛犪狓犫｜犪，犫∈犕，存在狑∈犃，使狑＝狌犪狓犫狏｝．

此处我们不准备对运算犉犕的性质作探讨，因

为，在后面，我们将对犉犕的一类更实用的特殊形式

犉
（犻）

犕
，犻０作深入研究．

４　Σ上的＃犕代数（犕重组代数或

称犕桥接代数）

本节中，我们来讨论Σ上的＃犕代数，亦称犕重

组代数或犕桥接代数，它对应于简单 Ｈ系统
［１０］．

它们是由运算＃犪与＃犕导出的．现在，我们就来给出

它们的定义．

设狓，狔∈Σ与犪∈Σ．我们定义

狓＃犪狔＝｛狓１犪狔２｜若狓＝狓１犪狓２，狔＝狔１犪狔２｝．

并称＃犪为字间的犪重组运算或犪桥接运算．对

犕Σ，我们定义

狓＃犕狔＝∪
犪∈犕
狓＃犪狔，

并称＃犕为字间的犕重组运算或犕桥接运算．运算

＃犪与＃犕可如下自然地定义为字集间的运算．设
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犃，犅Σ，犪∈Σ及犕Σ．我们定义

犃＃犪犅＝∪
狓∈犃
狔∈犅

狓＃犪狔；

犃＃犕犅＝∪
犪∈犕

犃＃犪犅．

注意，在文献［１０］中仅定义了字集间的＃犕运

算，且它定义为

犔１＃犕犔２＝犘狉犲犳（犔１）◇犕犛狌犳（犔２）．

其中，犘狉犲犳（犔１）与犛狌犳（犔２）分别为犔１的所有前缀的

集合及犔２的所有后缀的集合，◇犕的意义与本文中

的·
犕
相同．由后面的定理６可知，我们的＃犕定义

与文献［１０］中＃犕的定义等价，且我们仅考虑运算

中真正起作用的 犕前缀与 犕后缀，从而简化了

计算．

我们首先给出有关犃＃犕犅 另一种表示的一个

引理．

引理２９．　对所有犃，犅Σ与犕Σ，有

∪
犪∈犕
犃＃犪犅＝∪

狓∈犃
狔∈犅

狓＃犕狔，

即有犃＃犕犅＝∪
狓∈犃
狔∈犅

狓＃犕狔．

证明．

（）设狑∈∪
犪∈犕
犃＃犪犅．依定义，应存在犪∈犕，使

得狑∈犃＃犪犅．从而，应存在狓∈犃，狔∈犅，使得狑∈

狓＃犪狔狓＃犕狔∪
狓∈犃
狔∈犅

狓＃犕狔．

（）设狑∈∪
狓∈犃
狔∈犅

狓＃犕狔．依定义，应存在狓∈犃与

狔∈犅，使狑∈狓＃犕狔＝∪
犪∈犕
狓＃犪狔．从而，应存在犪∈犕，

使得狑∈狓＃犪狔犃＃犪犅∪
犪∈犕
犃＃犪犅． 证毕．

下面的定理及推论提示了＃犪，＃犕运算与犘，犛

及·犪，·犕运算间的密切关系，并证明了我们给出的

＃犕运算与文献［１０］中＃犕定义是等价的．

定理６．　

（ｉ）对 所 有 狓，狔∈Σ与 犪∈Σ，狓＃犪狔＝

犘犪（狓）·犪犛犪（狔）；

（ｉｉ）对所有狓，狔∈Σ 与 犕Σ，狓＃犕狔＝

犘犕（狓）·犕犛犕（狔）；

（ｉｉｉ）对所有 犃，犅Σ 与 犕Σ，犃＃犕犅＝

犘犕（犃）·犕犛犕（犅）；

（ｉｖ）对所有 犃，犅Σ 与 犕Σ，犃＃犕犅＝

犃犕＃犕犅犕．

证明．

（ｉ）

（）设狑∈狓＃犪狔．依定义，应存在狓１，狓２，狔１，

狔２∈Σ
，使狓＝狓１犪狓２，狔＝狔１犪狔２及狑＝狓１犪狔２．于是，

应有狓１犪∈犘犪（狓）与犪狔２∈犛犪（狔）．从而，有 狑＝

狓１犪狔２＝狓１犪·犪犪狔２∈犘犪（狓）·犪犛犪（狔）．

（）设狑∈犘犪（狓）·犪犛犪（狔）．据此，应存在狓１犪∈

犘犪（狓）与犪狔２∈犛犪（狔），使狑＝狓１犪·犪犪狔２＝狓１犪狔２．再

由狓１犪∈犘犪（狓），依定义应存在狓２∈Σ，使狓＝狓１犪狓２．

据犪狔２∈犛犪（狔），依定义，应存在狔１∈Σ
，使狔＝

狔１犪狔２．从而，据＃犪定义，有狑＝狓１犪狔２∈狓＃犪狔．

（ｉｉ）事实上，我们有

狓＃犕狔＝∪
犪∈犕
狓＃犪狔＝∪

犪∈犕

（犘犪（狓）·犪犛犪（狔））

＝犘犕（狓）·犕犛犕（狔）．

（ｉｉｉ）由定义及引理２９，再据（ｉｉ），我们有

犃＃犕犅＝∪
犪∈犕
犃＃犪犅＝∪

狓∈犃
狔∈犅

（狓＃犕狔）

＝∪
狓∈犃
狔∈犅

（犘犕（狓）·犕犛犕（狔）

＝犘犕（犃）·犕犛犕（犅）．

（ｉｖ）据（ｉｉｉ）及引理２８，我们有

犃＃犕犅 ＝犘犕（犃）·犕犛犕（犅）＝犘犕（犃犕）·犕犛犕（犅犕）

＝犃犕＃犕犅犕． 证毕．

下面引理给出了＃犕与通常集合运算与包含关

系间的关联．

引理３０．　设犃，犅，犆Σ与犕Σ，有

（ｉ）犃＃犕（犅∪犆）＝犃＃犕犅∪犃＃犕犆；

（ｉｉ）（犃∪犅）＃犕犆＝犃＃犕犆∪犅＃犕犆；

（ｉｉｉ）犃＃犕（犅∩犆）犃＃犕犅∩犃＃犕犆；

（ｉｖ）（犃∩犅）＃犕犆犃＃犕犆∩犅＃犕犆；

（ｖ）若犃犅，则犃＃犕犆犅＃犕犆；若犅犆，则

犃＃犕犅犃＃犕犆．

证明．

（ｉ）事实上，我们有

犃＃犕（犅∪犆）＝犘犕（犃）·犕犛犕（犅∪犆）

据定理６的（ｉｉｉ）

　　　＝犘犕（犃）·犕（犛犕（犅）∪犛犕（犆））

据引理１８（ｉｉ）的犛犕版

　＝犘犕（犃）·犕犛犕（犅）∪犘犕（犃）·犕犛犕（犆）

据引理９的（ｉ）

　＝犃＃犕犅∪犃＃犕犆　 据定理６的（ｉｉｉ）

（ｉｉ）可类似证明．

（ｉｉｉ）事实上，我们有

犃＃犕（犅∩犆）＝犘犕（犃）·犕犛犕（犅∩犆）

据定理６的（ｉｉｉ）

　犘犕（犃）·犕（犛犕（犅）∩犛犕（犆））　

据引理１８的（ｉｉｉ）及引理９的（ｖ）

３６３３期 黄育潜：ＤＮＡ计算的基本代数原理（一）



　犘犕（犃）·犕犛犕（犅）∩犘犕（犃）·犕犛犕（犆）

据引理９的（ｉｉｉ）

　＝犃＃犕犅∩犃＃犕犆 据定理６的（ｉｉｉ）

（ｉｖ）可类似（ｉｉｉ）证明．

（ｖ）我们仅对前一断言进行证明，后一断言可

类似证明．

设犃犅．据引理 １８（ｉｖ）的 犕 版，我们有

犘犕（犃）犘犕 （犅）．再据引理 ９ 的 （ｖｉ），我们有

犘犕（犃）·犕犛犕（犆）犘犕（犅）·犕犛犕（犆）．从而，据定理６

的（ｉｉｉ），我们有犃＃犕犆犅＃犕犆． 证毕．

推论７．　设犃犻，犅犼Σ
，犻＝１，２，…，狀，犼＝１，

２，…，犿及犕Σ．这时，有

（ｉ）（犃１∪犃２∪…∪犃狀）＃犕（犅１∪犅２∪…∪犅犿）＝

∪
狀

犻＝１
∪
犿

犼＝１

（犃犻＃犕犅犼）；

（ｉｉ）（犃１∩犃２∩…∩犃狀）＃犕（犅１∩犅２∩…∩犅犿）

∪
狀

犻＝１
∪
犿

犼＝１

（犃犻＃犕犅犼）．

证明．　略．

下面，我们来研究运算＃犕的结合性．出于实用

的目的，我们仅考虑字集间的＃犕运算．首先，我们要

指出的是 Ｍａｔｅｅｓｃｕ等在文献［１０］中给出的引理６

（关于＃犕的结合性）是错误的．这通过我们下面给

出的实例就可看出．

例．　设Σ＝｛犪，犫，犮，犱｝，犕＝｛犪，犫｝，犃＝｛犮犪犮犫，

犱犫犱犪｝，犅＝｛犪犮犮，犪犱犱｝与犆＝｛犫犱犮｝．

利用定理６的（ｉｉｉ），通过计算，我们有

　（犃＃犕犅）＃犕犆＝（犘犕（犃）·犕犛犕（犃））＃犕犆

＝（｛犮犪，犮犪犮犫，犱犫，犱犫犱犪｝·犕｛犪犮犮，犪犱犱｝）＃犕犆

＝｛犮犪犮犮，犮犪犱犱，犱犫犱犪犮犮，犱犫犱犪犱犱｝＃犕犆

＝犘犕（｛犮犪犮犮，犮犪犱犱，犱犫犱犪犮犮，犱犫犱犪犱犱｝）·犕犛犕（犆）

＝｛犮犪，犱犫，犱犫犱犪｝·犕｛犫犱犮｝

＝｛犱犫犱犮｝，

　犃＃犕（犅＃犕犆）＝犃＃犕（犘犕（犅）·犕犛犕（犆））

＝犃＃犕（犪·犕犫犱犮）

＝犃＃犕

＝．

从而有（犃＃犕犅）＃犕犆≠犃＃犕（犅＃犕犆）．

Ｍａｔｅｅｓｃｕ等关于＃犕满足结合律的断言错误的

关键在于，他们误认为犘犕（犃）犘犕（犃·犕犅）与犛犕

（犅）犛犕（犃·犕犅）两包含关系的成立是无条件的．

但是，像我们在引理２１后给出的实例所证实的，事

实?非如此．为此，我们着力于寻求两包含关系成立

的充分条件，这就是犕（·，犃，犅）成立．从而，也就有

了下面的＃犕结合性定理．

定理７．　对所有犃，犅，犆Σ与 犕Σ，假如

犕（·，犘犕（犃），犛犕（犅））与 犕（·，犘犕（犅），犛犕（犆））成

立，则我们有

（犃＃犕犅）＃犕犆＝犃＃犕（犅＃犕犆）．

证明．　首先注意到，据引理１４的推论，我们有

犘犕（犘犕（犃））＝犘犕（犃）与犛犕（犛犕（犃））＝犛犕（犃）．从

而，易检验，假如犕（·，犘犕（犃），犛犕（犅））成立，则犕（·，

犘犕（犘犕（犃）），犛犕（犅））与犕（·，犘犕（犃），犛犕（犛犕（犅）））

成立．同样，犕（·，犘犕（犅），犛犕（犆））成立将蕴含犕（·，

犘犕（犘犕（犅）），犛犕（犆））与犕（·，犘犕（犅），犛犕（犛犕（犆）））

成立．于是，我们有

（犃＃犕犅）＃犕犆

　＝（犘犕（犃）·犕犛犕（犅））＃犕犆　 定理６的（ｉｉｉ）

　＝犘犕（犘犕（犃）·犕犛犕（犅））·犕犛犕（犆）　同上

　＝［犘犕（犘犕（犃））∪犘犕（犃）·犕犘犕（犛犕（犅））］·犕犛犕（犆）

　 定理５

　＝［犘犕（犃）∪犘犕（犃）·犕犛犕（犘犕（犅））］·犕犛犕（犆）

前面说明与定理４

　＝犘犕（犃）·犕犛犕（犆）∪犘犕（犃）·犕犛犕（犘犕（犅））·犕犛犕（犆）

引理９

　＝犘犕（犃）·犕［犛犕（犆）∪犛犕（犘犕（犅））·犕犛犕（犆）］

同上

　＝犘犕（犃）·犕犛犕（犘犕（犅）·犕犛犕（犆））　定理５

　＝犘犕（犃）·犕犛犕（犅＃犕犆） 定理６的（ｉｉｉ）

　＝犃＃犕（犅＃犕犆）．　 同上

证毕．

推论８．　对所有犃Σ与犕Σ，总有

（犃＃犕犃）＃犕犃＝犃＃犕（犃＃犕犃）．

证明．　据推论６，对任意犃Σ与犕Σ，我

们总有犕（·，犘犕（犃），犛犕（犃））成立．在本定理证明

中，取犃＝犅＝犆，即得本推论．

下面，我们再指出，犕 在局部范围内也起作运

算＃犕的单位元作用．

定理８．　对所有犃Σ与犕Σ，有

（ｉ）犃＃犕犕＝犃，当且仅当犃＝犘犕（犃）；

（ｉｉ）犕＃犕犃＝犃，当且仅当犃＝犛犕（犃）；

（ｉｉｉ）若犅∈Σ


犕
　－，则犃＃犕犅＝犅＃犕犃＝．

证明．

（ｉ）

（）若犃＃犕犕＝犃，则依定理６的（ｉｉｉ）及引

理５，我们有

犃＝犃＃犕犕＝犘犕（犃）·犕犛犕（犕）

＝犘犕（犃）·犕犕＝犘犕（犃）．
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（）若犃＝犘犕（犃），这时，我们有

犃＝犘犕（犃）＝犘犕（犃）·犕犕

＝犘犕（犃）·犕犛犕（犕）＝犃＃犕犕．

（ｉｉ）可类似证明．

（ｉｉｉ）由于若犅∈Σ


犕
　－，则有犘犕（犅）＝犛犕（犅）＝，

从而，有犃＃犕犅＝犘犕（犃）·犕犛犕（犅）＝·犕＝．

证毕．

至此，易见，代数系〈犘（Σ），＃犕，犕〉仅是一个亚

半群（＃犕的结合性是有条件的，故不是如 Ｍａｔｅｅｓｃｕ

等所断言的为半群），且具有犕为部分单位元．为方便

叙述，我们称其为Σ上的一个犕重组代数，或犕桥

接代数（它们将剪切后具有犕中同一符标记作尾与头

的两片段重组为一新字）．有意思的是，据推论８，对

任意犃Σ
与 犕Σ，我们可将（犃＃犕犃）＃犕犃 与

犃＃犕（犃＃犕犃）统一记为犃＃犕犃＃犕犃．由此，我们就

可引入关于字集犃Σ
的幂运算犻（＃犕），犻０及闭

包运算（＃犕）与＋（＃犕）．下面我们来作介绍，并给

出它们的一些基本性质．

设犃Σ
与犕Σ．我们定义：

犃０
（＃犕

）
＝犕，

犃１
（＃犕

）
＝犃，

犃
（犻＋１）（＃犕

）
＝犃犻

（＃犕
）
＃犕犃，犻１．

像前面一样，如下引进 犃 关于＃犕的星闭包

（＃犕）与正闭包＋（＃犕）如下：

犃（＃犕
）
＝犃０

（＃犕
）
∪犃

１（＃犕
）
∪…∪犃

犻（＃犕
）
∪…；

犃＋（＃犕
）
＝犃１

（＃犕
）
∪犃

２（＃犕
）
∪…∪犃

犻（＃犕
）
∪…．

显然，我们有犃（＃犕
）
＝犃＋（＃犕

）
∪犃

０（＃犕
）
．此外，

我们还有下面引理．

引理３１．　对所有犃Σ与犕Σ，有

（ｉ）犃犻
（＃犕

）
＃犕犃

犼（＃犕
）
＝犃

（犻＋犼）（＃犕
），犻，犼１；

（ｉｉ）（犃犻
（＃犕

））犼（＃犕）＝犃犻犼
（＃犕

），犻，犼１．

证明．

（ｉ）对犼作归纳．

基础：犼＝１时，依定义，有犃
犻（＃犕

）
＃犕犃

１（＃犕
）
＝

犃犻
（＃犕

）
＃犕犃＝犃

（犻＋１）（＃犕
）
．

归纳：设犼＝犽时，结论成立，现考虑犽＋１的情

形．这时，有

犃犻
（＃犕

）
犃
（犽＋１）（＃犕

）
＝犃犻

（＃犕
）
＃犕（犃

犽（＃犕
）
＃犕犃）

据＃犕指数定义

　＝（犃
犻（＃犕

）
＃犕犃

犽（＃犕
））＃犕犃 据＃犕结合性

　＝犃
（犻＋犽）（＃犕

）
＃犕犃 归纳假设

　＝犃
（犻＋犽＋１）（＃犕

） 据＃犕指数定义

（ｉｉ）略． 证毕．

注意，引理中犻，犼１的限制是因为，一般未

必有犃犻
（＃犕

）
＃犕犃

０（＃犕
）
＝犃犻

（＃犕
）与犃０

（＃犕
）
＃犕犃

犻（＃犕
）
＝

犃犻
（＃犕

），除非有犘犕（犃
犻（＃犕

））＝犃犻
（＃犕

）与犛犕（犃
犻（＃犕

））＝

犃犻
（＃犕

）
．

下面，再介绍几个涉及犃
（０）

犕
与犃犕的结果．

定理９． 设犃Σ与犕Σ．这时，若犃
（０）

犕 ＝，

则必有

犃犘犕（犃）·犕犛犕（犃）＝犃
２（＃犕

）
．

证明． 设犃
（０）

犕 ＝．这时，若狑∈犃，则有｜狑｜犕１．

从而，应存在犪∈犕 及狓，狔∈Σ，使狑＝狓犪狔．由此，

有狓犪∈犘犪（狑）犘犕（犃）与犪狔∈犛犪（狑）犛犕（犃）．从

而有

狑＝狓犪狔＝狓犪·犪犪狔∈犘犕（犃）·犕犛犕（犃）

＝犃＃犕犃＝犃
２（＃犕

）
． 证毕．

推论９．设犃Σ与犕Σ及犻１．若犃
（０）

犕 ＝

，则有犃
犻（＃犕

）
犃

（犻＋１）（＃犕
）
．

证明．　对犻作归纳即可证明（略）．

定理１０．　设犃Σ与 犕Σ．若犻≠１，则有

犃犻
（＃犕

）
＝犃犻

（＃犕
）

犕 ．

证明．　对犻＝０，我们有犃
０（＃犕

）
＝犕＝犃０

（＃犕
）

犕 ．

对犻＞１的情形，我们对犻作归纳来证明．

基础：犻＝２时，注意到犃＝犃犕∪犃
（０）

犕
，犃

（０）

犕 Σ


犕
　－

及定理８的（ｉｉｉ），我们有

犃２
（＃犕

）
＝犃＃犕犃＝（犃犕∪犃

（０）

犕
）＃犕（犃犕∪犃

（０）

犕
）

＝犃犕＃犕犃犕∪犃犕＃犕犃
（０）

犕 ∪

犃
（０）

犕 ＃犕犃犕∪犃
（０）

犕 ＃犕犃
（０）

犕

＝犃犕＃犕犃犕＝犃
２（＃犕

）
犕 ．

归纳：设犻２时，结论成立．现考虑犻＋１时情

形．这时，我们有

犃
（犻＋１）（＃犕

）
＝犃犻

（＃犕
）
＃犕犃　 据＃犕指数定义

　＝犃
犻（＃犕

）
犕 ＃犕（犃犕∪犃

（０）

犕
）　归纳假设与犃＝犃犕∪犃

（０）

犕

　＝犃
犻（＃犕

）
犕 ＃犕犃犕∪犃

犻（＃犕
）

犕 ＃犕犃
（０）

犕
据引理３０的（ｉ）

　＝犃
（犻＋１）（＃犕

）
犕 　 据＃犕指数定义及定理８的（ｉｉｉ）

证毕．

最后，我们来介绍一个关于闭包运算（＃犕）与

＋（＃犕）的简单结果．为此，我们引进一个术语．

我们称犃Σ
 关于 犕Σ 是＃犕封闭的，若

犃２
（＃犕

）
犃．

定理１１．　设犃Σ与犕Σ．这时，犃（＃犕
）与

犃＋（＃犕
）均是＃犕封闭的．

证明．　事实上，由于对任意犻，犼１有

犃犻
（＃犕

）
＃犕犃

犼（＃犕
）
＝犃

（犻＋犼）（＃犕
）
．

故只须对犻，犼作归纳．易证，有

５６３３期 黄育潜：ＤＮＡ计算的基本代数原理（一）



犃＋（＃犕
）
＃犕犃

＋（＃犕
）
＝犃＋（＃犕

），

犃（＃犕
）
＃犕犃

（＃犕
）
＝犃（＃犕

）
．

细节此处从略． 证毕．

５　素犕前缀、素犕后缀和素犕因子

在本节中，我们首先引进一些更精细的概念，进

而探讨其性质．为简便计，以下讨论都仅对字集进

行，倘若把独项集｛狑｝与字狑等同，则有关字集的许

多结果自然对字也成立．

设犃Σ
与犕Σ．对任意犻１，我们如下定义

犃的犻次犕前缀集犘
（犻）

犕
（犃），犻次犕后缀集犛

（犻）

犕
（犃）

与犻次犕因子集犉
（犻）

犕
（犃）：

犘
（犻）

犕
（犃）＝｛狌犪｜犪∈犕，存在狑＝狌犪狏∈犃，且

｜狌｜犕＝犻－１｝，

犛
（犻）

犕
（犃）＝｛犪狏｜犪∈犕，存在狑＝狌犪狏∈犃，且

｜狏｜犕＝犻－１｝，

　犉
（犻）

犕
（犃）＝｛犪狓犫｜犪，犫∈犕，存在狑＝狌犪狓犫狏∈犃，且

｜狓｜犕＝犻－１｝．

特别地，我们将犘
（１）

犕
（犃），犛

（１）

犕
（犃）与犉

（１）

犕
（犃）分

别称为犃的素犕前缀集、素犕后缀集与素犕因

子集，因为它们中的犕前缀、犕后缀与犕因子分

别都不包含真子犕前缀、真子犕后缀与真子犕因

子，它们在后面的讨论中有着特别重要的作用．

此外，为了方便，对所有犃Σ及 犕Σ，我

们将约定，犉
（０）

犕
（犃）＝犕．对任一字狑∈Σ，狑 的示

犕表示是具有如下特性的一个表达式：

狑＝狑０犪１狑１犪２狑２…狑狀－１犪狀狑狀，

犪犻∈犕，狑０，狑犻∈Σ

珨犕
，犻＝１，２，…，狀．

易见，对任一字狑∈Σ，其示犕表示存在且唯

一．且我们有以下引理．

引理３２．　对任意犕Σ与狑∈Σ．若狑 的示

犕表示为狑＝狑０犪１狑１犪２狑２…狑狀－１犪狀狑狀，犪犻∈犕，

狑０，狑犻∈Σ


犕
　－，犻＝１，２，…，狀．这时，有

（ｉ）犘
（犻）

犕
（狑）＝｛狑０犪１狑１…犪犻－１狑犻－１犪犻｝，１犻狀；

（ｉｉ）犛
（犻）

犕
（狑）＝｛犪狀－犻狑狀－犻…犪狀－１狑狀－１犪狀狑狀｝，１

犻狀；

（ｉｉｉ）犉
（犻）

犕
（狑）＝｛犪犽狑犽…犪犽＋犻－１狑犽＋犻－１犪犽＋犻｜犽１，

且犽＋犻狀｝，１犻狀－１．

此处，我们将狑等同于｛狑｝．

证明．　显然．

下面，我们首先来看有关犘
（１）

犕
（犃），犛

（１）

犕
（犃）与

犉
（１）

犕
（犃）的基本定理．

定理１２．　设犃Σ，犕Σ及犻１，有

（ｉ）犘
（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））＝犘

（１）

犕
（犃）；

（ｉｉ）犛
（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））＝犛

（１）

犕
（犃）；

（ｉｉｉ）犉
（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））＝犉

（１）

犕
（犃）．

证明．

（ｉ）

（）对犻作归纳．

基础：犻＝１时，有犃犻
（＃犕

）
＝犃１

（＃犕
）
＝犃，故有

犘
（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））＝犘

（１）

犕
（犃）．

归纳：假设对犻１，结论成立．现考虑犻＋１的情

形．设狌犪∈犘
（１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
）），犪∈犕．依定义，应存在

狑∈犃
（犻＋１）（＃犕

），使狑＝狌犪狏，狏∈Σ，且｜狌｜犕＝０．又由

狑∈犃
（犻＋１）（＃犕

）
＝犃犻

（＃犕
）
＃犕犃 推知，应存在犫∈犕，使

狑＝狓犫狔，其中，狓犫∈犘犕（犃
犻（＃犕

）），犫狔∈犛犕（犃）．从而，

有狑＝狌犪狏＝狓犫狔．由于｜狌｜犕＝０，故必有｜狌｜｜狓｜

（否则，将有狌＝狓犫狓′，与｜狌｜犕＝０矛盾）．这时，有以

下两种情形：

（ａ）｜狌｜＝｜狓｜．从而，有狌＝狓，犪＝犫．由此，

据狌犪＝狓犫∈犘犕（犃
犻（＃犕

））及｜狌｜犕 ＝０，应有狌犪∈

犘
（１）

犕
（犃

（犻）（＃犕））．由归纳假设，有狌犪∈犘
（１）

犕
（犃）．

（ｂ）｜狌｜＜｜狓｜．设狓＝狌犪狌′，狌′∈Σ．从而，有

狌犪∈犘犕（狓犫）犘犕（犃
犻（＃犕

））．由归纳假设，应有狌犪∈

犘
（１）

犕
（犃）．

（）注意到犃＝犃
（０）

犕 ∪犃犕，应用推论９可得

　犃＝犃
（０）

犕 ∪犃＝犃
（０）

犕 ∪犃
１（＃犕

）

犃
（０）

犕 ∪犃
２（＃犕

）
…犃

（０）

犕 ∪犃
犻（＃犕

）
．

从而有

　犘
（１）

犕
（犃）犘

（１）

犕
（犃

（０）

犕 ∪犃
犻（＃犕

））

＝犘
（１）

犕
（犃

（０）

犕
）∪犘

（１）

犕
（犃犻

（＃犕
）

犕 ）

＝犘
（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

（ｉｉ）可类似证明．

（ｉｉｉ）（）对犻作归纳．

基础：犻＝１时，有犃犻
（＃犕

）
＝犃１

（＃犕
）
＝犃，故有

犉
（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））＝犉

（１）

犕
（犃）．

归纳：假设对犻１，结论成立．现考虑犻＋１的情

形．设犪狓犫∈犉
（１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
）），犪，犫∈犕．依定义，应存

在狑∈犃
（犻＋１）（＃犕

），使狑＝狌犪狓犫狏，狌，狏∈Σ．又由于

犃
（犻＋１）（＃犕

）
＝犘犕（犃

犻（＃犕
））·

犕犛犕（犃），故有狑＝狌犪狓犫狏∈

犘犕（犃
犻（＃犕

））·
犕犛犕（犃）．由于｜狓｜犕＝０，故这时必为以

下两种情形之一：

（ａ）狌犪狓犫∈犘犕（犃
犻（＃犕

）），从而必有
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犪狓犫∈犘
（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

由归纳假设，应有犪狓犫∈犉
（１）

犕
（犃）．

（ｂ）犪狓犫狏∈犛犕（犃），据此，应存在狑′∈犃，使得

狑′＝狌′犪狓犫狏，狌′∈Σ，从而，必有犪狓犫∈犉
（１）

犕
（犃）．

（）由于犃＝犃
（０）

犕 ∪犃犕及犃
（０）

犕 Σ


犕
　－，易见有

犉
（１）

犕
（犃

（０）

犕
）＝．据推论９，作简归纳可推得，当犻１

时，有

犃＝犃
（０）

犕 ∪犃＝犃
（０）

犕 ∪犃
１（＃犕

）
犃

（０）

犕 ∪犃
犻（＃犕

）
．

从而，有

犉
（１）

犕
（犃）犉

（１）

犕
（犃

（０）

犕 ∪犃
犻（＃犕

））

＝犉
（１）

犕
（犃

（０）

犕
）∪犉

（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））

＝犉
（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

证毕．

下面，我们来介绍有关犘犕，犛犕与犘
（１）

犕
，犛

（１）

犕
和

犉
（１）

犕
间关系的若干结果．

引理３３．　设犃Σ与犕Σ．这时，有

（ｉ）若犪∈犕 且狌犪∈犘犕（犃），则存在犽０，使

狌犪∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）；

（ｉｉ）若犪∈犕 且犪狏∈犛犕（犃），则存在犽０，使

犪狏∈（犉
（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）．

证明．　

（ｉ）设犪∈犕 且狌犪∈犘犕（犃）．依定义，应存在

狑∈犃，使狑＝狌犪狏，狏∈Σ．设狑的示犕表示为

狑＝狑０犪１狑１…犪犽狑犽…犪狀狑狀，

犪犻∈犕，狑０，狑犻∈Σ


犕
　－，犻＝１，２，…，狀．

这时，必存在犼，１犼狀，使狌犪＝狑０犪１狑１…

狑犼－１犪犼．由示犕表示的定义，必有

狑０犪１∈犘
（１）

犕
（犃），犪１狑１犪２，…，犪犼－１狑犼－１犪犼∈犉

（１）

犕
（犃）．

从而，我们有

狌犪＝狑０犪１·犪
１
犪１狑１犪２·犪

２
…·犪

犼－１
犪犼－１狑犼－１犪犼∈

犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））

（犼－１）（·
犕
）
．

取犽＝犼－１，即得所要结果．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

定理１３．　设犃Σ，犕Σ与犻１．这时，有

（ｉ）若犪∈犕 且狌犪∈犘犕（犃
犻（＃犕

）），则存在犽０，

使狌犪∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）；

（ｉｉ）若犪∈犕 且犪狏∈犛犕（犃
犻（＃犕

）），则存在犽０，

使犪狏∈（犉
（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）．

证明．　

（ｉ）对犻作归纳．

基础：犻＝１时，有犃犻
（＃犕

）
＝犃．由引理３３的（ｉ），

结论成立．

归纳：设犻１时，结论成立．现考虑犻＋１的情

形．设犪∈犕 且狌犪∈犘犕（犃
（犻＋１）（＃犕

））．依定义，应存在

狑∈犃
（犻＋１）（＃犕

），使狑＝狌犪狏，狏∈Σ．再由犃
（犻＋１）（＃犕

）
＝

犃犻
（＃犕

）
＃犕犃＝犘犕（犃

犻（＃犕
））·

犕犛犕（犃）知，应存在犫∈

犕，狓犫∈犘犕（犃
犻（＃犕

））与犫狔∈犛犕（犃），使狑＝狓犫狔．从

而，有狌犪狏＝狓犫狔．分３种情形讨论：

（ａ）｜狌｜＝｜狓｜．这时，有狌＝狓，犪＝犫与狏＝狔．从

而，有狌犪＝狓犫∈犘犕（犃
犻（＃犕

））．由归纳假设，存在犽０，

使狌犪∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）
．

（ｂ）｜狌｜＜｜狓｜．设狓＝狌犪狌′．由此，有狌犪∈犘犕（狓犫）

犘犕（犃
犻（＃犕

））（据推论３，应有犘犕（犘犕（犃
犻（＃犕

）））＝

犘犕（犃
犻（＃犕

）））．由归纳假设，存在犽０，使狌犪∈

犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）
．

（ｃ）｜狌｜＞｜狓｜．设狌＝狓犫狓′．由此，有狌犪＝狓犫狓′犪．

由狓犫∈犘犕（犃
犻（＃犕

））及归纳假设，存在犽′０，使狓犫∈

犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽′

（·
犕
）
．又设犫狓′犪的示犕表示

为犫狓′犪＝犫狓′０犪１狓′１…犪狊狓′狊犪．从而有犫狓′０犪１，…，

犪狊狓′狊犪∈犉
（１）

犕
（狑）犉

（１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））．再据定理１２的

（ｉｉｉ），应有犉
（１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））＝犉

（１）

犕
（犃）．故若取犽＝

犽′＋狊＋１，我们就有

狌犪＝狓犫狓′０犪１狓′１…犪狊狓′狊犪∈

犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽′

（·
犕
）·
犕
（犉

（１）

犕
（犃））

（狊＋１）（·
犕
）

＝犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）
．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

在讨论定理１３的逆定理之前，我们还需要以下

几个结果．在以下各定（引）理表述与证明中，为简化

叙述，凡未标明出处的狑，狓，狌，狏（可能带有下标）均

为Σ
中的字．

引理３４．　若狑犼＝狌犼犪犼狓犼犪犼＋１狏犼∈犃，犪犼，犪犼＋１∈

犕，犼＝１，２，…，狀．这时有

狑＝狌１犪１狓１犪２狓２…犪狀狓狀犪狀＋１狏狀∈犃
狀（＃犕

）
．

证明．　对狀作归纳．

基础：狀＝１时，有狑＝狑１＝狌１犪１狓１犪２狏１∈犃＝

犃１
（＃犕

）
．

归纳：假设对狀１，结论成立，现考虑狀＋１情

形．设有狑犼＝狌犼犪犼狓犼犪犼＋１狏犼∈犃，犪犼，犪犼＋１∈犕，犼＝１，

２，…，狀，狀＋１．由归纳假设，应有狑′＝狌１犪１狓１犪２狓２…

犪狀狓狀犪狀＋１狏狀∈犃
狀（＃犕

）
．从而有

狌１犪１狓１犪２狓２…犪狀狓狀犪狀＋１∈犘犕（狑′）犘犕（犃
狀（＃犕

））

及有

犪狀＋１狓狀＋１犪狀＋２狏狀＋１∈犛犕（狑狀＋１）犛犕（犃）．

据此，就有

　狑＝狌１犪１狓１…犪狀狓狀犪狀＋１狓狀＋１犪狀＋２狏狀＋１

７６３３期 黄育潜：ＤＮＡ计算的基本代数原理（一）



＝狌１犪１狓１…犪狀狓狀犪狀＋１·犪狀＋１犪狀＋１狓狀＋１犪狀＋２狏狀＋１∈

犘犕（犃
狀（＃犕

））·
犕犛犕（犃）．

但犘犕 （犃
狀（＃犕

））·
犕犛犕 （犃）＝犃

（狀＋１）（＃犕
）
．故有 狑∈

犃
（狀＋１）（＃犕

）
． 证毕．

定理１４．　设犃Σ与犕Σ，则对所有犻１，

有（犉
（１）

犕
（犃））犻

（·
犕
）
＝犉

（犻）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

证明．

（）设犪，犫∈犕 及犪狓犫∈（犉
（１）

犕
（犃））犻

（·
犕
）
．据此，

应存在犪犼狓犼犪犼＋１∈犉
（１）

犕
（犃），犼＝１，２，…，犻，使得犪＝犪１，

犫＝犪犻＋１，且犪狓犫＝犪１狓１犪２·犪
２
犪２狓２犪３·犪

３
…·犪犻犪犻狓犻犪犻＋１．

又由于对犼＝１，２，…，犻，犪犼狓犼犪犼＋１∈犉
（１）

犕
（犃），依犉

（１）

犕

定义，应存在狑犼＝狌犼犪犼狓犼犪犼＋１狏犼∈犃．据引理３４，我

们有狑＝狌１犪１狓１…犪犻狓犻犪犻＋１狏犻∈犃
犻（＃犕

）
．

由于有｜狓１犪２狓２…犪犻狓犻｜犕 ＝犻－１．故我们有

犪狓犫＝犪１狓１犪２…犪犻狓犻犪犻＋１∈犉
（犻）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

（）设犪，犫∈犕 及犪狓犫∈犉
（犻）

犕
（犃犻

（＃犕
））．从而，有

｜狓｜犕＝犻－１．再据犉犕的定义，应存在狑＝狌犪狓犫狏∈

犃犻
（＃犕

）
．这时，设犪狓犫的示犕表示为

犪狓犫＝犪１狓１犪２…犪犻狓犻犪犻＋１，

犪犼，犪犼＋１∈犕，狓犼∈Σ


犕
　－，犼＝１，２，…，犻．

这里当然有犪＝犪１，犫＝犪犻＋１．据｜狓犼｜犕＝０，犼＝１，２，…，

犻，我们有犪犼狓犼犪犼＋１∈犉
（１）

犕
（狑）犉

（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））＝犉

（１）

犕
（犃）

（据定理１２的（ｉｉｉ）），犼＝１，２，…，犻．于是有犪狓犫＝

犪１狓１犪２·犪
２
犪２狓２犪３·犪

３
…·犪犻犪犻狓犻犪犻＋１∈（犉

（１）

犕
（犃））犻

（·
犕
）
．

证毕．

定理１５．　设犃Σ与犕Σ与狊，犻，犼１．这

时，有

（ｉ）犘
（狊＋犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））犘

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））

犘
（狊＋犼）

犕
（犃２犻

（＃犕
））；

（ｉｉ）犛
（狊＋犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））犉

（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犛
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））

犛
（狊＋犼）

犕
（犃２犻

（＃犕
））；

（ｉｉｉ）犉
（狊＋犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））犉

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））

犉
（狊＋犼）

犕
（犃２犻

（＃犕
））．

证明．

（ｉ）先证犘
（狊＋犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））犘

狊

犕
（犃犻

（＃犕
））·
犕犉

（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

设狌犪∈犘
（狊＋犼）

犕
（犃犻

（＃犕
）），犪∈犕．依定义，应存在

犫∈犕，使狌犪＝狌１犫狌２犪．其中，｜狌１｜犕＝狊－１与｜狌２｜犕＝

犼－１，并应存在狑∈犃
犻（＃犕

），使狑＝狌犪狏＝狌１犫狌２犪狏，

狏∈Σ
．由此，有狌１犫∈犘

（狊）

犕
（狑）犘

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））及犫狌２犪∈

犉
（犼）

犕
（狑）犉

（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．从而有

狌犪＝狌１犫狌２犪

＝狌１犫·犫犫狌２犪∈犘
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

次证犘
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））犘

（狊＋犼）

犕
（犃２犻

（＃犕
））．

设狑∈犘
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．依定义，应

存在犪，犫∈犕，使狑＝狌犪狓犫，其中狌犪∈犘
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
）），

犪狓犫∈犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．再依犘

（狊）

犕
与犉

（犼）

犕
的定义，应存

在狑１＝狌犪狏１∈犃
犻（＃犕

）与狑２＝狌２犪狓犫狏２∈犃
犻（＃犕

）
犕 ，其中

狏１，狌２，狏２∈Σ
．由此，应有狌犪∈犘犕（狑１）犘犕（犃

犻（＃犕
））

及犪狓犫狏２∈犛犕（狑２）犛犕（犃
犻（＃犕

））．从而有

　狌犪狓犫狏２＝狌犪·犪犪狓犫狏２∈犘犕（犃
犻（＃犕

））·
犕犛犕（犃

犻（＃犕
））

＝犃２犻
（＃犕

）
．

由此，我们有

狑＝狌犪狓犫∈犘犕（狌犪狓犫狏２）犘犕（犃
２犻（＃犕

））．

又因为有

　｜狌犪狓｜犕＝｜狌｜犕＋｜犪｜犕＋｜狓｜犕

＝狊－１＋１＋犼－１＝狊＋犼－１．

故依定义，有狑∈犘
（狊＋犼）

犕
（犃２犻

（＃犕
））．

（ｉｉ）可类似（ｉ）证明．

（ｉｉｉ）先证

犉
（狊＋犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））犉

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

设犪，犫∈犕 及犪狓犫∈犉
（狊＋犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．从而，有

｜狓｜犕＝狊＋犼－１，及依定义，应存在 狑∈犃
犻（＃犕

），使

狑＝狌犪狓犫狏，狌，狏∈Σ．由于有狊，犼１，故有｜狓｜犕１．

据此，应存在犮∈犕，使狓＝狓１犮狓２，狓１，狓２∈Σ
，且使

｜狓１犮｜犕＝狊及｜狓２｜犕＝犼－１．于是有

狑＝狌犪狓犫狏＝狌犪狓１犮狓２犫狏∈犃
犻（＃犕

）
．

由此，必有犪狓１犮∈犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））与犮狓２犫∈犉

（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

从而有

　犪狓犫＝犪狓１犮狓２犫

＝犪狓１犮·犮犮狓２犫∈犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

次证犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））犉

（狊＋犼）

犕
（犃２犻

（＃犕
））．

设狑∈犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．依定义，应

存在犪，犫，犮∈犕，使得狑＝犪狓犫·犫犫狔犮，其中，犪狓犫∈

犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））与犫狔犮∈犉

（犼）

犕
（犃犻

（＃犕
））．于是我们有｜狓｜犕＝

狊－１及｜狔｜犕＝犼－１，且依犉犕定义，还应存在狑１＝

狌１犪狓犫狏１∈犃
犻（＃犕

）与狑２＝狌２犫狔犮狏２∈犃
犻（＃犕

）
．由此，应

有狌１犪狓犫∈犘犕（犃
犻（＃犕

））与犫狔犮狏２∈犛犕（犃
犻（＃犕

））．从而有

狌１犪狓犫狔犮狏２＝狌１犪狓犫·犫犫狔犮狏２∈犘犕（犃
犻（＃犕

））·
犕犛犕（犃

犻（＃犕
））

＝犃２犻
（＃犕

）
．

再由｜狓犫狔｜犕＝｜狓｜犕＋｜犫｜犕＋｜狔｜犕＝狊－１＋１＋

犼－１＝狊＋犼－１．据犉
（狊＋犼）

犕
定义，即得

狑＝犪狓犫狔犮∈犉
（狊＋犼）

犕
（犃２犻

（＃犕
））． 证毕．

定理１６． 设犃Σ 与 犕Σ 与犻，狊１．这

时，有
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（ｉ）犘
（狊＋１）

犕
（犃犻

（＃犕
））犘

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）

犘
（狊＋１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））；

（ｉｉ）犛
（狊＋１）

犕
（犃犻

（＃犕
））犉

（１）

犕
（犃）·犕犛

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））

犛
（狊＋１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））；

（ｉｉｉ）犉
（狊＋１）

犕
（犃犻

（＃犕
））犉

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）

犉
（狊＋１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））．

证明．

（ｉ）先证犘
（狊＋１）

犕
（犃犻

（＃犕
））犘

狊

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）．

设犪∈犕 且狌犪∈犘
（狊＋１）

犕
（犃犻

（＃犕
））．依定义，应存在

犫∈犕，使狌犪＝狌１犫狌２犪，其中｜狌１｜犕＝狊－１与｜狌２｜犕＝０．

并应存在狑∈犃
犻（＃犕

），使狑＝狌犪狏＝狌１犫狌２犪狏，狏∈Σ
．由

此，有狌１犫∈犘
（狊）

犕
（狑）犘

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））及犫狌２犪∈犉

（１）

犕
（狑）

犉
（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））＝犉

（１）

犕
（犃）（据定理１２的（ｉｉｉ））．从而有

狌犪＝狌１犫狌２犪＝狌１犫·犫犫狌２犪∈犘
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）．

次证犘
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）犘

（狊＋１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））．

设狑∈犘
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）．依定义，应存在

犪，犫∈犕，使狑＝狌犪狓犫，其中狌犪∈犘
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
）），犪狓犫∈

犉
（１）

犕
（犃）．于是我们有｜狌｜犕＝狊－１及｜狓｜犕＝０．再据

犘与犉 的定义，应存在 狑１＝狌犪狏∈犃
犻（＃犕

）与 狑２＝

狌２犪狓犫狏２∈犃．由此，应有狌犪∈犘犕（狑１）犘犕（犃
犻（＃犕

））

及犪狓犫狏２∈犛犕（狑２）犛犕（犃）．从而有

狌犪狓犫狏２＝狌犪·犪犪狓犫狏２∈犘犕（犃
犻（＃犕

））·
犕犛犕（犃）

＝犃犻
（＃犕

）
＃犕犃＝犃

（犻＋１）（＃犕
）
．

再由｜狌犪狓｜犕＝｜狌｜犕＋｜犪｜犕＋｜狓｜犕＝狊－１＋

１－０＝狊知，有狑＝狌犪狓犫∈犘
（狊＋１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））．

（ｉｉ）可类似（ｉ）证明．

（ｉｉｉ）先证犉
（狊＋１）

犕
（犃犻

（＃犕
））犉

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）．

设犪，犫∈犕 及犪狓犫∈犉
（狊＋１）

犕
（犃犻

（＃犕
））．于是，有

｜狓｜犕＝狊１，且依定义，应存在狑＝狌犪狓犫狏∈犃
犻（＃犕

），

狌，狏∈Σ．由于｜狓｜犕＝狊１，故应存在犮∈犕，使狓＝

狓１犮狓２，且有｜狓１犮｜犕＝狊与｜狓２｜犕＝０．由此，有狑＝

狌犪狓１犮狓２犫狏∈犃
犻（＃犕

）
．从而，应有犪狓１犮∈犉

（狊）

犕
（狑）

犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））与犮狓２犫∈犉

（１）

犕
（狑）犉

（１）

犕
（犃犻

（＃犕
））＝

犉
（１）

犕
（犃）（据定理１２的（ｉｉｉ）），由此，我们就得到

犪狓犫＝犪狓１犮狓２犫

＝犪狓１犮·犮犮狓２犫∈犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）．

次证犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）犉

（狊＋１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））．

设狑∈犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）．依定义，应存在

犪，犫，犮∈犕，使得狑＝犪狓犫狔犮．其中，犪狓犫∈犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））

与犫狔犮∈犉
（１）

犕
（犃）．于是应有｜狓｜犕＝狊－１及｜狔｜犕＝０．

再依犉
（狊）

犕
与犉

（１）

犕
定义，应存在狑１＝狌１犪狓犫狏１∈犃

犻（＃犕
）

与存 在 狑２ ＝狌２犫狔犮狏２ ∈犃．从 而，应 有狌１犪狓犫∈

犘犕（狑１）犘犕（犃
犻（＃犕

））与犫狔犮狏２∈犛犕（狑２）犛犕（犃）．

由此推得有

狌１犪狓犫狔犮狏２＝狌１犪狓犫·犫犫狔犮狏２∈犘犕（犃
犻（＃犕

））·
犕犛犕（犃）

＝犃
（犻＋１）（＃犕

）
．

再由｜狓犫狔｜犕＝｜狓｜犕＋｜犫｜犕＋｜狔｜犕＝狊－１＋１＋

０＝狊知，应有

狑＝犪狓犫狔犮∈犉
（狊＋１）

犕
（狌１犪狓犫狔犮狏２）犉

（狊＋１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））．

这里我们指出一点，即读者可以证明：

犉
（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））·

犕犉
（１）

犕
（犃）＝犉

（１）

犕
（犃）·犕犉

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））．

从而，还有以下（ｉｉｉ′）成立．

（ｉｉｉ′）犉
（狊＋１）

犕
（犃犻

（＃犕
））犉

（１）

犕
（犃）·犕犉

（狊）

犕
（犃犻

（＃犕
））

犉
（狊＋１）

犕
（犃

（犻＋１）（＃犕
））． 证毕．

现在，我们可以来建立定理１３的如下逆定理．

定理１７．　设 犃Σ 与 犕Σ 与犽０．这

时，有

（ｉ）若犪∈犕 且狌犪∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
），

则存在犻１，使狌犪∈犘犕（犃
犻（＃犕

））；

（ｉｉ）若犪∈犕 且犪狏∈（犉
（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃），

则存在犻１，使犪狏∈犛犕（犃
犻（＃犕

））．

证明．

（ｉ）设犪∈犕 且狌犪∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）
．

据定理１４，我们有（犉
（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）
＝犉

（犽）

犕
（犃犽

（＃犕
））及

据定理１２的（ｉ），我们有犘
（１）

犕
（犃）＝犘

（１）

犕
（犃犽

（·
犕
））．从

而有

狌犪∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）
＝

犘
（１）

犕
（犃犽

（＃犕
））·

犕犉
（犽）

犕
（犃犽

（＃犕
））．

再据定理１５（ｉ）的后一包含，我们就有狌犪∈

犘
（犽＋１）
犕 （犃２犽

（＃犕
））犘犕（犃

２犽（＃犕
））．从而，取犻＝２犽，就得

所需结果．

（ｉｉ）可类似证明． 证毕．

最后，我们来介绍一个有关犃＋（＃犕
）的重要表示

定理（素分解定理）．

定理１８．　设犃Σ与犕Σ．我们有

犃＋（＃犕
）
＝犘

（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）∪犃

（０）

犕 ．

证明．

（）设狑∈犃
＋（＃犕

）
．依定义，应存在犻１，使

狑∈犃
犻（＃犕

）
．这时，若｜狑｜犕＝０，则应有狑∈犃

（０）

犕 ．若

｜狑｜犕≠０，则应存在犪∈犕，使狑＝狌犪狏，狌，狏∈Σ
．

从而，有狌犪∈犘犕（犃
犻（＃犕

））与犪狏∈犛犕（犃
犻（＃犕

））．这时，

据定理１３的（ｉ）与（ｉｉ），应分别存在犽１，犽２０，使

得分别有狌犪∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽１

（·
犕
）与犪狏∈

（犉
（１）

犕
（犃））犽２

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）．由此可推得有

９６３３期 黄育潜：ＤＮＡ计算的基本代数原理（一）



　狑＝狌犪狏＝狌犪·犪犪狏∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽１

（·
犕
）

·
犕
（犉

（１）

犕
（犃））犽２

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）

＝犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））

（犽
１
＋犽
２
）（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）

犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）．

（）设狑∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）∪

犃
（０）

犕 ．这时，若狑∈犃
（０）

犕
，则由犃

（０）

犕 犃犃
＋（＃犕

）可知，有

狑∈犃
＋（＃犕

）
．若狑∈犘

（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）．

依定义，应存在犽０，使

狑∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃），

这时，我们有

狑∈犘
（１）

犕
（犃）·犕（犉

（１）

犕
（犃））犽

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犃）

　＝犘
（１）

犕
（犃）·犉

（犽）

犕
（犃犽

（＃犕
））·

犕犛
（１）

犕
（犃）　定理１４

　＝犘
（１）

犕
（犃犽

（＃犕
））·

犕犉
（犽）

犕
（犃犽

（＃犕
））·

犕犛
（１）

犕
（犃）

定理１２（ｉ）

　犘
（犽＋１）

犕
（犃２犽

（＃犕
））·

犕犛
（１）

犕
（犃） 定理１５（ｉ）

　犘犕（犃
２犽（＃犕

））·
犕犛犕（犃）＝犃

２犽（＃犕
）
＃犕犃

　＝犃
（２犽＋１）（＃犕

）
犃

＋（＃犕
）
． 证毕．

６　结束语

本文通过引入犕粘连代数、犕剪切代数与犕

重组代数（也称犕桥接代数）等概念，达到了将与

标志集犕 相关联的ＤＮＡ计算（文献［１０］中称为简

单拼接）精确到可按一定代数定律来演算的目的．我

们研究了这些代数的一系列性质，得到许多有成效

的结果．它们对ＤＮＡ计算的理论与应用的进一步

研究，必将带来极大的方便，并加深我们对ＤＮＡ计

算的理解．事实上，像我们在前面看到的，犕剪切运

算可看作现实中限制性内切酶对ＤＮＡ分子作剪切

的一个抽象；犕粘连运算则是剪切后所得片段在连

接酶作用下匹配粘连成新ＤＮＡ 分子的一个抽象；

而犕重组运算则组合地应用剪切与粘连，它恰可作

为现实中ＤＮＡ重组的一个抽象．

文献［１０］中利用其所引入的跨接运算＃犕，曾得

到简单拼接语言的如下一个代数特征刻划．

定理１９．　设犞 是一字母表及犔 是犞 上一个

语言，这时，犔∈犛犎，当且仅当存在犕犞 及一有限

语言犔０犞
，使得犔＝狊犲狋（犔＃犕

０
）．

定理中犛犎 指简单拼接语言类，犔＃犕
０
记写在幺

半群〈犘（犞），＃犕，｛λ｝〉（文献［１０］中的断言．实际

上，像我们前面脚注中指出的｛λ｝不是＃犕的单位元，

且像前面指出的它也不是半群，只是我们称做的亚

半群）中由｛犔０｝所生成的子半群．按我们本文中的

记法就是

犔
＃犕
０ ＝｛犔０，犔

２（＃犕
）

０ ，…，犔狀
（＃犕

）
０ ，…｝．

狊犲狋（犔＃犕
０
）则是求犔＃犕

０
中所有集合之并．在我们

记法下应是

狊犲狋（犔＃犕
０
）＝犔＋（＃犕

）
０ ＝犔０∪犔

２（＃犕
）

０ ∪…∪犔
狀（＃犕

）
０ ∪…．

然而，利用上面介绍的犕粘连代数、犕剪切代

数与犕重组代数，犛犎 中语言可作如下特征刻划．

定理２０．　设Σ是一字母表，犔Σ．这时，犔∈

犛犎，当且仅当存在犕Σ，使得有

犔＝犘
（１）

犕
（犔）·犕（犉

（１）

犕
（犔））

（·
犕
）·
犕犛

（１）

犕
（犔）∪犔

（０）

犕
，

且犘
（１）

犕
（犔），犛

（１）

犕
（犔），犉

（１）

犕
（犔）与犔

（０）

犕
均有限．

显然，我们的刻划更细致、更清晰，且更易于操

作．因为计算与检验犘
（１）

犕
（犔），犛

（１）

犕
（犔），犉

（１）

犕
（犔）与

犔
（０）

犕
比求找满足所需条件的犔０更明确，更易于进行．

定理２０的证明将另文给出．
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ｃｉｎｇ：Ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｕｎｉｖｅｒｓａｌｃｏｍｐｕｔｅｒｓ．ＴｈｅｏｒｙｏｆＣｏｍ

ｐｕｔｉｎｇＳｙｓｔｅｍｓ，１９９９，３２：６９１１２

［６］ ＰｕｎＧｈ．ＤＮＡｃｏｍｐｕｔｉｎｇｂａｓｅｄｏｎｓｐｌｉｃｉｎｇ：Ｕｎｉｖｅｒｓａｌｉｔｙ

ｒｅｓｕｌｔｓ．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２０００，２３１（２）：２７５

２９６

［７］ ＫｏｂａｙａｓｈｉＳ，ＳａｋａｋｉｂａｒａＹ．Ｍｕｌｔｉｐｌｅｓｐｌｉｃｉｎｇｓｙｓｔｅｍｓａｎｄ

ｔｈｅｕｎｉｖｅｒｓａｌｃｏｍｐｕｔａｂｉｌｉｔｙ．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，

２００１，２６４（１）：３２３

［８］ ＰｕｎＧｈ．Ｏｎｔｈｅｓｐｌｉｃｉｎｇｏｐｅｒａｔｉｏｎ．ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅ

ｍａｔｉｃｓ，１９９６，７０：５７７９

［９］ ＫｏｂａｙａｓｈｉＳ，ＭｉｔｒａｎａＶ，ＰｕｎＧｈ，ＲｏｚｅｎｂｅｒｇＧ．Ｆｏｒｍａｌ

ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＰＡｍａｔｃｈｉｎｇ．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，

２００１，２６２（１２）：１１７１３１

［１０］ ＭａｔｅｅｓｃｕＡ，ＰｕｎＧｈ，ＲｏｚｅｎｂｅｒｇＧ，ＳａｌｏｍａａＡ．Ｓｉｍｐｌｅ

ｓｐｌｉｃｉｎｇｓｙｓｔｅｍｓ．ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９８，８４：

１４５１６３

［１１］ ＨｏｎｋａｌａＪ，ＳａｌｏｍａａＡ．ＷａｔｓｏｎｃｒｉｃｋＤＯＬｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｒｅｇ

ｕｌａｒｔｒｉｇｇｅｒｓ．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００１，２５９

（１２）：６８９６９８

０７３ 计　　算　　机　　学　　报 ２００８年



［１２］ ＭｉｈａｌａｃｈｅＶ，Ｓａｌｏｍａａ Ａ．Ｌａｎｇｕａｇｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｓｐｅｃｔｓｏｆ

ＤＮＡｃｏｍｐｌｅｍａｔａｒｉｔｙ．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００１，

２５０（１２）：１６３１７８

［１３］ ＹｏｋｏｍｏｒｉＴ，ＫａｂａｙａｓｈｉＳ．ＤＮＡｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｌｉｎｇｕｉｓｔｉｃｓａｎｄ

ＲＮＡｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｏｄｅｌｉｎｇ：Ａｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｐｐｒｏａｃｈ／／Ｐｒｏ

ｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１ｓｔＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＩＥＥＥＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＩｎｔｅｌｌｉ

ｇｅｎｃｅｉｎＮｅｕｒａｌａｎｄＢｉｏｌｏｇｉｃａｌＳｙｓｔｅｍ，１９９５：３８４５

［１４］ ＡｄｌｅｍａｎＬ．Ｍｏｌｅｃｕｌａｒｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏｃｏｍｂｉｎａｔｏ

ｒｉａｌｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｓｃｉｅｎｃｅ，１９９４，２６６：１０２１１０２４

［１５］ ＬｉｐｔｏｎＲ．Ｓｐｅｅｄｉｎｇｕｐｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓｖｉａｍｏｌｅｃｕｌａｒｂｉｏｌｏｇｙ．

Ｄｒａｆｔ．Ｄｅｃ．９，１９９４（／ｆｔｐ／ｐｕｂ／ｐｅｏｐｌｅ／ｒｊｌ／ｂｉｏ．ｐｓｏｎｆｔｐ．ｃｓ．

ｐｒｉｎｃｅｔｏｎ．ｅｄｕ）

［１６］ ＢｏｎｅｈＤ，ＤｕｎｗｏｒｔｈＣ，ＬｉｐｔｏｎＲ，ＳｇａｌｌＪｉｒｉ．Ｏｎｔｈｅｃｏｍｐｕ

ｔａｔｉｏｎａｌｐｏｗｅｒｏｆ ＤＮＡ．Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，

１９９６，７１：７９９４

［１７］ ＡｄｌｅｍａｎＬ．Ｏｎｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇａｍｏｌｅｃｕｌａｒｃｏｍｐｕｔｅｒ．Ｄｅｐａｒｔ

ｍｅｎｔｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｏｕｔｈｅｒｎＣａｌｉｆｏｒ

ｎｉａ，ＵＳＡ：ＴｅｃｈｎｉｃａｌＲｅｐｏｒｔＴＲ７９３８７，１９９５

［１８］ ＨｅａｄＴ，ＰｕｎＧｈ，ＰｉｘｔｏｎＤ．Ｌａｎｇｕａｇｅｔｈｅｏｒｙａｎｄｍｏｌｅｃｕ

ｌａｒｇｅｎｅｔｉｃｓ：Ｇｅｎｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｓｕｇｇｅｓｔｅｄ ｂｙ ＤＮＡ

ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ／／ＲｏｚｅｎｂｅｒｇＧ，ＳａｌｏｍａａＡｅｄｓ．Ｈａｎｄｂｏｏｋｏｆ

ＦｏｒｍａｌＬａｎｇｕａｇｅｓ．Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９９７，２：２９５３６０

［１９］ ＰｕｎＧｈ，ＲｏｚｅｎｂｅｒｇＧ，ＳａｌｏｍａａＡ．ＤＮＡＣｏｍｐｕｔｉｎｇ：Ｎｅｗ

ＣｏｍｐｕｔｉｎｇＰａｒａｄｉｇｍｓ．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９９８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（许进，王淑栋，潘林强译．ＤＮＡ计算：一种新的计算模式

（中译本）．北京：清华大学出版社，２００４）

犎犝犃犖犌 犢狌犙犻犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９３８，

ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅ
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ＤＮＡｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
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ｂｅｒｏｆａｐｐｅａｌｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｓｆｏｒｆｏｒｍａｌｌａｎｇｕａｇｅｔｈｅｏｒｉｓｔｓ：Ｐｒｏ

ｄｕｃｉｎｇｎｅｗｓｐｌｉｃｉｎｇｓｙｓｔｅｍｓａｎｄｓｔｕｄｙｉｎｇｉｔ′ｓｐｏｗｅｒａｓｗｅｌｌ

ａｓｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｌａｎｇｕａｇｅｓ，ｌｏｏｋｉｎｇｆｏｒｔｈｅｒｅ

ｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｐｌｉｃｉｎｇｏｐｅｒａｔｉｏｎｓａｎｄｕｓｕａｌｏｐｅｒａｔｉｏｎｓｉｎｆｏｒ

ｍａｌｌａｎｇｕａｇｅｔｈｅｏｒｙａｎｄｆｏｒｔｈｅｃｌｏｓｕｒｅｏｆｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｌａｎｇｕａ

ｇｅｓ（ｉｎＣｈｏｍｓｋｙｈｉｅｒａｒｃｈｙ）ｕｎｄｅｒｓｕｃｈｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ，ｅｔｃ．Ａｆｔｅｒ

ｔｈｉｓ，ｏｎｅｄｅｖｅｌｏｐｅｄｖａｒｉｅｄｓｐｌｉｃｉｎｇｓｙｓｔｅｍｓ，ｓｕｃｈａｓ，Ｈｓｙｓ

ｔｅｍｓ，ｅｘｔｅｎｄｅｄＨｓｙｓｔｅｍｓ，ｅｘｔｅｎｄｅｄＨｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｃｅｒｔａｉｎ

ｃｏｎｔｒｏｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ（ｍｕｌｔｉｓｅｔ，ｐｅｒｍｉｔｔｉｎｇｃｏｎｔｅｘｔ，ｆｏｒｂｉｄｄｉｎｇ

ｃｏｎｔｅｘｔ，ｄｏｕｂｌｅｓｐｌｉｃｉｎｇ，ｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅｓ），ｍｕｌ

ｔｉｐｌｅｓｐｌｉｃｉｎｇｓｙｓｔｅｍｓ，ｅｔｃ．Ｓｏｍｅｓｙｓｔｅｍｓａｍｏｎｇｔｈｏｓｅｗａｓ

ｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｙａｒｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｃｏｍｐｌｅｔｅ（ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ

Ｔｕｒｉｎｇｍａｃｈｉｎｅ），ａｎｄｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｕｎｉｖｅｒｓａｌ

ｓｐｌｉｃｉｎｇｓｙｓｔｅｍｓ．Ｍａｔｅｅｓｃｕｅｔａｌ．ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄｓｉｍｐｌｅｓｐｌｉｃｉｎｇ

ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｍａｔｅｅｓｃｕ，１９９８］．Ｔｈｅｙｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

ｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｆａｍｉｌｙ：Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ，ｃｌｏｓｕｒｅｐｒｏｐｅｒ

ｔｉｅｓ，ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｄｅｃｉｄａｂｉｌｉｔｙ，ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ

ｗｉｔｈｏｔｈｅｒｓｕｂｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｔｈｅｆａｍｉｌｙｏｆｒｅｇｕｌａｒｌａｎｇｕａｇｅｓｅｔｃ．

Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ，ｔｈｅｙｇａｖｅａｎａｌｇｅｂｒａｉｃｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｌａｎ

ｇｕａｇｅｓｉｎｔｈｉｓｆａｍｉｌｙｂｙｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｏｐｅｒａｔｉｏｎ＃犕 ．Ｂｕｔ，ｅｘ

ｃｅｐｔｉｎｄｉｃａｔｉｎｇｔｈａｔ＃犕ｉｓａｎａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅｏｐｅｒａｔｉｏｎ（ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ

ａｎｄｐｒｏｏｆｂｏｔｈａｒｅｗｒｏｎｇ），ｔｈｅｙｈａｖｅｎ′ｔｄｏａｎｙｆｕｒｔｈｅｒｒｅ

ｓｅａｒｃｈｅｓｏｆｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｆｏｒｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ◇犕ａｎｄ＃犕 ．

Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｒｅｐｌａｃｅｓ◇犕ｂｙ·犕 ，ａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｓ

ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｐｅｒａｔｉｏｎ＃犕 ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒａｌ

ｓｏｉｎｔｒｏｄｕｃｅｓｎｅｗｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ犘犕，犛犕ａｎｄ犉犕．Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ，

ｈｅｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｓａｓｅｒｉｅｓｏｆｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｏｓｅｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ，ａｎｄ

ｆｕｒｔｈｅｒｐｒｏｐｏｓｅｓｃｏｎｃｅｐｔｓｏｆ犕ｐａｓｔｅａｌｇｅｂｒａ，犕ｃｕｔａｌｇｅｂｒａ

ａｎｄ犕ｒｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ．ＴｈｕｓｔｈｅＤＮＡｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｓｓｏｃｉａｔｅｄ

ｗｉｔｈｍａｒｋｓｅｔ犕ｃａｎｂｅｄｅｄｕｃｅｄｐｒｅｃｉｓｅｌｙａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏａｌｇｅ

ｂｒａｉｃｌａｗｓｇｉｖｅｎｉｎｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｅｂｒａｓ．Ｔｈｅｓｅｒｅｓｕｌｔｓｗｉｌｌｇｉｖｅ

ｕｓｍｕｃｈｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｔｈｅｔｈｅｏｒｙａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ

ｏｆＤＮＡｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．

１７３３期 黄育潜：ＤＮＡ计算的基本代数原理（一）


