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１　引　言

统计学习理论（ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＬｅａｒｎｉｎｇＴｈｅｏｒｙ，

ＳＬＴ）是２０世纪６０年代末由 Ｖａｐｎｉｋ等人
［１３］提出

并逐步于２０世纪９０年代中期建立的一种专门在小

样本情况下研究统计学习规律的理论，它为研究有限

样本情况下机器学习的理论和方法提供了重要理论



框架，其核心思想是通过对学习机器容量的控制来

研究学习机器的推广能力．由于ＳＬＴ为人们系统地

研究小样本情况下机器学习问题提供了坚实的理论

基础，且从这一理论基础上发展出的支持向量机

（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，ＳＶＭ）是一种新的通用

学习机器方法，因此，较之以往的机器学习方法，

ＳＬＴ在理论研究和实际应用中均表现出了很大的

优势．近４０年来，国内外众多学者密切关注和参与

这一领域的研究，不仅在理论上取得了一系列丰硕

的成果［１９］，而且在数据分析、生物信息技术、图像图

形处理与经济预测等领域中取得了广泛而又成功的

应用［８１７］．目前ＳＬＴ已被学术界公认为机器学习领

域一个新的研究热点［３７］．

ＳＬＴ主要由４部分内容组成
［１，４］：（１）学习过

程一致性的条件（学习理论的关键定理）；（２）学习

过程一致收敛速度的界及基于 ＶＣ维的推广性的

界；（３）在这些界基础之上的结构风险最小化原则；

（４）实现新的结构风险最小化原则的实际算法———

支持向量机．前３部分内容是统计学习理论的基础

理论部分，第４部分内容是基于统计学习理论的基

础理论发展出的方法及应用部分．本文我们主要讨

论学习理论中的关键定理和学习过程一致收敛速度

的界．关键定理将ＳＬＴ中的经验风险最小化的严格

一致性问题，转化为均值一致单边收敛于数学期望

的存在性问题，换句话说，转化为某一经验过程的收

敛问题［１］．因此，对于给定的数据，我们可以通过判

断均值是否一致单边收敛于数学期望来判断经验风

险最小化原则是否是严格一致的．这样我们就可以

用数学分析理论来判断严格一致性的问题．学习过

程一致收敛速度的界确定了采用经验风险最小化原

则的学习机器的推广能力，它是分析学习机器性能

和发展新的学习算法的重要基础．通过对界的估计，

可以得到经验风险最小化原则（ＥＲＭ）中经验风险

与实际风险之间的关系，进而可以研究学习机器的

推广能力．

尽管统计学习理论被学术界公认为是目前处理

小样本学习问题的重要理论，但它仍存在一些需要

完善之处［４，７］．如统计学习理论是建立在概率（一类

特殊的测度，也可称概率测度）空间上的，且此空间

上的概率是一个满足可加性（可列可加性）的非负集

函数．由于可加性条件比较苛刻，在实际应用中这

个条件往往得不到满足，例如：在现实生活中有时

要求人们从价格、品牌和大小相同的若干处理电视

机中挑选出自己满意的一台，为此，需要对每台电视

机进行评判．为简单起见，我们只考虑两个主要因

素，即图像、音响．设论域犝＝｛图像（犝１），音响

（犝２）｝，其中｛犝犻｝（犻＝１，２）为两两不相交的集合，

犘（犝）表示犝 的幂集．由于人的主观因素的影响，不

妨规定主要因素的重要性度量μ（μ是从犘（犝）到

［０，１］的一个集函数）如下：

μ（）＝０，μ（犝１）＝０．８０，

μ（犝２）＝０．６０，μ（犝１ ∪犝２）＝１．

　　根据此重要性度量，利用 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分
［１８］或

Ｓｕｇｅｎｏ积分
［１９］，我们可以给出每台电视机的综合

评判值，进而根据综合评判值的大小调选出电视

机［２０］．但显然有

μ（犝１ ∪犝２）≠μ（犝１）＋μ（犝２），

故μ不是一个概率测度．该简单例子说明了非可加

集函数（非可加测度）在现实生活中是客观存在的．

因此，对非可加测度的研究就成为很有意义的工作．

１９５４年，Ｃｈｏｑｕｅｔ提出的一种称之为容度的理

论［１８］，可认为是最早的非可加测度研究．到目前为

止，比较有代表性的非可加测度有：模糊测度、Ｓｕｇｅｎｏ

测度、可能性测度、拟概率和可信性测度等［１９２３］．经

过５０余年的完善和发展，非可加测度及积分不仅在

理论上取得了系列重要成果，成为数学分析的重要

研究方向，而且在信息科学、工程技术、经济管理等

领域取得了广泛应用［１８２９］，这也意味着把统计学习

理论从概率空间推广到非可加测度空间既有理论意

义又有广泛应用前景．哈明虎等人
［７］于２００６年给出

了一类比概率测度更广的有代表性的非可加测

度———Ｓｕｇｅｎｏ测度空间上的学习理论的关键定理

和一致收敛速度的界，这标志着非可加测度空间上

统计学习理论研究的开始．

由 Ｗａｎｇ提出的拟概率
［２０，２２］是概率和Ｓｕｇｅｎｏ

测度的重要推广．它也是客观存在的，如进一步讨论

上述的例子我们会发现，如果给定一个特殊的函数：

θ犜（狓）＝－
ｌｎ１－

５

６（ ）狓
ｌｎ６

，

则

θμ（犝１ ∪犝２）＝θμ（犝１）＋θμ（犝２）＝１，

即θμ为定义在犝 上的经典概率测度，亦即μ为以

θ犜为其正规犜函数的拟概率．从而开展拟概率空间

上的统计学习理论的研究也是很有意义的，基于此，

本文将在拟概率空间上率先讨论统计学习理论．

本文第２节引进了拟概率的定义，进一步给出

了拟概率的一些性质，讨论了拟概率空间上的拟随

７７４３期 哈明虎等：拟概率空间上学习理论的关键定理和学习过程一致收敛速度的界



机变量及其数字特征，并证明了拟概率空间上的

Ｍａｒｋｏｖ不等式、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ不等式和Ｋｈｉｎｃｈｉｎｅ大

数定律；第３节给出并证明了拟概率空间上统计学习

理论的关键性定理；第４节讨论了学习过程一致收敛

速度的界；最后一节给出了本文的结论与展望．

２　预备知识

为了方便和完整起见，本节将给出本文用到的

一些基本概念和性质．本文假定犡 是一个非空集

合，
!

是由犡的子集构成的σ代数．

定义１
［２０］．　设犪∈（０，∞］，广义实值函数θ：

［０，犪］→［０，∞］称为犜函数，当且仅当θ是连续严

格增加的，且θ（０）＝０，θ
－１（｛∞｝）＝或｛∞｝（根据

犪是否有限而定）．

显然，如果θ是连续、严格增加的集函数，那么

θ
－１也是连续、严格增加的集函数．

定义２
［２０］．　集函数μ：!→［０，∞］称为拟可加

的，当且仅当存在定义域包含μ的值域的犜函数θ，

使定义在
!

上的集函数θμ是可加的，θμ通过如

下方式运算：

（θμ）（犈）＝θ（μ（犈）），对任意犈∈!．

μ称为拟测度，当且仅当存在犜函数θ，使得θμ为

一个经典测度．犜函数θ称为μ的特征犜函数．

定义３
［２０］．　函数θ：［０，１］→［０，１］称为正规犜

函数，当且仅当θ是连续、严格增加的，且θ（０）＝０，

θ（１）＝１．

若θ是正规犜函数，则拟测度μ称为拟概率，

且三元组（犡，!，μ）称为拟概率空间．本文以下的讨

论如无特殊说明均在此拟概率空间上进行．

注１．若取θ（狓）＝狓作为其正规犜函数，则概

率是一种特殊的拟概率；若取θ（狓）＝ｌｏｇ１＋λ（１＋λ狓）

作为其正规犜函数
［２０］，则Ｓｕｇｅｎｏ测度也是一种特

殊的拟概率．相应地，拟概率空间（犡，!，μ）是一种

比概率空间和Ｓｕｇｅｎｏ测度空间更广的一种非可加

测度空间．

由拟概率的定义不难得到下面的性质．

性质１．　设（犡，!，μ）为拟概率空间，则我们有

（１）μ（）＝０，μ（犡）＝１；

（２）若犃，犅∈!

，犃犅，则μ（犃）μ（犅）；

（３）若犃∈!

，则μ（犃
犮）＝θ

－１［１－θμ（犃）］；

（４）若犃∈!

，犅犃，则μ（犃－犅）＝θ
－１［θμ（犃）－

θμ（犅）］；

（５）若犃，犅∈!

，则μ（犃∪犅）＝θ
－１［θμ（犃）＋

θμ（犅）－θμ（犃∩犅）］．

由于拟概率空间上的随机变量及其分布函数、

期望、方差、事件的发生、同分布、狀维随机变量、狀

维随机变量联合分布函数、边缘分布函数及密度函

数等定义分别与概率空间和Ｓｕｇｅｎｏ测度空间上对

应的定义形式（除独立性的定义稍有不同外）是一致

的［１，７］，这里定义形式的一致性是指把定义在概率

空间和Ｓｕｇｅｎｏ测度空间上对应定义的概率和Ｓｕｇ

ｅｎｏ测度置换为拟概率．因此我们只列出拟概率空

间上的随机变量及其相互独立的定义，其它定义就

不一一列出了．

定义４．设ξ＝ξ（ω），ω∈犡 为定义在犡 上的实

值集函数．对任意给定的实数狓，若｛ω｜ξ（ω）狓｝∈

!

，则ξ称为拟概率空间上的随机变量．简记为狇随

机变量．

定义５．　设犉μ（狓，狔），犉μξ（狓）和犉μη（狔）分别是

（ξ，η）的联合分布函数和ξ及η的边缘分布函数，若

对任意狓，狔有

犉μ（狓，狔）＝θ
－１［θ（犉μξ（狓））·θ（犉μη（狔））］

成立，则称ξ和η是相互独立的狇随机变量．

根据上述定义我们可以给出如下性质．

性质２．　设ξ是一个离散狇随机变量．若正规

犜函数为θ，狓１，狓２，…，狓狀，…是ξ的所有可能值，则

θ
－１

∑
∞

犻＝１

θμ（｛ω狘ξ（ω）＝狓犻（ ）｝）＝１．

　　性质３．　设犉μ（狓）是狇随机变量ξ的分布函

数，则

（１）若犪＜犫，则犉μ（犪）＜犉μ（犫）；

（２）ｌｉｍ
狓→－∞

犉μ（狓）＝０，ｌｉｍ
狓→∞
犉μ（狓）＝１；

（３）犉μ（狓＋０）＝犉μ（狓）．

性质４．　若狓１，狓２∈犚，ξ为狇随机变量，则

μ（｛狓１＜ξ狓２｝）＝θ
－１［θ［犉μ（狓２）］－θ［犉μ（狓１）］］．

　　注２．当θ（狓）＝狓时，拟概率μ的性质与概率的

性质是相同的；当θ（狓）＝ｌｏｇ１＋λ（１＋λ狓）时，则

θ
－１（狓）＝

（１＋λ）
狓－１

λ
，拟概率μ的性质与Ｓｕｇｅｎｏ测

度的性质是相同的．

性质５．　设｛ξ狀｝是一个狇随机变量序列，且它

们的期望存在，则下面结论成立：

（１）对任意λ，犈μ［λξ］＝λ犈μ［ξ］；

（２）对任意犿１，犈μ ∑
犿

犻＝１
ξ［ ］犻 ＝∑

犿

犻＝１

犈μ［ξ犻］；

（３）若ξ０，则犈μ［ξ］０；

（４）若ξ１，ξ２是独立同分布的狇随机变量，且
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ξ１ξ２，则犈μ［ξ１］犈μ［ξ２］．

性质６．　设ξ１，ξ２，…，ξ狀是狀个相互独立的非

负狇随机变量．若θ和θ
－１在［０，１］上的狀阶导数存

在且连续，则下列不等式成立：

犈μ［ξ１，ξ２，…ξ狀］犆狀θ犈μ［ξ１］犈μ［ξ２］…犈μ［ξ狀］，

其中犆狀θ为常数．

证明．　下面仅就其狇随机变量是连续的情形

进行证明．

我们先证明二维的情况．

因为

犉μ（狓，狔）＝θ
－１｛θ［犉μξ１（狓）］·θ［犉μξ２（狔）］｝，

犳μ（狓，狔）＝
犉μ（狓，狔）

狓狔

＝｛｛（θ
－１）′｛θ［犉μξ１（狓）］·θ［犉μξ２（狔）］｝·

　θ′［犉μξ１（狓）］犉′μξ１（狓）θ［犉μξ２（狔）］｝｝／狔

＝（θ
－１）″｛θ［犉μξ１（狓）］·θ［犉μξ２（狔）］｝·

　θ′［犉μξ２（狔）］犉′μξ２（狔）θ［犉μξ１（狓）］·

　θ′［犉μξ１（狓）］犉′μξ１（狓）θ［犉μξ２（狔）］＋

　（θ
－１）′｛θ［犉μξ１（狓）］·θ［犉μξ２（狔）］｝·

　θ′［犉μξ１（狓）］犉′μξ１（狓）θ′［犉μξ２（狔）］犉′μξ２（狔）

＝｛（θ
－１）″｛θ［犉μξ１（狓）］·θ［犉μξ２（狔）］｝·

　θ′［犉μξ２（狔）］θ［犉μξ１（狓）］θ′［犉μξ１（狓）］·

　θ［犉μξ２（狔）］＋（θ
－１）′｛θ［犉μξ１（狓）］·

　θ［犉μξ２（狔）］｝·θ′［犉μξ１（狓）］θ′［犉μξ２（狔）］｝

犉′μξ１（狓）犉′μξ２（狔）．

因为犉μξ１（狓）和犉μξ２（狔）的值域是［０，１］，θ和θ
－１是

［０，１］上的连续函数，θ
－１在［０，１］上的二阶导数是连

续的，所以

（θ－
１）″｛θ［犉μξ１（狓）］·θ［犉μξ２（狔）］｝·

　θ′［犉μξ２（狔）］θ［犉μξ１（狓）］θ′［犉μξ１（狓）］θ［犉μξ２（狔）］＋

　（θ－
１）′｛θ［犉μξ１（狓）］·θ［犉μξ２（狔）］｝·

　θ′［犉μξ１（狓）］θ′［犉μξ２（狔）］

在［０，１］上可以取到它的最大值犆２θ．从而

犳μ（狓，狔）＝
犉μ（狓，狔）

狓狔
犆２θ犉′μξ１（狓）犉′μξ２（狔），

因为狇随机变量ξ１，ξ２是非负的，则

犈μ（ξ１ξ２）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
狓狔犳μ（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

＝∫
∞

０∫
∞

０
狓狔犳μ（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

犆２θ∫
∞

０∫
∞

０
狓狔犉′μξ１（狓）·犉′μξ２（狔）ｄ狓ｄ狔

＝犆２θ∫
∞

０
狓ｄ犉μξ１（狓）·∫

∞

０
狔ｄ犉μξ２（狔）

＝犆２θ∫
∞

－∞
狓ｄ犉μξ１（狓）·∫

∞

－∞
狔ｄ犉μξ２（狔）

＝犆２θ犈μ（ξ１）犈μ（ξ２），

同理对于狀维的情况，存在常数犆狀θ，使得下列不等

式成立

犈μ［ξ１，ξ２，…，ξ狀］犆狀θ犈μ［ξ１］犈μ［ξ２］…犈μ［ξ狀］

证毕．

对于狇随机变量是离散的情况，利用微分中值定理

可类似给出证明．

性质７． 假设ξ和η是两个独立同分布的狇随

机变量且具有有限的期望值，对任意有限的实数λ，有

（１）犇μ［λξ］＝λ
２犇μ［ξ］；

（２）犇μ［ξ＋η］犇μ［ξ］＋犇μ［ξ］．

为了在拟概率空间上讨论统计学习理论的关键

定理，下面我们给出并证明拟概率空间上的 Ｍａｒｋｏｖ

不等式、Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ不等式和Ｋｈｉｎｃｈｉｎｅ大数定律．

定理１（Ｍａｒｋｏｖ不等式）．　若ξ是一个非负狇

随机变量，任意狋＞０，则下面不等式成立：

μ｛ξ狋｝θ
－１ １－θ１－

犈μ［ξ］（ ）［ ］狋
．

　　证明．　由定义知θμ是概率，则

μ（｛ξ狋｝）＝θ
－１［θμ（｛ξ＜ ∞｝）－θμ（｛ξ狋｝）］

＝θ
－１ １－θ∫

狋

－∞
ｄ犉μ（狓（ ）［ ］）

＝θ
－１ １－θ１－∫

∞

狋
ｄ犉μ（狓（ ）［ ］）

θ
－１ １－θ１－

犈μ［ξ］（ ）［ ］狋

故定理成立． 证毕．

注３．在定理１中当θ取θ（狓）＝狓时，定理变成

μ｛ξ狋｝
犈μ［ξ］

狋
与概率空间上的 Ｍａｒｋｏｖ不等式相

同；当θ取θ（狓）＝ｌｏｇ１＋λ（１＋λ狓），θ
－１取θ

－１（狓）＝

（１＋λ）
狓－１

λ
时不等式变为μ｛ξ狋｝

犈μ［ξ］

狋＋λ狋－
λ犈μ［ξ］

狋

，

当λ０可变为μ｛ξ狋｝
犈μ［ξ］

狋＋λ狋
，当λ＞０变为μ｛ξ

狋｝
犈μ［ξ］

狋
与Ｓｕｇｅｎｏ测度空间上的 Ｍａｒｋｏｖ不等式

相同，因此，此引理是概率空间与Ｓｕｇｅｎｏ测度空间

上 Ｍａｒｋｏｖ不等式的推广．

定理２（Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ不等式）．　设ξ是一个狇随

机变量，且其期望犈μ（ξ）＝犪，方差犇μ（ξ）＝σ
２，则对

任意ε＞０，下面不等式成立：

μ｛ξ－犪 ε｝θ
－１ １－θ１－

犇μ［ξ］

ε（ ）［ ］２ ．
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　　证明．对 ξ－犪
２直接应用 Ｍａｒｋｏｖ不等式

即得． 证毕．

定理３（Ｋｈｉｎｃｈｉｎｅ大数定律）．　假设ξ１，ξ２，…，

ξ狀是独立同分布的狇随机变量序列，若ξ狀（狀＝１，

２，…）具有相同的有穷期望值，犈μ［ξ狀］＝犪（狀＝１，

２，…），则对任意ε＞０，等式

ｌｉｍ
狀→∞
μ

１

狀∑
狀

犻＝１
ξ犻－犪 ＜｛ ｝ε ＝１

成立．

证明．　由概率空间和Ｓｕｇｅｎｏ测度空间上的

Ｋｈｉｎｃｈｉｎｅ大数定律（参看文献［７］）和定理２可知

定理成立． 证毕．

３　拟概率空间上学习理论的关键定理

本节我们给出并证明拟概率空间上学习理论的

关键定理，首先我们给出拟概率空间上统计学习理

论的一些基本概念．

定义６．　设ξ１，ξ２，…，ξ狀是一个狇随机变量序

列，犪是一个常数，对任意ε＞０，若

ｌｉｍ
狀→∞
μ（ξ狀－犪 ＞ε）＝０，

则称｛ξ狀｝依拟概率μ收敛于犪．

定义７．　设犉μ（狓）是狇随机变量ξ的分布函

数，狕１，狕２，…，狕狀是独立同分布样本．我们引入集函

数犙（狕，α），α∈Λ，期望经验风险泛函和经验风险泛

函定义如下：

犚（α）＝∫犙（狕，α）ｄ犉μ（狕） （１）

犚ｅｍｐ（α）＝
１

犾∑
犾

犻＝１

犙（狕犻，α） （２）

　　经验风险最小化原则．我们用经验风险泛函

犚ｅｍｐ（α）＝
１

犾∑
犾

犻＝１

犙（狕犻，α），α∈Λ

来代替期望风险泛函

犚（α）＝∫犙（狕，α）ｄ犉μ（狕），α∈Λ，
假设风险泛函在犙（狕，α０）上取得最小值，经验风险

泛函在犙（狕，α犾）上取得最小值．我们将函数犙（狕，α犾）

作为函数犙（狕，α０）的一个近似．这一原则称为拟概

率空间上经验风险最小化原则（ＱＥＲＭ）．

定义８．对于函数集犙（狕，α），α∈Λ和拟概率分

布函数犉μ（狕），如果对于集合Λ的非空子集Λ（犮）＝

α：∫犙（狕，α）ｄ犉μ（狕）｛ ｝犮 ，犮∈（－∞，∞）和任意ε＞

０使得

ｌｉｍ
犾→∞
μ｛ ｉｎｆ

α∈Λ（犮）
犚（α）－ ｉｎｆ

α∈Λ（犮）
犚ｅｍｐ（α）ε｝＝０（３）

成立，则我们称经验风险最小化方法是严格一致的．

定义９．　对于函数集犙（狕，α），α∈Λ和拟概率

分布函数犉μ（狕）及任意ε＞０，如果

ｌｉｍ
犾→∞
μ｛ｓｕｐ

α∈Λ

（犚（α）－犚ｅｍｐ（α））＞ε｝＝０ （４）

成立，则我们称经验风险一致单边收敛于期望风险．

有了上述定义我们便可给出拟概率空间上学习

理论的关键定理．

定理４（关键定理）．　假设存在常数犪和犃，使

得对于函数集｛犙（狕，α），α∈Λ｝中的所有函数和所有

分布函数犉μ（狕）有下列不等式成立：

犪∫犙（狕，α）ｄ犉μ（狕）犃，α∈Λ，
则经验风险最小化方法是严格一致的充分必要条件

是经验风险一致单边收敛于期望风险．

证明．　必要性．设经验风险最小化方法在函数

集犙（狕，α），α∈Λ上是严格一致的．根据严格一致性

的定义，对于使函数集

Λ（犮）＝｛α：∫犙（狕，α）ｄ犉μ（狕）犮｝，犮∈（－∞，∞）
为非空的任意犮，下列依拟概率收敛性为真

ｌｉｍ
犾→∞
μ｛ ｉｎｆ

α∈Λ（犮）
犚（α）－ ｉｎｆ

α∈Λ（犮）
犚ｅｍｐ（α）＞ε｝＝０ （５）

考虑有限序列犪１，犪２，…，犪狀，满足

犪犻＋１－犪犻 ＜
ε
２
，犪１ ＝犪，犪狀 ＝犃．

我们用犜犽表示事件

ｉｎｆ
α∈Λ（犪犽

）

１

犾∑
犾

犻＝１

犙（狕犻，α）＜ ｉｎｆ
α∈Λ（犪犽

）∫犙（狕，α）ｄ犉μ（狕）－
ε
２
，

则利用式（５），我们知道

ｌｉｍ
犾→∞
μ｛犜犽｝＝０．

令

犜＝∪
狀

犽＝１

犜犽，

由性质１知

μ ∪
狀

犽＝１

犜｛ ｝犽 θ－１ ∑
狀

犽＝１

θμ（犜犽［ ］）．

由θ和θ
－１是连续函数且θ（０）＝０，得

ｌｉｍ
犾→∞
θ
－１

∑
狀

犽＝１

θμ（犜犽［ ］）＝θ－１ ∑
狀

犽＝１

θｌｉｍ
犾→∞
μ（犜犽（ ）［ ］） ＝０，

所以

ｌｉｍ
犾→∞
μ ∪

狀

犽＝１

犜｛ ｝犽 ＝０．

我们用犕 表示事件

ｓｕｐ
α∈Λ

（犚（α）－犚ｅｍｐ（α））＞ε，

假设犕 出现，则存在α∈Λ，使
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犚（α）－ε＞犚ｅｍｐ（α
）

成立．我们由α
找到一个犽，使得α∈Λ（α犽）且下面

不等式成立：

犚（α）－犪犽 ＜
ε
２
．

由选定的集合Λ（犪犽），我们可知下面不等式

０犚（α
）－ ｉｎｆ

α∈Λ（犪犽
）
犚（α）＜

ε
２

成立．事实上，由 ｉｎｆ
α∈Λ（犪犽

）
犚（α）犪犽可得

０犚（α
）－ ｉｎｆ

α∈Λ（犪犽
）
犚（α）＜犚（α

）－犪犽 ＜
ε
２
．

所以，对于选定的α和Λ（犪犽），下面不等式成立：

ｉｎｆ
α∈Λ（犪犽

）
犚（α）－

ε
２
＞犚（α

）－ε＞犚ｅｍｐ（α
）

 ｉｎｆ
α∈Λ（犪犽

）
犚ｅｍｐ（α），

也就是说，如果事件 犕 发生，则事件犜犽发生，那么

事件犜也发生．

由拟概率的单调性可知μ（犕）μ（犜）成立，

所以

ｌｉｍ
犾→∞
μ｛ｓｕｐ

α∈Λ

（犚（α）－犚ｅｍｐ（α））＞ε｝＝０ （６）

成立．即经验风险一致单边收敛于期望风险．

充分性．现在我们假设式（６）成立．下面证明严

格一致性成立．

用犖 表示事件

ｉｎｆ
α∈Λ
犚（α）－ｉｎｆ

α∈Λ
犚ｅｍｐ（α）＞ε．

则事件犖 表示两个事件的并集，犖＝犖１∪犖２，其中

犖１ ＝ ｛狕：ｉｎｆ
α∈Λ
犚（α）＋ε＜ｉｎｆ

α∈Λ
犚ｅｍｐ（α）｝，

犖２ ＝ ｛狕：ｉｎｆ
α∈Λ
犚（α）－ε＞ｉｎｆ

α∈Λ
犚ｅｍｐ（α）｝．

由拟概率的拟可加性我们知道

μ（犖）θ
－１［θμ（犖１）＋θμ（犖２）］．

假设犖１发生，为了估计μ（犖１）的上界，我们可找到

函数犙（狕，α），α∈Λ（犮）使得

犚（α）＜ｉｎｆ
α∈Λ
犚（α）＋

ε
２

成立，则下面的不等式成立：

犚（α）＋
ε
２
＜ｉｎｆ

α∈Λ
犚（α）＋ε＜ｉｎｆ

α∈Λ
犚ｅｍｐ（α）

＜犚ｅｍｐ（α
），

即

犚ｅｍｐ（α
）＞犚（α

）＋
ε
２
．

由定理３可知

μ（犖１）μ 犚ｅｍｐ（α
）－犚（α）＞

ε｛ ｝２ →
犾→∞
０ （７）

另一方面，假设犖２发生，则存在α
使

犚ｅｍｐ（α


ξ）＋
ε
２
＜ ｉｎｆ

α∈Λ（犮）
犚ｅｍｐ（α



ξ）＋ε

＜ ｉｎｆ
α∈Λ（犮）

犚（αξ）＜犚（α


ξ）

成立．所以

μ（犖１）μ 犚（α


ξ）－犚ｅｍｐ（α


ξ）＞
ε｛ ｝２

＜μｓｕｐ
α∈Λ

（犚（α）－犚ｅｍｐ（α））＞
ε｛ ｝２ →

犾→∞
０　（８）

根据式（７），式（８）和拟概率的拟可加性推断出

ｌｉｍ
犾→∞
μ（犖）＜ｌｉｍ

犾→∞
θ
－１［θμ（犖１）＋θμ（犖２）］

＝θ
－１［θ（ｌｉｍ

犾→∞
μ（犖１））＋θ（ｌｉｍ

犾→∞
μ（犖２））］

＝θ
－１（０）＝０，

所以

ｌｉｍ
犾→∞
μ｛ ｉｎｆ

α∈Λ（犮）
犚（α）－ ｉｎｆ

α∈Λ（犮）
犚ｅｍｐ（α）＞ε｝＝０

成立．即经验风险最小化方法在犙（狕，α），α∈Λ上是

严格一致的．至此定理得证． 证毕．

注４．由注１可知，概率空间上和Ｓｕｇｅｎｏ测度空

间上学习理论的关键定理［１，７］分别是定理４的特例．

４　拟概率空间上学习过程一致收敛速

度的界

　　本节我们讨论拟概率空间上经验风险与实际风

险之间的关系，给出学习过程一致收敛速度的界．

首先我们给出拟概率空间上的 Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ不等

式．本节假定θ和θ
－１的狀阶导数存在且连续．

定理５（Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ′ｓ不等式）．　假设狇随机变

量序列ξ１，ξ２，…，ξ狀相互独立同分布，令犛狀＝∑
狀

犻＝１
ξ犻，

则犈μ（犛狀）＝∑
狀

犻＝１

犈μ（ξ犻），对任意λ＞０，狋＞０，有

　μ｛犛狀－犈μ（犛狀）狋｝

　　θ
－１ １－θ１－

犈μ［ｅｘｐ（λ（犛狀－犈μ（犛狀）））］

ｅｘｐ（λ狋（ ）［ ］）
（９）

　　证明．　由狇随机变量期望的性质和 Ｍａｒｋｏｖ

不等式可得． 证毕．

定理６．　设狇随机变量ξ的期望为零，且ξ∈

［犪，犫］，则对任意λ＞０，有

犈μ［ｅｘｐ（λξ）］ｅｘｐ（λ
２（犫－犪）

２／８）．

　　证明．　类似于文献［３０］中引理１（或文献［７］

中的定理８）． 证毕．

若狇随机变量序列ξ１，ξ２，…，ξ狀有界，则拟概率

空间上的Ｈｏｅｆｆｄｉｎｇ不等式如下．
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定理７．　若有界狇随机变量序列ξ犻∈［犪犻，犫犻］，

犻＝１，２，…，狀满足ξ１，ξ２…，ξ狀相互独立，则对任意

狋＞０，有

μ｛犛狀－犈μ（犛狀）狋｝

θ
－１ １－θ１－犆狀θｅｘｐ∑

狀

犻＝１

－２狋
２

（犫犻－犪犻）（ ）（ ）［ ］２

（１０）

或

μ｛犛狀－犈μ（犛狀）－狋｝

θ
－１ １－θ１－犆狀θｅｘｐ∑

狀

犻＝１

－２狋
２

（犫犻－犪犻）（ ）（ ）［ ］２

（１１）

　　证明．　我们只证明式（１０）．由定理５、性质６

和定理６知

μ｛犛狀－犈μ（犛狀）狋｝

θ
－１ １－θ１－

犈μ［ｅｘｐ（λ（犛狀－犈μ（犛狀）））］

ｅｘｐ（λ狋（ ）［ ］）

θ
－１ １－θ１－

犈μ ∏
狀

犻＝１

ｅｘｐ（λξ犻［ ］）

ｅｘｐ（λ狋

烄

烆

烌

烎

熿

燀

燄

燅）

θ
－１ １－θ１－

犆狀θ∏
狀

犻＝１

犈μ［ｅｘｐ（λξ犻）］

ｅｘｐ（λ狋

烄

烆

烌

烎

熿

燀

燄

燅）

θ
－１ １－θ１－犆狀θｅｘｐ －λ狋＋∑

狀

犻＝１

λ
２（犫犻－犪犻）

２

（ ）（ ）［ ］８
，

因此得到

μ｛犛狀－犈μ（犛狀）狋｝

θ
－１ １－θ１－犆狀θｅｘｐ －λ狋＋∑

狀

犻＝１

λ
２（犫犻－犪犻）

２

（ ）（ ）［ ］８
，

令λ＝
４狋

∑
狀

犻＝１

（犫犻－犪犻）
２

，最大化不等式的右端，得

μ｛犛狀－犈μ（犛狀）狋｝

θ
－１ １－θ１－犆狀θｅｘｐ∑

狀

犻＝１

－２狋
２

（犫犻－犪犻）（ ）（ ）［ ］２ ．

证毕．

　　下面我们给出Ｓｕｇｅｎｏ测度空间上学习过程一

致收敛速度的界以及这些界与函数集容量之间的

关系．

本节只考虑最简单的模型：函数集仅包含有限

个指示函数的情况．对于实函数集包含有限个实函

数的情况，可以通过指示器将实函数转化为指示函

数［１２］．

进一步，根据定义７和定理７，可得如下结果：

μ｛犚（α）－犚ｅｍｐ（α）＞ε｝＝μ犪－
犛狀
犾
＞｛ ｝ε 

θ
－１［１－θ（１－犆狀θｅｘｐ（－２ε

２犾））］ （１２）

和

μ｛犚ｅｍｐ（α）－犚（α）＞ε｝＝μ
犛狀
犾
－犪＞｛ ｝ε 

θ
－１［１－θ（１－犆狀θｅｘｐ（－２ε

２犾））］ （１３）

其中犫犻－犪犻＝１，犾为样本个数，犪表示事件犃α＝｛狕：

犙（狕，α）＝１｝，α∈Λ的拟概率，即

犪＝犚（α）＝∫犙（狕，α）ｄ犉μ（狕）
＝μ（｛狕：ξ（狕）＝犙（狕，α）＝１｝）．

此外犛狀＝∑
狀

犻＝１
ξ犻，从而犚ｅｍｐ（α）＝

１

犾∑
犾

犻＝１

犙（狕犻，α）＝

１

犾∑
犾

犻＝１
ξ犻＝

１

犾
犛狀．

定理８．　设｛犙（狕，α犽），犽＝１，２，…，犖｝为包含

犖 个元素的指示函数集，犚（α犽（犾））是使经验风险最小

的函数的期望风险值，犚ｅｍｐ（α犽（犾））为最小的经验风险

值，则不等式

犚（α犽（犾））犚ｅｍｐ（α犽（犾））＋ －（ｌｎξ）／２槡 犾

依至少θ
－１［１－θ（η１）］的拟概率成立，其中ξ＝

１－θ
－１
１－
θ（η１）（ ）犖

犆狀θ
．

证明．　利用不等式（１２），对于任意ε１＞０

μ（｛ｓｕｐ
１犽犖

（犚（α犽）－犚ｅｍｐ（α犽））＞ε１｝）

μ（｛∪
犖

犽＝１

（犚（α犽）－犚ｅｍｐ（α犽）＞ε１）｝）

θ
－１［∑

犖

犽＝１

θ（μ｛犚（α犽）－犚ｅｍｐ（α犽）＞ε１｝）］

θ
－１［犖［１－θ（１－犆狀θｅｘｐ（－２ε１

２犾））］］

（１４）

令θ
－１［犖［１－θ（１－犆狀θｅｘｐ（－２ε

２
１犾））］］＝η１，解ε１得

ε１ ＝ －（ｌｎξ）／２槡 犾，

故式（１４）可改写成

μ｛ｓｕｐ
１犽犖

（犚（α犽）－犚ｅｍｐ（α犽））ε１｝θ
－１［１－θ（η１）］

（１５）

设犙（狕，α犽（犾））为使经验风险最小的函数，因为上式对

函数集犙（狕，α犽），犽＝１，２，…，犖 中的所有不等式成

立，所以不等式

犚（α犽（犾））犚ｅｍｐ（α犽（犾））＋ －（ｌｎξ）／２槡 犾 （１６）

依至少θ
－１［１－θ（η１）］的拟概率成立． 证毕．

注５．式（１６）估计出所选取函数的风险的上界．
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这个界回答了估计经验风险最小化原则的推广能力

的第一个问题：得到最小的经验风险泛函的函数能

提供多大的的期望风险．

注６．当θ取θ（狓）＝狓时，即拟概率退化为概率

时，结果与参考文献［１］中的情况是一样的；当θ取

θ（狓）＝ｌｏｇ１＋λ（１＋λ狓），θ
－１取θ

－１
犜 （狓）＝

（１＋λ）
狓－１

λ

时，即拟概率退化为Ｓｕｇｅｎｏ测度时，θ
－１［１－θ（η１）］

为
１－η１
１＋λη１

，与参考文献［７］中考虑的λ＞０情况是一

样的．因此定理８是概率空间和Ｓｕｇｅｎｏ测度空间上

相应定理的推广．

定理９．　不等式

犚（α犽（犾））－犚（α犽（０）） －（ｌｎξ）／２槡 犾＋ －（ｌｎζ）／２槡 犾

依至少θ
－１［１－２θ（η）］的拟概率成立，其中ξ＝

１－θ
－１
１－
θ（η１）（ ）犖

犆狀θ
，ζ ＝

１－θ
－１（１－θ（η２））

犆狀θ
，η ＝

ｍａｘ｛η１，η２｝，犚（α犽（０））为最小的期望风险值．

证明．　设犙（狕，α犽（０））为使期望风险最小的函

数，根据式（１３），我们有下述不等式成立

μ｛犚ｅｍｐ（α犽（０））－犚（α犽（０））＞ε２｝

θ
－１［１－θ（１－犆狀θｅｘｐ（－２ε

２
２犾））］．

令η２＝θ
－１［１－θ（１－犆狀θｅｘｐ（－２ε

２
２犾））］，解ε２得

ε２ ＝ －（ｌｎζ）／２槡 犾，

所以

犚（α犽（０））犚ｅｍｐ（α犽（０））－ －（ｌｎζ）／２槡 犾 （１７）

依至少θ
－１［１－θ（η２）］的拟概率成立．因为犙（狕，

α犽（犾））是使经验风险最小的函数，所以犚ｅｍｐ（α犽（０））－

犚ｅｍｐ（α犽（犾））０成立．令η＝ｍａｘ｛η１，η２｝，有下面不等

式成立．

μ｛犚（α犽（犾））－犚（α犽（０））＞ε１＋ε２｝

μ｛犚（α犽（犾））－犚ｅｍｐ（α犽（犾））＋

犚ｅｍｐ（α犽（０））－犚（α犽（０））＞ε１＋ε２｝

μ｛［犚（α犽（犾））－犚ｅｍｐ（α犽（犾））＞ε１］∪

［犚ｅｍｐ（α犽（０））－犚（α犽（０））＋ε２］｝

＝θ
－１［θ（μ（犚（α犽（犾））－犚ｅｍｐ（α犽（犾））＞ε１））＋

θ（μ（犚ｅｍｐ（α犽（０））－犚（α犽（０））＞ε２））］

θ
－１［θ（η１）＋θ（η２）］θ

－１［２θ（η）］ （１８）

所以

μ｛犚（α犽（犾））－犚（α犽（０））ε１＋ε２｝θ
－１［１－２θ（η）］

犚（α犽（犾））－犚（α犽（０）） －（ｌｎξ）／２槡 犾＋ －（ｌｎζ）／２槡
烅
烄

烆 犾

（１９）

依至少θ
－１［１－２θ（η）］的拟概率成立． 证毕．

注７．对于一个给定的函数集，定理９给出的

上界估计出所选函数（使经验风险泛函的最小的函

数）期望风险值接近最小的期望风险值的程度．并且

定理８和９所得到的两个不等式都与给定函数集的

容量（函数集中函数数目）有关，这反映了界与函数

集的容量的关系．

５　结　论

学习理论的关键定理和学习过程一致收敛速度

的界是统计学习理论的重要组成部分．本文首次给

出并证明了拟概率空间上的学习理论的关键定理和

学习过程一致收敛速度的界，为系统地建立拟概率

空间上的统计学习理论并以此为基础构建拟支持向

量机并应用于实际问题奠定了理论基础．本文下一

步需要研究的主要工作是给出拟概率空间上基于

ＶＣ维的推广性的界，建立结构风险最小化原则，

构建支持向量机并应用于数据分析、图形图像处理、

工程技术、经济管理等领域．

致　谢　作者非常感谢提出对完善本文很有价值的

修改意见的两位审稿人，也十分感谢参与本文讨论

和修改的杨兰珍博士生和田大增博士！
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