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摘　要　提出了两种基于进化策略求任意函数数值积分的新方法，其中方法一是基于混合基函数进化策略的数值

积分算法；方法二是基于不等距点分割的进化策略数值积分算法．两种算法都采用适用于高维优化问题的单基因

突变进化策略，使得该算法不但能计算通常意义下任意函数的定积分，而且能计算奇异函数积分和振荡函数积分．

最后给出几个数值积分算例，并与传统数值积分方法作了比较，仿真结果分析表明，两种算法十分有效，能够快速

有效地获得任意函数的数值积分值．

关键词　混合基函数；不等距点分割；适应度；进化策略；单基因突变；数值积分

中图法分类号 ＴＰ１８

犛狅犾狏犻狀犵犖狌犿犲狉犻犮犪犾犐狀狋犲犵狉犪狋犻狅狀犅犪狊犲犱狅狀犈狏狅犾狌狋犻狅狀犛狋狉犪狋犲犵狔犕犲狋犺狅犱

ＺＨＯＵＹｏｎｇＱｕａｎ
１）
　ＺＨＡＮＧＭｉｎｇ

２）
　ＺＨＡＯＢｉｎ

３）

１）（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊犪狀犱犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲，犌狌犪狀犵狓犻犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔犳狅狉犖犪狋犻狅狀犪犾犻狋犻犲狊，犖犪狀狀犻狀犵　５３０００６）

２）（犛犮犺狅狅犾狅犳犛犮犻犲狀犮犲，犇犪犾犻犪狀犉犻狊犺犲狉犻犲狊犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犇犪犾犻犪狀，犔犻犪狅狀犻狀犵　１１６０２３）

３）（犛犮犺狅狅犾狅犳犛犮犻犲狀犮犲，犆犲狀狋狉犪犾犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔犳狅狉犖犪狋犻狅狀犪犾犻狋犻犲狊，犅犲犻犼犻狀犵　１０００８１）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｗｏｎｅｗｋｉｎｄｓｏｆｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｂａｓｅｄｏｎ

ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｙａｌｇｏｒｉｔｈｍａｒｅｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｏｎｅｏｆｗｈｉｃｈｉｓｂａｓｅｄｏｎｍｉｘｉｎｇｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｅｖｏｌｕ

ｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｉｅｓｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅｏｔｈｅｒｉｓｂａｓｅｄｏｎｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｐｏｉｎｔ′ｓｓｅｇ

ｍｅｎｔａｔｉｏｎｆｏｒｓｏｌｖｉｎｇｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ．Ｂｏｔｈｏｆｔｈｅｓｅｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｄｏｐｔｓｉｎｇｌｅｇｅｎｅｍｕ

ｔａｔｉｏｎｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｉｅｓｔｈａｔｓｕｉｔｆｏｒｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｃａｎｎｏｔｏｎｌｙｃｏｍ

ｐｕｔｅｕｓｕａｌｄｅｆｉｎｉｔｅｉｎｔｅｇｒａｌｆｏｒａｎｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ｂｕｔａｌｓｏｃｏｍｐｕｔｅｓｉｎｇｕｌａｒｉｎｔｅｇｒａｌａｎｄｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｙ

ｉｎｔｅｇｒａｌ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｓｅｖｅｒａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｔｗｏｐｒｏｐｏｓｅｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

ｍｅｔｈｏｄｓａｒｅｍｏｒｅｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｆｅａｓｉｂｌｅｉｎｃｏｍｐｕｔｉｎｇｔｈｅａｒｂｉｔｒａｒｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

ｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｈｙｂｒｉｄｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓ；ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｐｏｉｎｔ′ｓｓｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎ；ｆｉｔｎｅｓｓ；ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ；

ｓｉｎｇｌｅｇｅｎｅｍｕｔａｔｉｏｎ；ｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

１　引　言

在工程技术与自然科学领域，许多现象的定量

分析往往可以抽象地归结为求解特定的数学问题．

一般来说，这些数学问题不易甚至无法求得它们的

精确解，需要借助近似方法得到问题的近似数值解，

其中，数值积分∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓是一个非常基本的计算



问题．但是，众所周知，除了有限的几种类型外，对于

一般的被积函数犳（狓）往往无法求得其原函数．因此，

用合适的有限和近似代替所求被积函数的定积分，即

∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓≈∑

犿

犽＝０

犪犽犳（狓犽），这里，狓０，狓１，…，狓犿是区间

［犪，犫］上的某些点，犪０，犪１，…，犪犿是与犳（狓）无关的常

数．若按这个近似计算公式需要一些复杂的计算，

且常数犪０，犪１，…，犪犿一般不易确定．于是，出现了

计算定积分的 ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｂｎｉｚ公式：∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓＝

犉（犫）－犉（犪），（犉′（狓）＝犳（狓））．到目前为止，在计算

定积分时，人们通常采用的方法是先求出被积函数

的原函数，然后由 ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｂｎｉｚ公式计算，事实

上很多定积分不易或者不能直接用上述方法来计

算，因为许多问题被积函数的原函数不能显式地表

示出来；或者原函数表达式过于复杂而不适于计算，

因此有必要提出一种数值积分新方法，以解决定积

分的近似计算方法所存在的不足．此外，数值积分虽

然计算方法很多，如梯形求积方法、抛物线求积方

法、ＮｅｗｔｏｎＣｏｔｅｓ方法、Ｒｏｍｂｅｒｇ方法、Ｇａｕｓｓ方法

等［１２］，其中梯形求积方法和抛物线求积方法适用

于光滑性较差的被积函数，但是对于其它被积函数

精度较低；ＮｅｗｔｏｎＣｏｔｅｓ方法是一种利用插值多项

式来构造数值积分的常用方法，但高阶的 Ｎｅｗｔｏｎ

Ｃｏｔｅｓ方法的收敛性没有保证，实际计算中很少使

用；Ｒｏｍｂｅｒｇ方法虽然收敛速度快，计算精度较高，

但是计算量较大；Ｇａｕｓｓ方法积分精度高、数值稳

定、收敛速度较快，但节点与系数的计算较困难等

等．针对这些问题，文中首先提出了一种基于混合基

函数进化策略算法的数值积分近似计算方法，其基

本思想是利用混合基函数进化策略算法来逼近被积

函数以实现定积分的近似计算．

另一方面，由于以上提到的数值积分公式，它们

大都是基于等距节点分割求和的求积公式，或是整

个计算过程中规定等距节点不变，或是在选好的等

距节点的基础上继续等距分割．所有这些具有等距

节点的求积公式并不能根据被积函数的形状来划

分，要想得到较高的精度必须需要更多的节点，最好

的分割并不是预先给定的等间距，而是根据被积函

数的形状，即根据被积函数曲线的凹凸形状随机地

选定分割点，即根据函数值变化情况随机产生不等

距的子区间．这样分割求和，所得到函数的积分值比

传统的方法精度要高．针对这个思想，文中接着又提

出了另一种基于不等距点分割的进化策略数值积分

方法，其基本思想是：首先，在积分区间上随机地产

生一些分割点，然后对这些分割点进行优化，最后依

据这些优化后得到的割点，作为分割点（未必是等距

离）再作和的方法，便可得到更准确的积分值．该算

法的好处在于不但能计算通常意义下函数的定积

分，而且还能计算奇异函数积分和振荡函数积分．

针对文中提出的两种进化策略算法用于求数值

积分的新方法，通过５个仿真实验与传统的数值积

分方法作了比较．分析表明，该算法十分有效，能够

快速有效地获得任意函数的数值积分，且不需要给

定被积函数，因此能有效地解决建模困难的系统或

未知系统的求积分问题，可看作是对传统的数值积分

方法的一种改进，在工程实际中有较大的应用价值．

２　进化策略简介

１９６３年，德国柏林工业大学的Ｓｃｈｗｅｆｅｌ等为了

研究风洞中流体力学问题，提出进化策略（Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ

Ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ，ＥＳ）
［３６］．由于设计中描述物体形状的参

数难以用传统方法进行优化，因而利用生物突变的

思想来随机改变参数值，获得了较好的结果．随后，

他们对这种方法进行了深入地研究和发展产生了此

算法．ＥＳ是专门为求解参数优化问题而设计的，而

且在ＥＳ算法中引进了自适应机制，隐含并行性和

群体全局搜索性是它的两个显著特征，而且具有较

强的鲁棒性，对于一些复杂的非线性系统求解具有

独特的优越性能．ＥＳ从（１＋１）ＥＳ，（λ＋１）ＥＳ演

变为现在最常用的（μ＋λ）ＥＳ和（μ，λ）ＥＳ，统称为

ＣＥＳ（ＣｌａｓｓｉｃａｌＥｖｏｌｕｔｉｏｎＳｔｒａｔｅｇｉｅｓ），提高 ＥＳ的

收敛速度和全局搜索能力，一直是ＥＳ研究的主要

内容 之 一．ＣＥＳ使用 Ｇａｕｓｓ突变算子，Ｙａｏ
［７］和

Ｋａｐｐｌｅｒ
［８］引入了Ｃａｕｃｈｙ突变算子，利用其较强的

分散性获得了较好的跳出局部极值点的能力，但收

敛速度有所降低；林丹［９］，Ｇｕｎｔｅｒ
［１０］通过理论分析

表明Ｇａｕｓｓ突变算子具有较强的局部搜索能力，而

均匀突变算子和Ｃａｕｃｈｙ突变算子具有较强的局部

逃逸能力．Ｃｈａｎｇ
［１１］对ＥＳ中使用组合算子的效果

进行了探索，一组测试函数的计算结果表明组合算

子对单模态函数的优化性能有改进，而对多模态函

数的效果并不显著，提高收敛速度和全局搜索能力，

仍然是ＥＳ和其它进化算法的研究热点，对于高维

优化问题（维数大于１０）尤其重要，于是，王湘中
［１２］

等提出了适用于高维优化问题的改进进化策略，建

立了单基因突变与均匀突变相结合、使用精英繁殖、

７９１２期 周永权等：基于进化策略方法求任意函数的数值积分



递减型策略参数、小种群规模的（μ＋λ＋犽）ＥＳ，该

算法特别对于高维优化问题效果显著．

在文献［１２］方法的基础上，文中建立了单基因

Ｇａｕｓｓ突变，单基因Ｃａｕｃｈｙ突变和均匀突变相结

合、使用精英繁殖的（μ＋２λ＋犽）ＥＳ，采用３种突变

方式结合的目的是充分发挥各自的优势，使算法收

敛速度加快．在此基础上，文中设计出了两种基于进

化策略的方法求任意被积函数的积分，其中，方法一

是基于混合基函数进化策略算法求解数值积分的新

方法；方法二是基于不等距点分割的进化策略求解

数值积分的新方法．两种方法的共同之处不但能计

算通常意义下函数的定积分，而且能计算奇异积分

和振荡积分的近似值．最后，通过实验与传统的数值

积分方法作了比较，模拟实验表明，本文所提出的两

种算法，具有积分精度高、自适应性强、收敛速度快等

特点，能够快速有效地获得任意函数的数值积分值．

３　两种用于求数值积分的

进化策略模型

３１　混合基函数进化策略模型

本节提出的基于进化策略的数值积分计算方

法，其基本思想是利用进化策略实现用一组基函数

的线性组合来逼近被积函数以实现定积分的数值计

算．基函数如何选取是关键，对于一些实际问题，有

时会有一些先验知识，它会启示我们用某一基函数

（如三角函数、多项式、Ｆｏｕｒｉｅｒ函数、Ｂ样条基函数

等），或者是一些混合基函数的组合，如本节的方法

我们可选用以下混合基函数．

３．１．１　混合基函数

不妨设混合基函数由三角函数、指数函数和幂

函数组成，令

犮犼（狓）＝

ｃｏｓ（犼狓），犼＝０，１，２，…，犖／４

ｓｉｎ［（犼－犖／４）狓］，

犼＝犖／４＋１，犖／４＋２，…，２犖／４

ｅ狓
／（犼－２犖／４），

犼＝２犖／４＋１，２犖／４＋２，…，３犖／４

狓１
／（犼－３犖／４），

犼＝３犖／４＋１，３犖／４＋２，…，

烅

烄

烆 犖

（１）

其中，犖 为４的倍数，设狑犼为进化策略优化权值，

犮犼（狓）为三角基函数、指数基函数和幂基函数，且狓∈

［０，２π］，进化策略优化参数矩阵为犠＝（狑０，狑１，…，

狑犖）
Ｔ，基函数矩阵为犆（狓）＝（犮０（狓），犮１（狓），…，

犮犖（狓））
Ｔ，则有

犵（狓）＝∑
犖

犼＝０

狑犼犮犼（狓）＝犠
Ｔ犆（狓） （２）

误差函数定义为

犲（狋）＝犳（狓狋）－犵（狓狋），狋＝０，１，…，狀－１ （３）

其中狀为积分区间内的等距节点数，犳（狓）为被积函

数，即目标函数，犵（狓）为理想函数，用来逼近于被积

函数犳（狓）．

３．１．２　积分定理

定理１．　设犪，犫为积分上下限，且０犪，犫

２π，狑犼为进化策略优化参数，则有

犐＝∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓≈ （犫－犪）狑０＋

∑
犖／４

犼＝１

１

犼
狑犼［ｓｉｎ（犼犫）－ｓｉｎ（犼犪）］＋

∑
犖／４

犼＝１

１

犼
狑犖／４＋犼［ｃｏｓ（犼犪）－ｃｏｓ（犼犫）］＋

∑
犖／４

犼＝１

犼狑２犖／４＋犼［ｅ
犫／犼－ｅ

犪／犼］＋

∑
犖／４

犼＝１

犼

犼＋１
狑３犖／４＋犼［犫

（犼＋１）／犼－犪
（犼＋１）／犼］．

　　证明．　

犐＝∫
犫

犪
犳（狓）ｄ狓≈∫

犫

犪
犵（狓）ｄ狓

＝∫
犫

［
犪 ∑

犖／４

犼＝０

狑犼ｃｏｓ（犼狓）＋∑
犖／４

犼＝１

狑犖／４＋犼ｓｉｎ（犼狓）＋

∑
犖／４

犼＝１

狑２犖／４＋犼ｅ
狓／犼＋∑

犖／４

犼＝１

狑３犖／４＋犼狓
１／ ］犼 ｄ狓

＝∫
犫

［
犪
狑０＋∑

犖／４

犼＝１

狑犼ｃｏｓ（犼狓）＋∑
犖／４

犼＝１

狑犖／４＋犼ｓｉｎ（犼狓）＋

∑
犖／４

犼＝１

狑２犖／４＋犼ｅ
狓／犼＋∑

犖／４

犼＝１

狑３犖／４＋犼狓
１／ ］犼 ｄ狓

＝（犫－犪）狑０＋∑
犖／４

犼＝１

狑犼∫
犫

犪
ｃｏｓ（犼狓）ｄ狓＋

∑
犖／４

犼＝１

狑犖／４＋犼∫
犫

犪
ｓｉｎ（犼狓）ｄ狓＋

∑
犖／４

犼＝１

狑２犖／４＋犼∫
犫

犪
ｅ狓
／犼ｄ狓＋∑

犖／４

犼＝１

狑３犖／４＋犼∫
犫

犪
狓１

／犼ｄ狓＝

（犫－犪）狑０＋∑
犖／４

犼＝１

１

犼
狑犼［ｓｉｎ（犼犫）－ｓｉｎ（犼犪）］＋

∑
犖／４

犼＝１

１

犼
狑犖／４＋犼［ｃｏｓ（犼犪）－ｃｏｓ（犼犫）］＋

∑
犖／４

犼＝１

犼狑２犖／４＋犼［ｅ
犫／犼－ｅ

犪／犼］＋

∑
犖／４

犼＝１

犼
犼＋１

狑３犖／４＋犼［犫
（犼＋１）／犼－犪

（犼＋１）／犼］．
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　　注意以上我们给出的混合基函数中每类基函数

阶次均为犖／４，从定理的证明过程可看出，实际上

每类基函数可取不同的阶次．一般来讲，对混合基函

数尽量选取一些初等函数作为基函数，做到其积分

值简单、易计算．在实际应用中可考虑以下两种取法：

（１）混合基函数选取正交基函数（如不同频的

三角函数、正交多项式等）作为基函数，其基函数的

线性组合可实现对被积函数的逼近［１３］．

（２）混合基函数选取近似计算中最常用的Ｂ样

条基函数（如单变量基函数），其基函数的线性组合

可实现对被积函数以任意精度逼近定义在致密区间

上的连续实函数［１４１５］．

３２　标准进化策略

标准进化策略［３４，６］的实现过程可简述如算法１．

算法１．　

１．二元表达方式．这种表达式中个体由目标变量犡 和

标准差σ两部分组成，每部分又有狀个分量，即

（犡，σ）＝（（狓１，狓２，…，狓犻，…，狓狀），（σ１，σ２，…，σ犻，…，σ狀）），

其中，犡和σ之间的关系

σ′犻＝σ犻·ｅｘｐ（狉′·犖（０，１）＋狉·犖犻（０，１））

狓′犻＝狓犻＋σ犻·犖犻（０，１｛ ）
（４）

式中，（狓犻，σ犻）为父代个体的第犻个分量；（狓′犻，σ′犻）为子代新个

体的第犻个分量；犖（０，１）为服从标准正态分布的随机数；

犖犻（０，１）为针对第犻个分量重新产生一次符合标准正态分布

的随机数；狉′为全局系数，常取１；狉为局部系数，常取１．

上式表明，新个体是在旧个体基础上随机变化而来．

２．随机生成初始群体，并计算其适应度．进化策略中初

始群体由μ个个体组成，每个个体（犡，σ）内又可以包含狀个

狓犻，σ犻分量．产生初始个体的方法是随机生成．为了便于和传

统的方法相比较，可从某个初始点（犡（０），σ（０））出发，通过

多次突变产生μ个初始个体，该初始点可从可行域中用随机

方法选取．初始个体的标准差σ（０）＝３．０．

３．计算初始个体的适应度，若满足条件，终止；否则，往

下进行．

４．根据进化策略，用下述操作产生新群体：

４．１．重组．将两个父代个体交换目标变量和标准差，产

生新个体．一般目标变量采用离散重组，标准差采用中值

重组．

４．２．突变．对重组后的个体添加随机量，按式（１）产生

新个体．

４．３．计算新个体适应度．

４．４．选择．按照（μ，λ）选择策略，在新产生的λ个新个

体择优选取μ个个体作为下一代群体，这里要求λ＞μ．

５．反复执行步４，直到达到终止条件，选择最优个体作

为最终的结果．

注意：在步２，初始个体的标准差σ（０），可用公

式σ（０）＝Δ犡／槡狀来计算，其中Δ犡，狀分别表示初始

点与最优点的距离和个体中所含分量的个数；由于

Δ犡在初始时不便确定，可取σ（０）＝３．０．σ（０）不宜

取得太大，若σ（０）太大而且μ也太大，选择力度不

够，容易造成群体过于分散．尽管σ（０）较小，但在进

化的过程中通过个体的自适应调整仍可使搜索点很

快分布在整个可行域．

其次，为了控制群体的多样性和选择的力度，比

值μ／λ是一个重要的参数，对算法的收敛速度有很

大的影响．若μ太小（比如μ＝１），则群体太单调；若

μ太大，则计算量过大．通常，μ取１５或更多一些．

λ数值的大小，类似于μ的作用，也要适当．研究表

明，比值μ／λ宜取１／７左右．本文最后一部分５个

仿真实验也验证了比值μ／λ取法的正确性．

４　适用于高维优化的进化策略

４１　标准差

标准差指σ，它控制突变的幅度．进化策略中每

个个体基因都有各自的标准差，传统进化策略选取

的标准差随机性过大，不能很好跟踪进化的进

程［１６］．事实上，随着不断进化，优秀个体逐步接近

极值点，突变的幅度应该随之减小（代价是牺牲了

全局搜索能力），而且每个基因的变化在统计意义上

是同步的．在（μ＋２λ＋犽）ＥＳ中，一个种群的所有

个体、所有基因共用一个相同的标准差σ，使用确定

性递减策略，即如果若干代（如３０代，称为一个进化

时段）没有进化，则确定性地减小σ，如递减系数为

０．７５．这样，标准差的计算开销远比传统方法小．

４２　精英繁殖

进化策略采用共同繁殖方式产生子代，进化的

初始阶段，共同繁殖方式使每个父个体都有相同的

繁殖机会，相当于多点同时搜索，有利于扩大搜索范

围，但在进化后期，父个体逐步向最优秀的个体附近

聚集，此时，其他较差个体很难产生具有足够生存竞

争力的优秀个体，更优秀的后代主要由最优秀的精

英个体产生，进化实际是精英个体产生的后代完成，

其它个体产生的后代基本没有生存能力，反而增加

了计算开销．（μ＋２λ＋犽）ＥＳ使用精英繁殖方式，

即每个子个体都由父代中最优秀的精英个体产生，

以增加产生更优秀后代的机会，提高收敛速度．就计

算复杂性而言，精英繁殖方式的附加计算开销略少

于共同繁殖方式．

４３　突变算子

传统的进化策略采用全基因高斯突变算子，一

般认为，这样有利于从各个方向搜索，事实上，当问
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题规模比较大时，由于突变方向的随机性，往往使突

变的效果互相抵消，很难得到进化的后代个体，导致

进化策略在求解大规模问题时的收敛速度很低，甚

至导致不收敛，而且这种突变的计算开销也大．在

（μ＋２λ＋犽）ＥＳ中，采用单基因突变方式，即在产

生后代时，只随机选择其中的一个基因突变，其它基

因直接从父个体继承．因为Ｇａｕｓｓ突变具有很强的

局部搜索能力和较弱的全局搜索能力，而Ｃａｕｃｈｙ

突变和均匀突变全局搜索能力强局部搜索能力弱，

所以把三者结合充分发挥各自的优势，使进化速度

更快，准确度更高．

综上所述，（μ＋２λ＋犽）ＥＳ繁殖与突变算子描

述如下：

假定当前最优父代个体狓狋＝ｍａｘ｛狓犻，犻＝１，

２，…，μ＋２λ＋犽｝，产生λ个单基因Ｇａｕｓｓ突变子个

体，即

狓′犽（犼）＝狓狋（犼）＋σ狋犖（０，１），犼＝狉犪狀犱狅犿（１，狀）

狓′犽（犻）＝狓狋（犻），犽＝１，２，…，λ，犻＝１，２，…，狀，犻≠｛
犼

（５）

然后产生λ个单基因Ｃａｕｃｈｙ突变子个体，即

狓′犽（犼）＝狓狋（犼）＋σ狋（η＋犖（０，１）），犼＝狉犪狀犱狅犿（１，狀）

狓′犽（犻）＝狓狋（犻），犽＝１，２，…，λ，犻＝１，２，…，狀，犻≠｛
犼

（６）

最后产生犽个均匀突变子个体，即

狓′犽（犼）＝狓狋（犼）＋ξ犼，

犼＝狉犪狀犱狅犿（１，狀），ξ犼＝狉犪狀犱狅犿（狓犼ｍｉｎ，狓犼ｍａｘ），

狓′犽（犻）＝狓狋（犻），犽＝１，２，…，λ，犻＝１，２，…，狀，犻≠

烅

烄

烆 犼

（７）

其中，σ狋是标准差，它控制突变的幅度；参数η是当

狋＝１时的一个柯西分布的随机变量比例参数．计算

（２λ＋犽）个新个体的适应值，再从（μ＋２λ＋犽）ＥＳ个

个体中选择μ个最优的个体作为下一代的父个体．

５　两种基于进化策略的数值积分算法

５１　基于混合基函数进化策略的数值积分算法

根据第３．１节混合基函数及积分定理，基于混

合基函数进化策略的数值积分算法可描述如算法２．

算法２．　

１．确定个体的二元表达式：表达式中个体由目标变量

犠 和标准差σ两部分组成，每部分有（犖＋１）个分量，即

（犠，σ）＝ （（狑０，狑１，…，狑犖），（σ０，σ１，…，σ犖）），

其中，（狑０，狑１，…，狑犖）表示进化策略优化权值；（σ０，σ１，…，

σ犖）表示各个权值对应的标准差，用来调整各个权值的变化

幅度．

２．随机生成初始群体：进化策略中初始群体由μ个个体

组成，每个个体（犠，σ）内包含（犖＋１）个狑犻，σ犻分量，产生初

始个体的方法是随机生成．为了便于和传统的方法比较，可

以从某个初始点（犠（０），σ（０））出发，通过多次突变产生μ个

初始个体，该初始点可从可行域中用随机方法选取．初始个

体的标准差σ（０）＝２．０．

３．计算适应度：按式（３）中的误差函数规定适应度函数

犌＝∑
狀－１

狋＝０

犲（狋） （８）

其中，狋＝０，１，…，狀－１；狀为积分区间内的等距节点数．适应

度越趋近０，表明该个体越优良．终止条件规定最大进化代

数犜，当进化代数大于犜时程序运行终止．

４．如果满足条件，终止，选出最优解；否则，继续往下进行．

５．根据进化策略，按照下述操作产生新群体：

５．１．突变．在父代群体中挑出最优个体，然后对该个体

进行单基因高斯突变、单基因柯西突变和均匀突变，产生

（２λ＋犽）个新个体．

５．２．计算新个体适应度．

５．３．选择．在（μ＋２λ＋犽）个个体中挑选优良的μ个个体

组成下一代群体．

６．反复执行步５，直到到达终止条件，选择最佳个体作

为进化策略的结果．

７．条件终止时，选出最优解犠ｂｅｓｔ（狑０，狑１，…，狑犖），再按

定理１的公式计算出所要求被积函数的积分值．

５２　基于不等距点分割的进化策略数值积分算法

根据第４节高维优化进化策略，基于不等距点

分割的进化策略数值积分算法，可描述如下：

算法３．

１．确定个体的表达式．表达式中个体由目标变量犡 和

标准差σ两部分组成，每部分有（狀＋１）个分量，即

（犡，σ）＝ （（狓１，狓２，…，狓狀），（σ１，σ２，…，σ狀）），

其中，狀表示积分区间内的节点数；（狓１，狓２，…，狓狀）表示积分

区间内的节点；（σ１，σ２，…，σ狀）表示各个节点对应的标准差，

用来调整各个节点的变化幅度．

２．随机生成初始群体．进化策略中初始群体由μ个个

体组成，每个个体（犡，σ）内包含狀个狓犻，σ犻分量，产生初始个

体的方法是随机生成．为了便于和传统的方法比较，可以从

某个初始点（犡（０），σ（０））出发，通过多次突变产生μ个初始

个体，该初始点可从可行域中用随机方法选取．初始个体的

标准差σ（０）＝３．０．

３．计算适应度．将随机产生的每一个个体分别置于积

分区间的左端点和右端点之间，各自按照升序排好顺序．这

样，对应每个个体积分区间总共有狀＋２个节点和狀＋１个小

段，然后分别计算这狀＋２个节点相邻节点之间的距离犱犼，

犼＝１，２，…，狀＋１，再计算出这狀＋２个节点对应的函数值和

每小段中间节点的函数值．找出每小段左端点、中间节点和

右端点的函数值中的最小值狑犼和最大值犠犼，犼＝１，２，…，

狀＋１，则该个体的适应度为
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犳（犼）＝
１

２∑
狀＋１

犼＝１

犱犼 犠犼－狑犼 （９）

适应度越趋近于０，表明该个体越优良．终止条件选择一

个很接近０的值ε，当最小适应度小于ε时，程序运行终止．

４．如果满足条件，终止，选出最优解；否则，继续往下进行．

５．根据进化策略，按照下述操作产生新群体：

５．１．突变．在父代群体中挑出最优个体，然后对该个体

进行单基因高斯突变、单基因柯西突变和均匀突变，产生

（２λ＋犽）个新个体．

５．２．计算新个体适应度．

５．３．选择．在（μ＋２λ＋犽）个个体中挑选优良的μ个个

体组成下一代群体．

５．４．如果一个进化时段（如３０代）的最优个体没有进

化，则σ狋＋１＝０．７５σ狋，否则σ狋＋１＝σ狋．

６．反复执行步５，直到到达终止条件，选择最佳个体作

为进化策略的结果．

７．条件终止时，所求积分值就近似等于∑
狀＋１

犼＝１

犿犼犱犼．其中，

（犿１，犿２，…，犿狀＋１）为由积分区间的左端点、最优个体和右端

点划分成的狀＋１个小段的中点对应的函数值；（犱１，犱２，…，

犱狀＋１）为由积分区间的左端点、最优个体和右端点划分成的

狀＋１个小段对应的距离．

６　仿真实验

为了验证本文提出的两种进化策略数值积分算

法的有效性和正确性，本文选取了参考文献［１３１７］

中给出的一些实例，并与传统的梯形法、Ｓｉｍｐｓｏｎ方

法、ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｉｍｐｓｏｎ方法和Ｒｏｍｂｅｒｇ方法比较．

例１．　文献［１７］中用梯形法和Ｓｉｍｐｓｏｎ方法

在［０，２］积分区间分别计算被积函数 狓２，狓４，

１＋狓槡
２，１／（１＋狓），ｓｉｎ狓，ｅ狓等６个函数的积分，结

果如文献［１７］中的表４．７所示．

若用本文基于混合基函数的ＥＳ的进化策略算

法，取μ＝５，λ＝７×μ，犽＝８，狀＝２０，犖＝２０，犜＝

１０００；用本文基于不等距点分割的进化策略数值积

分方法，取μ＝１５，λ＝７×μ，狀＝６０．表１给出了文

献［１７］中的结果与本文算法计算的结果．

表１　几种数值积分方法对应各函数的积分值

犳（狓）
函数１ 函数２ 函数３ 函数４ 函数５ 函数６

狓２ 狓４ １＋狓槡 ２ １／（１＋狓）ｓｉｎ（狓） ｅ狓

梯形法 ４．０００１６．０００ ３．３２６ １．３３３ ０．９０９ ８．３８９

Ｓｉｍｐｓｏｎ方法 ２．６６７ ６．６６７ ２．９６４ １．１１１ １．４２５ ６．４２１

基于混合基

函数的ＥＳ方法
２．６５９ ６．３３８ ２．９５６ １．０９０ １．４１９ ６．３９０

基于不等距点

分割的ＥＳ方法
２．６６６ ６．３９８ ２．９５７７ １．０９８ １．４１６ ６．３８８

精确值 ２．６６７ ６．４００ ２．９５８ １．０９９ １．４１６ ６．３８９

图１～图３分别给出了基于混合基函数的进化

策略（ＥＳ）在计算６个函数积分时积分误差的变化

曲线．
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图１　函数１和函数２的积分误差的变化曲线

（例１，基于混合基函数）
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图２　函数３和函数４的积分误差的变化曲线

（例１，基于混合基函数）
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图３　函数５和函数６的积分误差变化曲线

（例１，基于混合基函数）

图４～图６分别给出了基于不等距点分割的进

化策略（ＥＳ）在计算６个函数积分时积分误差的变

化曲线．
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图４　函数１和函数２的积分误差的变化曲线

（例１，基于不等距点分割）
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图５　函数３和函数４的积分误差的变化曲线

（例１，基于不等距点分割）
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图６　函数５和函数６的积分误差变化曲线

（例１，基于不等距点分割）

例２．　计算积分∫
４８

０
１＋（ｃｏｓ狓）槡 ２ｄ狓．

用 Ｒｏｍｂｅｒｇ 方法计算该积分时遇到了困

难［１８］，ＣｏｍｐｏｓｉｔｅＳｉｍｐｓｏｎ′ｒｕｌｅ计算时，将积分区

间［０，４８］等分成１００个均匀子区间，计算结果为

５８．４７０８２
［１９］，文献［２０］中采用神经网络算法得到的

结果为５８．５２０５，精确值是５８．４７０４６９１．考虑到被积

函数是以π为周期的函数，且４８＝１５π＋０．８７６１，因

此，计算方法如下：

∫
４８

０
１＋（ｃｏｓ狓）槡 ２ｄ狓＝１５∫

π

０
１＋（ｃｏｓ狓）槡 ２ｄ狓＋

∫
０．８７６１

０
１＋（ｃｏｓ狓）槡 ２ｄ狓．

　　若用本文基于混合基函数的ＥＳ方法，取μ＝

１５，λ＝７×μ，犽＝８，狀＝６０，犖＝２０，犜＝５００，计算结

果为∫
４８

０
１＋（ｃｏｓ狓）槡 ２ｄ狓≈５８．４８８２８．对应的积分误

差变化曲线如图７所示．
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图７　函数积分的误差变化曲线

（例２，基于混合基函数）

若用本文基于不等距点分割的进化策略数值积

分方法，取μ＝１５，λ＝７×μ，狀＝１００，计算结果为

∫
４８

０
１＋（ｃｏｓ狓）槡 ２ｄ狓≈５８．４７０６５．对应的积分误差变

化曲线如图８所示．
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图８　函数积分的误差变化曲线

（例２，基于不等距点分割）
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例３．　计算如下奇异积分：

犳（狓）＝

ｅ－狓， ０狓＜１

ｅ－狓
／２， １狓＜２

ｅ－狓
／３， ２狓

烅

烄

烆 ３

．

该函数的精确积分值是１．５４６０３６，文献［２０］中采用

神经网络计算得到的结果为１．５４６７．

若用本文基于混合基函数的ＥＳ的方法计算，

取μ＝５，λ＝７×μ，犽＝８，狀＝３０，犖＝２８，犜＝２５０，得

到的结果为１．５４５５．对应的积分误差变化曲线如

图９所示．
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图９　函数积分的误差变化曲线（例３，基于混合基函数）

若用本文基于不等距点分割的进化策略数值积

分方法，取μ＝２５，λ＝７×μ，狀＝３０，得到的结果为

１．５４５９８０５．由此看出此算法具有较强的奇异积分处

理能力．对应的积分误差变化曲线如图１０所示．
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图１０　函数积分的误差变化曲线（例３，基于不等距点分割）

例４．　计算振荡积分
［２１］犐＝∫

２π

０

狓ｃｏｓ狓ｓｉｎ犿狓ｄ狓．

用犌３２代表３２个点的高斯公式的计算值，用２狀×犔５

表示以ｓｉｎ犿狓的零点划分的子区间（共２狀个）的五

点高斯罗巴托勒让德公式计算值．

若用本文基于混合基函数进化策略的数值积分

算法，取μ＝５，λ＝７×μ，犽＝８，犿＝１０，２０，３０；犖＝

２０；对应的积分误差变化曲线如图１１所示．
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图１１　函数积分的误差变化曲线

（例４，基于混合基函数）

若用本文基于不等距分割的进化策略数值积分

算法，取μ＝２５，λ＝７×μ，狀＝１２０，参数犿＝１０，２０，

３０；对应的积分误差变化曲线如图１２所示．
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图１２　函数积分的误差变化曲线

（例４，基于不等距点分割）

两种算法的计算结果的对比如表２所示．

表２　几种数值积分方法对应各函数的计算结果

犿 精确值 犌３２ ２狀×犔５ 基于混合基函数的ＥＳ方法 基于不等距点分割的ＥＳ方法

１０ －０．６３４６６５１８ －０．６３４０２０７ －０．５５８７５９４０ －０．６８１３４０５２ －０．６５０３４０８０

２０ －０．３１４９４６６３ －１．２０９２５２４ －０．２７７８９６２０ －０．３７２８０４２５ －０．３０５８３４３５

３０ －０．２０９６７２４３ －１．５８２２２７２ －０．１８５０８４４８ －０．１７３０５６２１ －０．２３５５６８１５
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　　例５．　计算积分∫
１

０
ｅ－狓

２

ｄ狓．

此积分的被积函数的原函数不是初等函数，所

以无法用牛顿莱布尼茨公式来计算这个积分．文献

［２０］中分别用矩形法、梯形法和Ｓｉｍｐｓｏｎ方法计算

该积分．取μ＝２０，λ＝７×μ，狀＝３０，犖＝４０，犜＝８０，

基于混合基函数的进化策略积分误差变化曲线如
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图１３　函数积分的误差变化曲线（例５，基于混合基函数）

图１３所示．

　　基于本文不等距分割的进化策略数值积分算

法，取μ＝２０，λ＝７×μ，狀＝３０，则积分误差变化曲线

如图１４所示．

!"#

!"$

%&'

%&(

%&!

%&#

%&)

*+'

*&(

*&!

*&*

$,,,,,,,,,,,,,,,-$,,,,,,,,,,,,,*$,,,,,,,,,,,,,%$,,,,,,,,,,,,!$,,,,,,,,,,,,,.$,,,,,,,,,,,,($,,,,,,,,,,,,/$,,,,,,,,,,,,,'$,,,,,,,,,,,,,0$,,,,,,,,,,-$$

迭代次数

积
分
误
差
!
-
$

1
,
%

图１４　函数积分的误差变化曲线

（例５，基于不等距点分割）

表３列出了文献［２０］中的结果与本文算法的计

算结果．

表３　几种数值积分方法对应函数的积分值

犳（狓） 矩形法 梯形法 Ｓｉｍｐｓｏｎ方法 基于混合基函数的ＥＳ方法 基于不等距点分割的ＥＳ方法 精确值

ｅ－狓
２

０．７７７８２ ０．７４６２１ ０．７４６８３ ０．７４６５２ ０．７４６８３ ０．７４６８２４

　　通过５个不同类型的数值积分仿真例子可看

出，当参数μ／λ＝１／７，阶次犖２０，节点数狀２０，

犽＝８时，用本文提出的两种进化策略求数值积分算

法，相比传统的一些方法（如矩形法、梯形法、Ｓｉｍｐｓｏｎ

方法等）精度要高．

６　结　论

文中给出了两种基于进化策略方法求任意被积

函数积分的方法，两种算法都采用适用于高维优化

的单基因突变进化策略算法，充分发挥了进化策略

算法的群体搜索和并行的特性．通过５个数值积分

算例表明，该算法十分有效，不但可以计算原函数不

易求得的被积函数的积分，而且还可以计算奇异积

分和振荡积分，可看作是对传统的数值积分方法的

一种推广．设计适用于更高维优化的进化策略算法

和应用此算法计算多重积分问题是今后我们所要做

的工作．
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