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摘　要　群通信是影响大规模数据并行系统效率的关键因素，其主要发生在程序不同阶段间的数组重分布与循环

划分后的数组重映射这两种情况．在一次通信中显著影响群通信效率常被忽视的因素是消息冲突和消息长度的不

一致．因为它们会导致进程间大量的空闲等待时间．然而以前的研究要么不能完全避免消息冲突，要么针对某些特

殊情况．对此，提出了在数组分布为Ｂｌｏｃｋ＿Ｃｙｃｌｉｃ（犽）情况下的一种更具有普遍适用性的通信调度策略ＣＳＳ．通过证

明表明该策略能使一个通信步内的消息互不冲突且消息长度尽量相等．从而最小化通信调度生成时间和实际通信

时间．最后的测试结果也表明，与传统的通信优化算法和 ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ实现相比，ＣＳＳ策略使得通信效率得以明

显提高．
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１　引　言

当前大多数并行应用系统都是采用基于分布式

内存的数据并行范例．群通信在数据并行程序中普

遍存在并且是影响其执行效率的关键因素．群通信

主要发生在以下两种情况：程序的不同阶段间的

数组重分布和循环划分后的数组重映射．许多数据

并行编程语言，例如 ＨＰＦ
［１］、ＶｉｅｎｎａＦｏｒｔｒａｎ

［２］和

ｐＨＰＦ
［３］等，都是通过在分布内存下提供数组分布指

导支持全局命名空间（ｇｌｏｂａｌｎａｍｅｓｐａｃｅ）．在这些

语言中，程序员通过指导语句来指定数组在处理器

间的分布模式．根据“拥有者计算”原则，编译器利用

这些分布信息和循环中数组赋值语句来产生通信

集．许多时候由于通信代价过高而导致并行效率很

低，甚至出现负加速比．针对这些典型问题，越来越

多的研究者将通信优化的研究重点放在如何最小化

通信集生成的时间［４５］、重叠通信与计算［６］以及重分

布数组上，不过他们却忽略了由于结点间消息冲突

和一次通信中消息长度不一样所带来的大量通信开

销．另外，通过对消息进行调度减轻通信代价的研究

有：Ｐａｒｋ等人
［７］在考虑数据传输、通信调度和索引

计算的基础上提出了一个针对某些特例减少通信总

时间的算法，不过它只是针对某些特例．Ｄｅｓｐｒｅｚ等

人［８］给出了一个最小化消息冲突的算法，但该算法

仍然不能避免通信冲突．Ｙｕａｎ等人
［９１０］提供了一个

基于 ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ实现的通信调度算法，但是其

运行时的开销很大．Ｇｕｏ等人在以前工作的基础

上［１１］给出了关于一维数组的重分布通信调度策略，

其中目标数组在发送处理器组犙和接收处理器组

犘 上具有不同分布形式
［１２］，然而该研究只是着眼于

并行程序不同阶段之间数组的重分布问题，并不能

解决循环划分之后的数组重映射问题．与以往的研

究相比，本文的主要贡献有以下３点：

（１）本文提出的策略首次解决了循环划分后在

数组重映射时出现的消息冲突问题．它避免了数组

重映射时结点间的消息冲突，同时也最小化了每步

通信所花费的时间．

（２）本文提出的策略更具有普遍性，也适用于

不同阶段的数组重分布．

（３）本文提出的策略引入关于通信表的周期性

理论，大幅度减低通信调度生成的时间．因此有利于

该通信调度算法在编译阶段实现，不会带来额外的

运行时间开销．

综上所述，本文给出了一种不仅具有普遍适用

性，而且空间和时间花费很小，可以用于编译时完成

的通信调度策略 ＣＳＳ（ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＳｃｈｅｄｕｌｉｎｇ

Ｓｔｒａｔｅｇｙ）．为了更好地描述问题，文中使用通信表

ＣＯＭ（ＣＯＭｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ）ｔａｂｌｅ和调度表 ＣＳ（Ｃｏｍ

ｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＳｃｈｅｄｕｌｉｎｇ）ｔａｂｌｅ（表的定义在第二部分

给出）来分别描述处理器间的消息交互模式和消息

的调度情况．首先引入通信表的周期性理论来缩短

通信调度表的生成时间，然后给出与通信表内元素

递推关系相关的定理和推论的证明．在以上定理和

推论的基础上，构造出有效的调度算法使调度表的

每一列变成接收处理器序号的枚举，并尽量把长度

相近的消息放到同一个通信步内．ＣＳＳ策略既避免

了处理器间的通信冲突，同时也最小化了调度表的

生成时间和实际通信的总时间．为了便于算法描述，

本文主要是以一维数组为例进行说明，该策略很容

易扩展到多维数组的情况．

本文第２节介绍所要解决的问题并举例进行说

明；第３节是本文的核心内容，论述处理器间的通信

调度策略；第４节给出在分布式内存机群上的测试

结果并进行分析；最后是结论及进一步的研究工作．

２　问题的描述

本节首先给出一段代码抽象，然后在此基础上

给出了 ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ和传统方法的实现．以一段

ＨＰＦ代码抽象为例（如图１所示）．数组犃 和犅 分

别以犮狔犮犾犻犮（狓）和犮狔犮犾犻犮（狔）分布到不同的处理器组

犘和犙 上．犪１×犻狊＋犫１ 和犪２×犻狊＋犫２ 分别是数组犃

和犅 的访问函数，且二者均为线性函数．犉是一个

数组函数或者数组固有函数（ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ）（如

数组转置操作［１３］）．编译器可以通过数组分布和

ＦＯＲＡＬＬ语句所提供的信息来产生通信集和通信代

码［１４］．图１中代码抽象的符号说明详见表１．图２（ａ）

为图１代码抽象的一个实例，其中数组犃以犮狔犮犾犻犮（４）

分布到５个处理器上，数组犅以犮狔犮犾犻犮（３）分布到另

外的５个处理器上，即狀犃＝１８２，狀犅＝１２０，狀犘＝狀犙＝

５，狀狊＝６０，狓＝４，狔＝３，犪１＝３，犪２＝２，犫１＝４，犫２＝１．

１．ｒｅａｌ犃（０：（狀犃－１）），犅（０：（狀犅－１））

２．！ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ犘（０：（狀犘－１））

３．！ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ犙（０：（狀犙－１））

４．！ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅ犃（犮狔犮犾犻犮（狓））ｏｎｔｏ犘

５．！ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅ犅（犮狔犮犾犻犮（狔））ｏｎｔｏ犙

６．ＦＯＲＡＬＬ（犻狊＝０：（狀狊－１））

　　犃（犪１×犻狊＋犫１）＝犉（犅（犪２×犻狊＋犫２））

图１　ＨＰＦ代码示例
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表１　图１中代码抽象的符号说明

符号 符号说明 符号 符号说明

狀犃 数组犃中元素的个数 犫１ 数组犃中访问函数的参数

狀犅 数组犅中元素的个数 犪２ 数组犅中访问函数的参数

狀犘 处理器组犘中处理器的个数 犫２ 数组犅中访问函数的参数

狀犙 处理器组犙中处理器的个数 狓 数组犃以犮狔犮犾犻犮分布的参数

狀狊 ＦＯＲＡＬＬ语句的循环上限 狔 数组犅以犮狔犮犾犻犮分布的参数

犪１ 数组犃中访问函数的参数 犻狊 循环变量

２１　通信表、通信调度表和通信冲突的定义

下面给出关于通信表、通信调度表和消息冲突

的定义．

定义１．　通信表（ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＴａｂｌｅ）．用

来描述源处理器组与目标处理器组之间的通信模式．

例如，图２（ｂ）为图２（ａ）中的循环语句根据“拥有者

计算”原则划分后所产生的通信表，表中犆犗犕（犻，犼）

表示处理器犙犻发送到处理器犘犼的消息大小，有

犆犗犕（犻，犼）≠０．

图２　例１及其通信表和犮狔犮犾犻犮（３）到犮狔犮犾犻犮（４）分布的通信表

　　定义２．　调度表（ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎＳｃｈｅｄｕｌｉｎｇ

Ｔａｂｌｅ）．用来描述处理器间通信调度的结果．如图４

（ａ）和图４（ｃ），其中犆犛［犻］［犽］＝犼表示发送处理器

犙犻在第犽步发送消息到接收处理器犘犼．

接收阶段：

ｆｏｒ狆＝０ｔｏ狀犘－１ｄｏ

狊狉犮＝（犿狔犻犱＋狆）ｍｏｄ狀犘；

ｎｏｎｂｌｏｃｋｒｅｃｅｉｖｅ ＆ ｕｎｐａｃｋ ｍｅｓｓａｇｅｓｉｎｔｏｔａｒｇｅｔｌｏｃａｌａｒｒａｙ

ｆｒｏｍｐｒｏｃｅｓｓｏｒ＂狊狉犮＂；

ｅｎｄｄｏ
发送阶段：

ｆｏｒ狇＝０ｔｏ狀犙－１ｄｏ

犱犲狊狋＝（犿狔犻犱＋狇）ｍｏｄ狀犙；

ｐａｃｋ＆ｎｏｎｂｌｏｃｋｓｅｎｄｍｅｓｓａｇｅｓｔｏｐｒｏｃｅｓｓｏｒ＂犱犲狊狋＂；

ｅｎｄｄｏ

ｗａｉｔａｌｌ；

图３　传统通信代码实现

定义３．　消息冲突（也称通信冲突）．当几个发

送处理器同时发送消息到同一个接收处理器时，接

收处理器端便会产生瓶颈．本文所提出的定理对消

除消息冲突具有普遍意义．

本文的通信调度策略对于不同阶段的数据分布

（例如，犮狔犮犾犻犮（３）到犮狔犮犾犻犮（４）分布）同样适用．图２（ｃ）

给出了犮狔犮犾犻犮（３）到犮狔犮犾犻犮（４）重分布的通信表

犆犗犕．其中，发送处理器组和接收处理器组分别包

括有５个处理器，并且数组分别以犮狔犮犾犻犮（３）和

犮狔犮犾犻犮（４）分布在上面．只要使图２（ａ）中犪１＝犪２＝１和

犫１＝犫２＝０，即让循环中的赋值语句变为犃［犻］＝

犅［犻］，其所得的通信表也为图２（ｃ）．因此，本文提出

的通信调度策略同样可应用于不同阶段的数组重分

布，数组重分布是该策略所解决问题的一个特殊形式．

２２　犕犘犐＿犃犾犾狋狅犪犾犾狏和传统方法的通信调度实现

当发送处理器和接受处理器个数不同时（即

Ｍａｎｙ＿ｔｏ＿Ｍａｎｙ通信方式），ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｌｖ实现虽

然有一些处理器的发送数据大小被设置成零，但是

仍然有启动时间上的浪费．为了解决这一问题，图３

中的代码［１１］可以是在实现 Ｍａｎｙ＿ｔｏ＿Ｍａｎｙ通信时

对 ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ的一个简单而实用的替换．其中

犿狔犻犱是当前执行的进程号．在发送阶段和接收阶段

中，当前进程采用非阻塞方式进行消息传递．该实现

使得发送处理器在一开始以不同的处理器作为目的

处理器，这在某种程度上能够简单地减少消息冲突．

采用上述方法，由例１的代码，可以得到图４（ａ）

中的通信调度表．图４（ｂ）是各处理器在图４（ａ）调度

下的通信状态图．其中水平长条编有数字犼，代表发

送处理器发送消息到接收处理器犘犼（处理器组犘中

的第犼个处理器）．一个块是一个消息传输的单元，

连续的一段带有相同数字犼的块数代表发送处理器

发送给接收处理器犘犼的消息长度．可以看到图４（ｂ）

中的灰色块代表存在消息冲突的部分，它们会大幅

度降低通信效率．本文的目的之一就是通过设计有

效的算法，消除这些冲突，图４（ｃ）是经过改进后的

通信调度表，图４（ｄ）是其相应的通信状态图，可以

看出改进后的通信调度有效避免了消息冲突．

为了得到上述改进后的通信调度表，下一节将

给出一个更具有普遍适用性的通信优化策略．该策

略在避免处理器间通信冲突的前提下，能够最小化

调度表的生成时间和实际通信时间．
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图４　与图２（ｃ）对应的通信调度表和通信状态图

图５　图２中代码的数组访问模式

３　犆犛犛通信调度策略

本节仍旧针对图１的代码抽象，首先给出其访

问模式的周期性公式，然后论述通信表的周期性引

理和在一个周期内通信表内元素递推关系的定理及

推论，最后根据这些定理和推论分情况给出通信调

度算法．

３１　访问模式的周期性公式

在图１的代码抽象的基础上（本节中一些变量，

如狀犃，狀犅，狀犘，狀犙等的定义可以参考第２节中的表１），

假设犵∈｛犪２×犮＋犫２｜０犮狀狊－１｝是数组犅中某个

元素的全局地址，并且该元素在处理器犙犻（处理器

组犙中的第犻个处理器）上，其相应的数组犃 的元

素在处理器犘犼（处理器组犘中的第犼个处理器）上，

则犻和犼由如下公式给出：

１２３２期 王　珏等：一种数据并行中的群通信优化策略



犻＝ （犵ｄｉｖ狔）ｍｏｄ狀犙 （１）

犼＝
犵－犫２

犪２
×犪１＋犫（ ）１ ｄｉｖ［ ］狓 ｍｏｄ狀犘 （２）

　　为了最小化ＣＳＳ策略的时间，下面给出了数组

分布和赋值语句的周期公式：

狆犲狉犻狅犱
犃
犲 ＝ ［ｌｃｍ（狀犘×狓，犪１）］／犪１ （３）

狆犲狉犻狅犱狊 ＝ｌｃｍ（狀犙×狔，犪２×狆犲狉犻狅犱
犃
犲） （４）

狆犲狉犻狅犱ｉｔｅｒ＝狆犲狉犻狅犱狊／犪２ （５）

　　式（３）中的狆犲狉犻狅犱
犃
犲表示数组犃 迭代访问模式

的周期．式（４）中的狆犲狉犻狅犱狊是数组犅 索引形式的周

期．式（５）中狆犲狉犻狅犱ｉｔｅｒ是整个循环迭代模式的周期．

ｄｉｖ代表整除，ｍｏｄ代表取余，ｌｃｍ 代表最小公倍

数．通过图２中的代码来说明上述周期公式．数组犃

和犅 分别以犮狔犮犾犻犮（４）和犮狔犮犾犻犮（３）分布到处理器组

犘和犙 上．图５给出了图２中代码的数组访问模式．

在图５中，对于赋值语句犃（３×犻狊＋４）＝犅（２×犻狊＋

１），当犻狊＝０时，犅（１）在犙０上并发送给犘１（犃（４）所

在的处理器）．在小长方形竖条中的数据（个数为

狆犲狉犻狅犱
犃
犲＝２０）即代表数组犃的一个迭代访问模式．

狆犲狉犻狅犱ｉｔｅｒ＝６０（０犻狊５９）是整个循环迭代模式的周

期，即犙犻与犘犼组合的周期．

３２　通信表的周期性引理和表内元素递推关系的

定理及推论

为了最小化通信调度算法的计算量，本节利用

上述数组访问模式的周期性特点给出通信表的周期

性引理．

引理１．　在犆犗犕 表中，对于任意的（犙犻，犘犼）有

犆犗犕′（犻，犼）＝狌≠０，如果数组访问正好是一个周期，

那么当数组访问是周期的犽（犽是正整数）倍时，即

犽×狆犲狉犻狅犱ｉｔｅｒ，有犆犗犕（犻，犼）＝犽×狌．

证明．　见附录．

由引理１，可以知道犆犗犕 表和犆犛 表都是周期

性变化的．此处仍然以图２中的代码为例，当狀狊＝

狆犲狉犻狅犱ｉｔｅｒ＝６０则有犆犗犕（０，２）＝３，进一步如果狀狊＝

犽×狆犲狉犻狅犱ｉｔｅｒ＝犽×６０，则有犆犗犕（０，２）＝犽×３．为了

便于说明，本文将只讨论一个周期的情况（也就是

狀狊＝狆犲狉犻狅犱ｉｔｅｒ）．对于多个周期的情况，调度算法同

样适用．

下面将给出通信表内元素递推关系定理和推

论，本文的通信调度算法主要是基于该定理和推论

构建的．为了帮助理解该定理１和推论１，２，继续以

图２中的代码为例进行说明．当犆犗犕（０，２）＝３（相

应的犆犗犕 表在图２（ｂ）中），对于数组犅 在一个周

期里存在３个不同的全局地址：１７，３１，４５，它们都是

在处理器犙０上并且需要被发到处理器犘２．上述３个

元素在图５中用椭圆虚线标出．一定存在犕＝２４使

得犅数组的另外３个元素４１（＝１７＋犕），５５（＝３１＋

犕），６９（４５＋犕）在处理器犙３上并需要发送给犘１，也

就是犆犗犕（３，１）＝３．这３个元素在图５上用实线椭

圆标出．依次类推，有如下关于数组犅的全局地址：

｛（１７＋２４×犽）ｍｏｄ狆犲狉犻狅犱狊，（３１＋２４×犽）ｍｏｄ

狆犲狉犻狅犱狊，ａｎｄ（４５＋２４×犽）ｍｏｄ狆犲狉犻狅犱狊｜２犽＜

狆犲狉犻狅犱狊／犕，狆犲狉犻狅犱狊＝１２０，犕＝２４｝是分别在处理器

犙犻（犻＝１，４，２）上并且需要发给处理器犘犼（犼＝０，４，３），

也就是犆犗犕（１，０）＝犆犗犕（４，４）＝犆犗犕（２，３）＝３．

通过上述分析，可以知道通信表内存在元素的递推

关系，下面给出相关定理和推论的证明．其中部分符

号的说明可以参考第２节中的表１．

定理１．假设数组犃和数组犅分别以犮狔犮犾犻犮（狓）

和犮狔犮犾犻犮（狔）分布到狀犘和狀犙个处理器上，那么犆犗犕（犻，

犼）＝狌犆犗犕（（犻＋犽×犿）ｍｏｄ狀犙，（犼＋犽×狀）ｍｏｄ狀犘）＝

狌，０犽＜ｌｃｍ（狊，狋），其中犿＝
犕

狔
，狀＝

犿×犪１
犪２×狓

，犕＝

ｌｃｍ（犪１×ｌｃｍ（犪２，狔），犪２×狓）

犪１
，狊＝狀犙／ｇｃｄ（犿，狀犙），狋＝

狀犘／ｇｃｄ（狀，狀犘），同时有犆犗犕（犻，犼）＝狌犆犗犕（（犻＋

犽×犿′）ｍｏｄ狀犙，（犼＋犽×狀′）ｍｏｄ狀犘＝狌，０犽＜

ｌｃｍ（狊′，狋′），其 中 犿′＝
犿′×犪２
犪１×狔

，狀′＝
犕′
狓
，犕′＝

ｌｃｍ（犪２×ｌｃｍ（犪１，狓），犪１×狔）

犪２
，狊′＝狀犙／ｇｃｄ（犿′，狀犙），

狋′＝狀犘／ｇｃｄ（狀′，狀犘）．

证明．　见附录．

在定理１中，给出了两个通信表中元素的递推

公式，其中ｇｃｄ代表最大公约数，犿，狀，犕，狊，狋，犿′，

狀′，犕′，狊′，狋′均为系数，其余符号的说明可以在第２

节中的表１中获得．由递推公式得到的通信表中的

元素都相等．为了更好地说明算法，下面给出定理１

的两个推论．

推论１．　犿＝
犕

狔
，狀＝

犕×犪１
犪２×狓

，

犕＝
ｌｃｍ（犪１×ｌｃｍ（犪２，狔），犪２×狓）

犪１
，

犿′＝
犕′×犪２
犪１×狔

，狀′＝
犕′
狓
，

犕′＝
ｌｃｍ（犪２×ｌｃｍ（犪１，狓），犪１×狔）

犪２
．

犿＝犿′，狀＝狀′．

证明．　见附录．

其中的犪１，犪２，狓和狔可以参考第２节中的表１．
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通过推论１，可以得到定理１中两个递推公式中系

数的关系．由于犿＝犿′，狀＝狀′，所以在通信调度算法

中只需要使用第一个递推公式来计算犿和狀．

推论２．　狀犘×狀犙＝ｌｃｍ（狊，狋）犆犗犕 中的所有

元素相等．

证明．　见附录．

狀犘×狀犙为整个通信表中元素的总个数．由于其

与定理１中所能递推到的所有ｌｃｍ（狊，狋）个元素个数

相同，所以犆犗犕 中所有元素相等，此时采用传统的

通信调度算法就可以得到好的效果．

３３　通信调度算法

本节根据（ｇｃｄ（犿，狀犙）＝１）∧（狀犘／ｇｃｄ（狀，狀犘）

狀犙）是否成立将通信调度策略分成算法１和算法２两

部分．根据定理１，当（ｇｃｄ（犿，狀犙）＝１）∧（狀犘／ｇｃｄ（狀，

狀犘）狀犙）成立时，每一个发送处理器都会在同一步

内发送相同长度的消息到不同的接收处理器．由此

给出下面算法．

算法１．当（ｇｃｄ（犿，狀犙）＝１）∧（狀犘／ｇｃｄ（狀，狀犘）

狀犙）成立时，

输入：

（１）犆犗犕 表．

（２）数组分布模式和循环变量（例如图１中的狀犃，狀犅，

狀犘，狀犙，狀狊，狓，狔，犪１，犪２，犫１和犫２，符号说明参见表１和定理１）．

输出：

（１）犆犛表．

１．对于某一个发送处理器犙犻
０
（以犙０为例，即犻０＝０），

它所对应犆犛表的第犻０ 行设为接收处理器号的一个任意排

列（以犆犛［０］［］＝｛〈０〉，〈１〉，…，〈狀犘－１〉｝为例）．

２．对于犆犛表犻０ 行所对应的每一个接收处理器，都有

犆犗犕（犻，犼）＝狌犆犗犕（（犻＋犽×犿）ｍｏｄ狀犙，（犼＋犽×狀）ｍｏｄ狀犘）＝

狌，０犽＜ｌｃｍ（狊，狋）．通过犆犛表中的第一行元素就可以递推

得到整个改进后的犆犛表．

本节通过两个有代表性的例子（图２例１和图６

例２）来说明算法１的具体实现细节．对于例１，有

狆犲狉犻狅犱狊＝１２０，犿＝８，狀＝９犆犗犕（（犻＋犽×８）ｍｏｄ５，

（犼＋犽×９）ｍｏｄ５）＝狌，０犽＜５．由于ｇｃｄ（８，５）＝１∧

ｇｃｄ（９，５）＝１，初始化犆犛［０］［］＝｛〈０〉，〈１〉，〈２〉，〈３〉，

〈４〉｝，犆犛［０］［１］＝０表示在第１步中犙０发送消息到

犘０上，通过定理１可以得到犆犗犕（０，０）＝犆犗犕（３，

４）＝犆犗犕（１，３）＝犆犗犕（４，２）＝犆犗犕（２，１），即

犆犛［］［１］＝｛〈０〉，〈３〉，〈１〉，〈４〉，〈２〉｝．同理，犆犛的其余

列可以被得到，即犆犛［］［２］＝｛〈１〉，〈４〉，〈２〉，〈０〉，

〈３〉｝，犆犛［］［３］＝｛〈２〉，〈０〉，〈３〉，〈１〉，〈４〉｝，犆犛［］［４］＝

｛〈３〉，〈１〉，〈４〉，〈２〉，〈０〉｝，犆犛［］［５］＝｛〈４〉，〈２〉，

〈０〉，〈３〉，〈１〉｝．

图６　例２及其相应的犆犗犕 表和犆犛表

　　例２的循环如图６（ａ）所示．数组犃以犮狔犮犾犻犮（４）

分布到９个处理器上，数组犅以犮狔犮犾犻犮（５）分布到另

外的３个处理器上，即犪１＝３，犪２＝４，犫１＝４，犫２＝１，

狓＝４，狔＝５，狀犘＝９，狀犙＝３，其通信表犆犗犕 如图６

（ｂ）所示．由狆犲狉犻狅犱狊＝２４０，犿＝１６，狀＝１５可以得到

犆犗犕（（犻＋犽×１６）ｍｏｄ３，（犼＋犽×１５）ｍｏｄ９）＝狌，０

犽＜３．因为ｇｃｄ（１６，３）＝１∧ｇｃｄ（１５，９）＝３，通过算法

１可以得到图６（ｃ）所示的通信调度表．

从定理１，能够看出狊（＝狀犙／ｇｃｄ（犿，狀犙））和狋（＝

狀犘／ｇｃｄ（狀，狀犘））分别是（犻＋犽×犿）ｍｏｄ狀犙和（犼＋犽×

狀）ｍｏｄ狀犘的周期．犆犗犕 表（例如图７（ｂ））能够被划

分成狊×狋个子矩阵，每个子矩阵有相同的大小，即

狀犙／狊×狀犘／狋，该犆犗犕 表如下所示：

犆犗犕 ＝

犆０，０ 犆０，１ … 犆０，狋－１

犆１，０ 犆１，１ … 犆１．狋－１

… … … …

犆狊－１，０ 犆狊－１，１ … 犆狊－１，狋－

熿

燀

燄

燅１

，

犆犻，犼 ＝

犮０，０ 犮０，１ … 犮０，狀
犘
／狋－１

犮１，０ 犮１，１ … 犮１，狀
犘
／狋－１

… … … …

犮狀
犙
／狊－１，０ 犮狀

犙
／狊－１，１ … 犮狀

犙
／狊－１，狀

犘
／狋－

熿

燀

燄

燅１

．

　　这些子矩阵犆犻，犼可以被划分成犳（＝狊×狋／ｌｃｍ（狊，

狋））组，每个组有ｌｃｍ（狊，狋）个相同的子矩阵．当（狊＝

狀犙／ｇｃｄ（犿，狀犙）≠狀犙）∨（狋＝狀犘／ｇｃｄ（狀，狀犘）＜狀犙）为

真，也就是（ｇｃｄ（犿，狀犙）≠１）∨（狀犘／ｇｃｄ（狀，狀犘）＜狀犙）．

下面给出一种启发式的算法２来对该情况进行通信
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调度．算法２首先对每个组进行遍历，随后遍历组内

的每个子矩阵，最后遍历子矩阵内的每个元素，具体

的通信调度算法如算法２所示．

算法２．当（ｇｃｄ（犿，狀犙）≠１）∨（狀犘／ｇｃｄ（狀，狀犘）

＜狀犙）时（算法２中的符号请参见表１和定理１中的

参数说明），

输入：

（１）犆犗犕 表．

（２）数组分布模式和循环变量．

输出：

（１）犆犛表．

１．初始化阶段

１．１．消去犆犗犕 表中全零的行和列．

１．２．将犆犗犕 表中所有的子矩阵犆犻，犼（０犻狊－１，０

犼狋－１）分成犳＝狊×狋／ｌｃｍ（狊，狋）个组，即犇
犺（０犺犳－１）．

每个组犇犺有ｌｃｍ（狊，狋）个相同的子矩阵．然后将每个组犇犺内

的消息大小按降序排列，即犿犺０犿
犺
１…犿

犺
犲－１．

１．３．按照犿犺０（０犺犳－１）的大小将犇
犺按降序排列，

即犇０犇
１
…犇犳－１．

１．４．为了不失普遍性，将犇犺内的ｌｃｍ（狊，狋）个子矩阵按

定理１中的犽进行排序．各步按正序和逆序交替遍历犇犺中

的子矩阵犆犻，犼．

２．生成犆犛表，使得犆犛表内每一列是接收处理号的枚

举，并且相似大小的消息尽可能地放入一个通信步内．

ｗｈｉｌｅ（犆犗犕 中所有的元素被标记）｛

狀狊狋犲狆＝１；／狀狊狋犲狆为步数／

ｆｏｒ（犺＝０；犺＜犳；犺＋＋）

　　　／遍历所有的组犇犺（０犺犳－１）／

ｆｏｒ（犺犺＝０；犺犺＜ｌｃｍ（狊，狋）；犺犺＋＋）

　　　／遍历每个组内犇犺的子矩阵犆犻，犼（总共ｌｃｍ（狊，

狋）个）．对该犆犻，犼序列，当狀狊狋犲狆为奇数时采用正序

遍历，当狀狊狋犲狆为偶数时采用逆序遍历．／

ｆｏｒ（狉＝０；狉＜犲；狉＋＋）｛／对每个子矩阵中的元

素（总共有犲个元素）进行遍历／

犮α，β＝犿
犺
狉∈犇

犺

狌被赋值为犮α，β在犆犗犕 表中的行坐标；

狏被赋值为犮α，β在犆犗犕 表中的列坐标；

犆犛［狌］［狀狊狋犲狆］＋＝〈狏〉；

／注意，在这里允许一个发送处理器在一

个通信步中连续发送多个消息，以确保每个

大步内各个处理器所发消息总大小相近．也

就是说，如果每个大步内各个处理器发送消

息的长度不相等，则将相邻的两个大步用

“同步”隔开．／

标记犆犗犕［狌］［狏］＝〈犡〉，并消去该元素和该元

素所在的行和列；

如果当前犆犛的第狀狊狋犲狆 列的各消息大小已经

对齐，则中止；

｝

恢复消去的元素，被标记的元素不再参与下次计算．

狀狊狋犲狆＋＋；

｝

通过求例３的犆犛表来对算法２进行说明．例３

的循环与通信表分别如图７（ａ）和图７（ｂ）所示．犃以

犮狔犮犾犻犮（３）分布到６个处理器上，犅以犮狔犮犾犻犮（２）分布

到另外的６个处理器上，即犪１＝２，犪２＝３，狓＝３，狔＝

２，狀犘＝６，狀犙＝６，狆犲狉犻狅犱
犃
犲＝９，狆犲狉犻狅犱狊＝１０８，依据定

理１可以得到犿＝９，狀＝４，狊＝２，狋＝３．

图７　例３及其对应的犆犗犕 表和犆犛表

　　按算法２有：

步骤１．首先消去犆犗犕 中全为零的第２和第５行，

则 得 到 图７（ｃ）．犆犗犕 被 划 分 成６个 子 块 ，即犆犗犕 ＝

犆０，０ 犆０，１ 犆０，２

犆１，０ 犆１，１ 犆１，
［ ］

２

，犆犻，犼＝
犮０，０ 犮０，１

犮１，０ 犮１，
［ ］

１

．进而得到 犳＝１，

犿００＝２，犿
０
１＝１，犇

０＝｛犆０，０，犆１，２，犆０，１，犆１，０，犆０，２，犆１，１｝．
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步骤２．

如图８（ａ）所示，当狀狊狋犲狆＝１时，首先按序列｛犆０，０，犆１，２，

犆０，１，犆１，０，犆０，２，犆１，１｝执行，从中选出犿
０
０＝２＝犆犗犕［０］［１］＝

犆犗犕［２］［３］＝犆犗犕［３］［５］进行标记．然后选择 犿０１＝１＝

犆犗犕［５］［０］＝犆犗犕［５］［２］进行标记．在该步最后得到

犆犛［］［１］＝｛〈１〉，〈３〉，〈５〉，〈０，２〉｝．当狀狊狋犲狆＝２时，按逆列

｛犆１，１，犆０，２，犆１，０，犆０，１，犆１，２，犆０，０｝执行，得到犆犛［］［２］＝｛〈５〉，

〈０，４〉，〈３〉，〈１〉｝．依次类推，可以得到：

当狀狊狋犲狆＝３时，犆犛［］［３］＝｛〈３〉，〈１〉，〈０，４〉，〈５〉｝；当

狀狊狋犲狆＝４时，犆犛［］［４］＝｛〈２，４〉，〈５〉，〈１〉，〈３〉｝；当狀狊狋犲狆＝５

时，犆犛［］［５］＝｛〈０〉，〈〉，〈２〉，〈４〉｝；当狀狊狋犲狆＝６时，犆犛［］［６］＝

｛〈〉，〈２〉，〈〉，〈〉｝，即为图８（ｄ）所示．

图８　通信表迭代过程

　　从上述证明以及算法的分析，可看出算法１和

算法２使调度表的每一列变成接收处理器号的枚

举，即避免了处理器间的通信冲突，最小化了调度表

的生成时间和实际通信的总时间．

４　测试结果与分析

所有的测试都是基于一个２０节点的 ＳＭＰ

Ｃｌｕｓｔｅｒ，每 节 点 配 置 两 个 ＩｎｔｅｌＸｅｏｎ３．０ＧＨｚ／

１０２４ＫＢＬ２Ｃａｃｈｅ，２ＧＢ内存，结点通过一个２４口

千兆以太网交换机互联．安装操作系统 Ｒｅｄｈａｔ

Ｌｉｎｕｘ９．０，内核版本为２．４．２１ｓｍｐ，串行编译器为

ｇｃｃ３．３．２，ＭＰＩ运行环境为Ａｒｇｏｎｎｅ实验室开发的

ｍｐｉｃｈ１．２．７，使用ｃｈ＿ｐ４设备．结点程序是在Ｃ和

ＭＰＩ基础上手工编写完成的，并由 ＭＰＩ＿Ｗｔｉｍｅ（）

来测试执行时间．测试用的数组均为浮点型．测试为

了突出分布内存的特点，在每个结点只起一个 ＭＰＩ

进程．

对于前面的例１、例２和例３分别给出下面３

组实验，其中实验１和２使用算法１，测试３使用算

法２．当通信量很大时，计算犆犛表所花费的时间可

以忽略不计．实验中的３条曲线分别代表３种不同

的通信实现，即 ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ实现、传统方式实现

（ｇｅｎｅｒａｌ）和算法１或２的实现（ｏｐｔｉｍｉｚｅｄｓｃｈｅｄｕ

ｌｉｎｇ）．从以下测试，可以看出随着消息长度的增加，

算法１和２的通信效果提高得越来越显著．在测试

所用的ｍｐｉｃｈ１．２．７中，ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ的实现是各

结点采用非阻塞发送 ＭＰＩ＿Ｉｓｅｎｄ一次将所有的消

息都发送到网络中，然后接收处理器采用非阻塞接

收 ＭＰＩ＿Ｉｒｅｃｖ和 ＭＰＩ＿Ｗａｔｉａｌｌ来将网络中相应的消

息接收到本地．对于图９和图１０，当发送处理器组

和接收处理器组不同时，ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ与传统方法

和算法１相比将会有部分非阻塞发送和接收的启动

时间被浪费．因此传统方式最好时要比 ＭＰＩ＿Ａｌｌ

ｔｏａｌｌｖ在效率上提高２０％，但是传统方法并不能很

好地避免消息冲突所带来的通信代价．由于算法１

将发送消息的队列进行重排，使得在犆犛表中每一

步的接收处理器号各不相同且所发送消息的长度尽

量相等，从而在避免消息冲突的前提下，最小化了通

信总时间，因此通信效率能够比传统方法提高５％

图９　针对例１的通信时间对比
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左右．在图１１中，由于采用传统方式导致消息冲突

现象更为严重，因此算法２使得通信效率在最好时

比传统方式提高了将近１０％，比 ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ提

高了将近３０％．

图１０　针对例２的通信时间对比

图１１　针对例３的通信时间对比

　　从上述测试和分析，不难看出算法１和算法２

使得结点间的通信效率得到了显著的提高．

５　结论及进一步的研究工作

根据数组分布和 ＦＯＲＡＬＬ语句所提供的信

息，给出并证明了通信表的周期性和表中元素对应

关系的定理和推论．并在此基础上给出了关于一维

数组的处理器间通信的调度优化策略．该策略具有

以下特点：在避免消息冲突的前提下，最小化了通

信表生成的时间和整个通信所用的时间；应用范围

更广，既适用于并行程序各个阶段之间数组重分布

的调度优化，而且还能应用于循环划分后数据重映

射的优化．通过与传统方式和 ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ实现

相比，它在很大程度上改善了处理器间的通信效率．

此外，该方法还对并行程序局部数组最优分布的确

定、编译时处理器程序的生成和 ＭＰＩ＿Ａｌｌｔｏａｌｌｖ的

实现提供参考．下一步的工作包括：面向不同网络拓

扑的处理器间通信调度策略以及针对核外、非规则

问题的通信调度策略进行研究．
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附录

　　下面的符号在表１中已说明．

引理１．在犆犗犕 表中，对于任意的（犙犻，犘犼）有犆犗犕′（犻，

犼）＝狌≠０，如果数组访问正好是一个周期，那么当数组访问是

周期的犽（犽是正整数）倍时，即犽×狆犲狉犻狅犱ｉｔｅｒ，有犆犗犕（犻，犼）＝

犽×狌．

证明．当在一个周期的情况下，犆犗犕′（犻，犼）＝狌犵∈

｛犵１，犵２，…，犵狌｝，有犻＝（犵ｄｉｖ狔）ｍｏｄ狀犙 犻′＝［（犵＋犽×

狆狉犲犻狅犱狊）ｄｉｖ狔］ｍｏｄ狀犙＝犻和犼 ［（＝ 犵－犫２
犪２

×犪１＋犫）１ ｄｉｖ ］狓 ｍｏｄ

狀犘犼′＝
犵＋犽×狆狉犲犻狅犱狊－犫２

犪２
×犪１＋犫（ ）１ ｄｉｖ［ ］狔 ｍｏｄ狀犙 ＝犼，

其中犽是正整数．所以，当数组访问是周期的犽 倍时，

犆犗犕（犻，犼）＝犽×狌． 证毕．

定理１．　假设数组犃 和数组犅 分别以犮狔犮犾犻犮（狓）和

犮狔犮犾犻犮（狔）分布到狀犘和狀犙个处理器上，那么犆犗犕（犻，犼）＝狌

犆犗犕（（犻＋犽×犿）ｍｏｄ狀犙，（犼＋犽×狀）ｍｏｄ狀犘）＝狌，０犽＜ｌｃｍ（狊，

狋），其中犿＝
犕

狔
，狀＝
犕×犪１
犪２×狓

，犕＝
ｌｃｍ（犪１×ｌｃｍ（犪２，狔），犪２×狓）

犪１
，

狊＝狀犙／ｇｃｄ（犿，狀犙），狋＝狀犘／ｇｃｄ（狀，狀犘），同时有犆犗犕（犻，犼）＝

狌犆犗犕（（犻＋犽×犿′）ｍｏｄ狀犙，（犼＋犽×狀′）ｍｏｄ狀犘）＝狌，０

犽＜ｌｃｍ （狊′，狋′）， 其 中 犿′ ＝
犕′×犪２
犪１×狔

，狀′ ＝
犕′
狓
，犕′＝

ｌｃｍ（犪２×ｌｃｍ（犪１，狓），犪１×狔）

犪２
，狊′＝狀犙／ｇｃｄ（犿′，狀犙），狋′＝狀犘／

ｇｃｄ（狀′，狀犘）．

证明．犆犗犕（犻，犼）＝狌表示数组有狌个元素（假设其全

局地址为犵１，犵２，…，犵狌），其相应的犅数组元素（犅［犵狀］）在

犙犻上，相应的犃数组元素 犃
犵狀－犫２

犪２
×犪１＋犫［ ］（ ）１ 在犘犼上，这

时犻＝（犵狀ｄｉｖ狔）ｍｏｄ狀犙，犼＝
犵狀－犫２

犪２
×犪１＋犫（ ）１ ｄｉｖ［ ］狓 ｍｏｄ狀犘．

令犕＝
ｌｃｍ（犪１×ｌｃｍ（犪２，狔），犪２×狓）

犪１
，则犅［犵狀＋犕］在处理器

犙犻′上，相应的犃
犵狀＋犕－犫２

犪２
×犪１＋犫［ ］１ 在处理器犘犼′上．由

于犕 和犪１×犕分别是狔和犪２×狓的整数倍，即犿＝
犕

狔
，狀＝

犪１×犕

犪２×狓
均为正整数．为了使犵狀＋犕∈｛犪２×犻＋犫２｜犻０，犻∈犣｝，

犕 还能够被犪２ 整除，所以有犻′＝［（犵狀＋犕）ｄｉｖ狔］ｍｏｄ狀犙＝

（犵狀ｄｉｖ狔）ｍｏｄ狀犙＋
犕［ ］
狔
ｍｏｄ狀犙 ＝（犻＋犿）ｍｏｄ狀犙，和犼′＝

犵狀＋犕－犫２
犪２

×犪１＋犫（ ）１ ｄｉｖ［ ］狓 ｍｏｄ狀犘 ｛［（＝
犵狀－犫２
犪２

×犪１＋

犫）１ ｄｉｖ ］狓 ｍｏｄ狀犘＋
犪１×犕

犪２× ｝狓 ｍｏｄ狀犘＝（犼＋狀）ｍｏｄ狀犘，故犅［犵狀＋

犕］在处理器犙（犻＋犿）ｍｏｄ狀
犙
上，相应的犃

犵狀＋犕－犫２

犪２
×犪１＋犫［ ］１

在处理器犘（犼＋狀）ｍｏｄ狀
犘
上．同理可得，犅［犵狀＋犽×犕］在处理

器犙（犻＋犽×犿）ｍｏｄ狀犙上，相应的犃
犵狀＋犽×犕－犫２

犪２
×犪１＋犫［ ］１ 在

犘（犼＋犽×狀）ｍｏｄ狀
犘
上．假设犵狀１，犵狀２∈｛犵１，犵２，…，犵狌｝和犵狀１≠犵狀２，

则
犵狀１－犫２

犪２
×犪１＋犫１≠

犵狀２－犫２

犪２
×犪１＋犫１．由此可以得到（犵狀１＋

犽×犕）ｍｏｄ狆犲狉犻狅犱狊 ≠ （犵狀２ ＋犽× 犕）ｍｏｄ狆犲狉犻狅犱狊

（
和

犵狀１＋犽×犕－犫２

犪２
×犪１ －犫 ）１ ｍｏｄ（犪１ ×狆犲狉犻狅犱狊／犪２）≠

犵狀２＋犽×犕－犫２
犪２

×犪１－犫（ ）１ ｍｏｄ（犪１ ×狆犲狉犻狅犱狊／犪２），所 以

犆犗犕（（犻＋犽×犿）ｍｏｄ狀犙，（犼＋犽×狀）ｍｏｄ狀犘）＝狌，０犽＜

ｌｃｍ（狊，狋），其中狊＝狀犙／ｇｃｄ（犿，狀犙），狋＝狀犘／ｇｃｄ（狀，狀犘）．同理

可证：

犆犗犕（犻，犼）＝狌犆犗犕（（犻＋犽×犿′）ｍｏｄ狀犙，（犼＋犽×

狀′）ｍｏｄ狀犘）＝狌，０犽＜ｌｃｍ（狊′，狋′），其中犿′＝
犕′×犪２
犪１×狔

，狀′＝

犕′
狓
，犕′＝

ｌｃｍ（犪２×ｌｃｍ（犪１，狓），犪１×狔）

犪２
，狊′＝狀犙／ｇｃｄ（犿′，狀犙），

狋′＝狀犘／ｇｃｄ（狀′，狀犘）． 证毕．

推论１．　

犿＝
犕

狔
，狀＝

犕×犪１
犪２×狓

，犕＝
ｌｃｍ（犪１×ｌｃｍ（犪２，狔），犪２×狓）

犪１
，

犿′＝
犕′×犪２
犪１×狔

，狀′＝
犕′
狓
，

犕′＝
ｌｃｍ（犪２×ｌｃｍ（犪１，狓），犪１×狔）

犪２
．

犿＝犿′，狀＝狀′．

　　证明．

犿＝
犕

狔
＝
ｌｃｍ（犪１×ｌｃｍ（犪２，狔），犪２×狓）

犪１×狔
＝

犪２×狓

ｇｃｄ（犪１×狔，狓×ｇｃｄ（犪２，狔））
＝

犪２×狓

ｇｃｄ（犪２，狔）×ｇｃｄ
犪１×狔

ｇｃｄ（犪２，狔）
，（ ）狓
．

犿′＝
犕′×犪２
犪１×狔

＝
ｌｃｍ（犪２×ｌｃｍ（犪１，狓），犪１×狔）

犪１×狔
＝

犪２×狓

ｇｃｄ（犪２×狓，狔×ｇｃｄ（犪１，狓））
＝

犪２×狓

ｇｃｄ（犪１，狓）×ｇｃｄ
犪２×狓

ｇｃｄ（犪１，狓）
，（ ）狔
．

令狌＝
狔

ｇｃｄ（犪２，狔）
，狏＝

狓

ｇｃｄ（犪１，狓）
，代 入 上 式 犿＝

犪２×狓

ｇｃｄ（犪２，狔）×ｇｃｄ（犪１×狌，狓）
＝

犪２×狓

ｇｃｄ（犪２，狔）×ｇｃｄ（犪１，狓）×ｇｃｄ（狌，狏）
，

犿′＝
犪２×狓

ｇｃｄ（犪１，狓）×ｇｃｄ（犪２×狏，狔）
＝

犪２×狓

ｇｃｄ（犪１，狓）×ｇｃｄ（犪２，狔）×ｇｃｄ（狏，狌）
，因此 犿＝犿′，同理可证

狀＝狀′． 证毕．

推论２．狀犘×狀犙＝ｌｃｍ（狊，狋）犆犗犕 中的所有元素相等．

证明．　由于犆犗犕（犻，犼）＝狌犆犗犕（（犻＋犽×犿）ｍｏｄ狀犙，

（犼＋犽×狀）ｍｏｄ狀犘）＝狌，０犽＜狀犘×狀犙，故犆犗犕 中的所有元

素相等． 证毕．
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