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摘　要　首先给出一种改进的差分进化算法，然后提出一种基于双群体搜索机制的求解约束多目标优化问题的差

分进化算法．该算法同时使用两个群体，其中一个用于保存搜索过程中找到的可行解，另一个用于记录在搜索过程

中得到的部分具有某些优良特性的不可行解，避免了构造罚函数和直接删除不可行解．此外，文中算法、ＮＳＧＡⅡ

和ＳＰＥＡ的时间复杂度的比较表明，ＮＳＧＡⅡ最优，文中算法与ＳＰＥＡ相当．对经典测试函数的仿真结果表明，与

ＮＳＧＡⅡ相比较，文中算法在均匀性及逼近性方面均具有一定的优势．
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１　引　言

达尔文的自然选择机理和个体的学习能力推动

了进化算法的出现和发展，用进化算法求解优化问

题已成为一个研究的热点［１３］．但目前研究最多的却

是无约束优化问题．然而，在科学研究和工程实践

中，许多实际问题最终都归结为求解一个带有约束

条件的函数优化问题，因此研究基于进化算法求解

约束优化问题是非常有必要的．不失一般性，以最小



化问题为例，约束优化问题（ＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＯｐｔｉｍｉｚａ

ｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍ，ＣＯＰ）可定义如下：

ｍｉｎ
狓∈犚

狀
犉（狓）＝ 犳１（）狓 ，犳２（）狓 ，…，犳犽（）（ ）狓

（ＣＯＰ）ｓ．ｔ．犵犻（狓）０，犻＝１，２，…，狆

犺犼（狓）＝０，犼＝１，２，…，狇

（１）

其中，犉（狓）为目标函数，犵犻（狓），犺犼（狓）称为约束条

件，狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈犚
狀称为狀维决策向量．将

满足所有约束条件的解空间犛称为式（１）的可行

域．特别的，当犽＝１时，式（１）为单目标优化问题；当

犽＞１时，式（１）为多目标优化问题．犵犻（狓）为第犻个不

等式约束，犺犼（狓）是第犼个等式约束．另一方面，对于

等式约束犺犼（狓）＝０可通过容许误差（也称容忍度）

δ＞０将它转化为两个不等式约束：

犺犼（狓）－δ０

－犺犼（狓）－δ
烅
烄

烆 ０
（２）

　　故在以后讨论问题时，仅考虑带不等式约束的优

化问题．进一步，如果狓使得不等式约束犵犻（狓）＝０，

则称约束犵犻（）狓 在狓处是积极的．在搜索空间犛中，

满足约束条件的决策变量狓称为可行解，否则称为

不可行解．

定义１（全局最优解）．　狓＝（狓１，狓

２，…，狓


狀）是

ＣＯＰ的全局最优解，是指狓∈犛且犉（狓）不劣于可

行域内任意解狔所对应的目标函数犉（狔），表示为

犉（狓）犉（狔）．对于单目标优化问题，犉（狓）犉（狔）

等价为犉（狓）犉（狔），而对于多目标优化问题是指

不存在狔，使得犉（狔）Ｐａｒｅｔｏ优于犉（狓）．

目前，进化算法用于无约束优化问题的文献居

多，与之比较，对约束优化问题的研究相对较

少［４６］．文献［７］对当前基于进化算法的各种约束处

理方法进行了较为详细的综述．对于约束优化问题

的约束处理方法基本上分为两类：基于罚函数的约

束处理技术和基于多目标优化技术的约束处理技

术．由于罚函数法在使用中不需要约束函数和目标

函数的解析性质，因此经常被应用于约束优化问题，

但该类方法对罚因子有很强的依赖性，需要根据具

体问题平衡罚函数与目标函数．为了避免复杂罚函

数的构造，Ｖｅｒｄｅｇａｙ等
［８］将进化算法中的竞争选择

用于约束处理，并在比较两个解的性能时提出了３

个准则，但他的第３个准则“可行解优于不可行解”

这一准则合理性不强 ．然而该文的这一准则却为进

化算法求解约束优化问题提供了新思路，获得了良

好效果．

因为在现实中存在一大类约束优化问题，其最

优解位于约束边界上或附近，对于这类问题，在最优

解附近的不可行解的适应值很可能优于位于可行域

内部的大部分可行解的适应值，因此无论从适应值

本身还是从最优解的相对位置考虑，这样的不可行解

对找到最优解都是很有帮助的，故如何有效利用搜索

过程中的部分具有较好性质的不可行解是解决此类

问题的难点之一．基于以上考虑，本文拟给出一种求

解约束多目标优化问题的基于双群体机制的差分进

化算法，并对文中算法的时间复杂度与ＮＳＧＡⅡ
［９］

和ＳＰＥＡ
［１０］进行比较，最后用实验仿真说明文中算

法的可行性及有效性．

２ 用于约束优化的双群体差分

进化算法

２１　差分进化算法

差分进化算法是一类简单而有效的进化算法，

已被成功应用于求解无约束单目标和多目标优化问

题［１１１４］．该算法在整个运行过程中保持群体的规模

不变，它也有类似于遗传算法的变异、交叉和选择等

操作，其中变异操作定义如下：

犆＝犘狉１＋犉· 犘狉２－犘狉（ ）３ （３）

其中，犘狉１，犘狉２，犘狉３为从进化群体中随机选取的互不

相同的３个个体，犉为位于区间［０．５，１］中的参数．

式（３）表示从种群中随机取出的两个个体犘狉２，犘狉３的

差，经参数犉放大或缩小后被加到第３个个体犘狉１

上，以构成新的个体犆＝ 犮１，犮２，…，犮（ ）狀 ．为了增加群

体的多样性，交叉操作被引入差分进化算法，具体操

作如下：

针对父代个体犘狉＝（狓１，狓２，…，狓狀）的每一分量

狓犻，产生位于区间［０，１］中的随机数狆犻，根据狆犻与参

数犆犚的大小关系确定是否用犮犻替换狓犻，以得到新的

个体犘′狉＝（狓′１，狓′２，…，狓′狀），其中狓′犻＝
犮犻，狆犻＜犆犚

狓犻，狆犻
烅
烄

烆 犆犚
．

如果新个体犘′狉优于父代个体犘狉，则用犘′狉来替换犘狉；

否则保持不变．在差分进化算法中，选择操作采取的

是贪婪策略，即只有当产生的子代个体优于父代个体

时才被保留，否则，父代个体被保留至下一代．

大量研究与实验发现差分进化算法在维护群体

的多样性及搜索能力方面功能较强，但收敛速度相

对较慢，因此本文拟给出一种改进的差分进化算法

用于多目标优化问题，仿真实验表明，改进的差分进

化算法在不破坏原有算法维护群体多样性的前提
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下，可改善差分进化算法的收敛速度．

２２　基于双群体的差分进化算法

２．２．１　基本概念

以下仅讨论带不等式约束的多目标优化问题

ｍｉｎ犉（狓）＝ 犳１（）狓 ，…，犳犽（）（ ）狓

ｓ．ｔ．犵犻（狓）＜０，犻＝１，２，…，狆；

狓＝（狓１，…，狓狀），犾犼狓犼狌犼，犼＝１，２，…，狀

（４）

　　定义２．　狓称为式（４）的不可行解，是指至少存

在一个１犻狆，满足犵犻（）狓 ０．

定义３．　狓违反约束的强度，即约束违反度函

数定义为犘（狓）＝∑
狆

犻＝１

ｍａｘ０，犵犻（）（ ）狓 σ，本文取σ＝２．

定义４．狓违反约束的数目犖（狓）＝∑
狆

犻＝１

犖狌犿·

（犵犻（狓）），其中 （）犖狌犿 狓 ＝
０，狓＜０

１，狓｛ ０
．

定义５．　不可行解狓优于不可行解狔，是指狓

的约束向量 犘（）狓 ，犖（）（ ）狓 Ｐａｒｅｔｏ优于狔的约束向

量 犘（）狔 ，犖（）（ ）狔 ．

２．２．２　基本思想

由上一节分析可知，在搜索过程中遇到的不可

行解不能简单丢掉．因此，在设计算法时不但要考虑

算法的收敛速度，而且还必须保证群体中可行解的

优势地位；另一方面，对于多目标优化问题，维持搜

索群体的多样性与考虑群体的收敛速度是同等重要

的．基于此考虑，本节采用基于双群体的差分进化算

法求解约束多目标优化问题，其中群体犘狅犘犳用来

保存搜索过程中遇到的可行解，犘狅犘犮用来保存搜索

过程中遇到的占优不可行解，同时犘狅犘犳具有较强

的记忆功能，可记忆犘狅犘犳中每一个体搜索到的最

优可行解和整个群体犘狅犘犳到目前为止搜索到的最

优可行解，分别记为犾犫犲狊狋和犵犫犲狊狋，其中犾犫犲狊狋表示

个体对自身的思考和认知，犵犫犲狊狋表示个体间的信息

交流，这一点和ＰＳＯ算法类似．与此同时，我们还通

过一种改进的差分进化算法产生新的群体，在产生

新群体的过程中，群体犘狅犘犮中的部分个体参与了个

体再生，并通过新生成的个体更新 犘狅犘犳，犘狅犘犮，

犾犫犲狊狋和犵犫犲狊狋．

为了避免性能较优的不可行解被删除，本文拟

采用双群体搜索机制，其中群体犘狅犘犳＝｛狓１，狓２，…，

狓犖
１
｝用于记录可行解，群体犘狅犘犮＝｛狔１，狔２，…，狔犖

２
｝

记录不可行解，犖１，犖２分别为群体犘狅犘犳与犘狅犘犮

的规模，满足 犖１＞犖２，犾犫犲狊狋＝｛狕１，狕２，…，狕犖
１
｝和

犵犫犲狊狋＝ 犵１，犵２，…，犵犖｛ ｝
３
分别为群体犘狅犘犳中每一个

个体狓犻搜索到最优可行解狕犻和群体犘狅犘犳迄今为止

搜索到最优可行解．

２．２．３　改进的差分进化算法

为了维护群体犘狅犘犳的多样性和收敛性，同时

有效地利用已搜索到的不可行解的某些优良特性，

下面给出一种改进的差分进化算法，并通过以下两

种方式产生新的个体．

方法１：犆＝狓狉１＋犉１ 狕狉２－狓狉（ ）２ ＋犉２ 犵狉４－狓狉（ ）３ ，

其中狓狉１，狓狉２，狓狉３∈犘狅犘犳，狕狉２∈犾犫犲狊狋，犵狉４∈犵犫犲狊狋．

方法２：犆＝狓狉１＋犉１ 狕狉２－狔狉（ ）３ ＋犉２ 犵狉４－狔狉（ ）５ ，

其中狓狉１∈犘狅犘犳，狔狉３，狔狉５∈犘狅犘犮，狕狉２∈犾犫犲狊狋，犵狉４∈

犵犫犲狊狋．

方法１的目的在于通过向最优个体学习，改善

算法的收敛速度．方法２的主要目的在于和不可行

个体进行信息交流，共享不可行解的一些优良特性，

增加群体的多样性．在具体操作过程中，首先用改进

的差分进化算法产生新的个体犆＝ 犮１，犮２，…，犮（ ）狀 ，

然后针对父代个体犘狉＝（狓１，狓２，…，狓狀）的每一个分

量狓犻，产生位于区间［０，１］中的随机数狆犻，根据狆犻与

参数犆犚 的大小关系确定是否用犮犻来替换狓犻，得到

新的个体犘′狉＝（狓′１，狓′２，…，狓′狀）．

如果犘′狉是可行解，而且犘狅犘犳的规模小于给定

规模犖１，则可直接将犘′狉插入犘狅犘犳；如果插入后的

群体的规模大于给定规模犖１，首先两两比较犘狅犘犳

中的个体，如果存在两个个体狓犻，狓犼∈犘狅犘犳，满足

犉（狓犻）Ｐａｒｅｔｏ优于犉（狓犼），则将个体狓犼删除，如果不

存在，也就是说集合犘狅犘犳中任意两个个体所对应

的目标向量都不可比较，则计算犘狅犘犳中任意两个

个体间的距离，随机删除距离最小的两个个体中的

一个．

如果犘′狉是不可行解，而且犘狅犘犮的规模小于给

定规模犖２，则可直接将犘′狉插入群体犘狅犘犮中；如果

犘狅犘犮等于给定规模阈值犖２，计算插入犘′狉后的群体

犘狅犘犮中任意两个个体的约束向量，如果存在两个个

体狔犻，狔犼∈犘狅犘犳，满足约束向量（犘（狔犻），犖（狔犻））

Ｐａｒｅｔｏ优于约束向量 犘 狔（ ）犼 ，犖 狔（ ）（ ）犼 ，则删除狔犼；

如果不存在，则删除满足犘（狔犻）＝ ｍａｘ
狔∈犘狅犘犮

犘（狔）的个

体狔犻．

经过以上操作，群体犘狅犘犳和犘狅犘犮的规模不会

大于给定规模阈值．最后利用新生成的群体犘狅犘犳

更新最优个体集合犾犫犲狊狋和犵犫犲狊狋，群体犵犫犲狊狋的更

新方法和 ＳＰＥＡ 算法中外部群体的更新方法相

同，而犾犫犲狊狋的更新方法如下：如果新生成的可行解
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犘′狉Ｐａｒｅｔｏ优于对应的局部最优解狕犻，则用犘′狉替换狕犻；

否则不予替换．

２３　算法的基本流程

综上所述，基于双群体的差分进化算法的约束

处理技术的流程可表示如下：

１．随机生成 犖 犖犖１＋犖（ ）２ 个个体，判断每一个体

的可行性，然后根据个体可行性将其插入到对应的群体

犘狅犘犳或犘狅犘犮中；并初始化犾犫犲狊狋和犵犫犲狊狋及参数犆犚 和犘犱．

２．判断搜索是否结束，如果结束，转向步５，否则转向

步３．

３．生成随机数狆，如果狆犘犱，根据方法１，生成新的个

体犘′狉；否则，根据方法２生成新的个体犘′狉，如果犘′狉是可行解，

将犘′狉插入到犘狅犘犳中；否则犘′狉插入到犘狅犘犮中，反复执行直到

生成犖１个可行解．

４．根据新生成的群体犘狅犘犳更新最优个体集犾犫犲狊狋和

犵犫犲狊狋，转向步２．

５．输出最优解集犵犫犲狊狋．

３　算法分析

３１　算法的性能衡量

约束优化问题的算法性能的衡量可分为两部

分，一部分为最终获得的最优解的性能的衡量，如通

过ＧＤ
［１５］来度量最优群体的逼近性，ＳＰ

［１６］来衡量最

优解的分布均匀性，或通过计算目标函数的次数衡

量算法的复杂度和算法的收敛速度．另一部分是针

对约束优化问题来衡量群体的多样性，Ｋｏｚｉｅｌ和

Ｍｉｃｈａｌｅｗｉｃｚ
［１７］给出一种多样性度量准则ρ，其定义

如下：

ρ＝
狘犉狘
狘犛狘

（５）

其中，犉 表示每一次搜索过程中生成的可行解的

数目，犛 为所生成的所有个体的数目．相应地，为

了衡量群体中的不可行解违反约束的强度，可采用

约束违反度函数的均值来度量：

犘ａｖｇ＝ ∑
狔∈犘狅犘犮

犘（狔）／犘狅犘犮 （６）

其中，犘狅犘犮 表示集合犘狅犘犮所包含元素的数目．然

而在实际问题中，决策者往往只对某一范围的最优

解感兴趣，故下边只评价本文算法对标准测试函

数最终获得的最优解集的逼近性与均匀性，并与

ＮＳＧＡⅡ进行比较．

３２　算法的时间复杂性分析

我们仅考虑种群规模对算法时间复杂度的影

响，设可行群体 犘狅犘犳的规模为 犖１，不可行群体

犘狅犘犮的规模为犖２，群体犾犫犲狊狋的规模为犖１，群体

犵犫犲狊狋的最大规模为犖３，则文中算法迭代一次的最

坏时间复杂度可计算如下：

算法中重组和变异操作的时间复杂度为犗（犖１）；

判断进化群体中个体可行性所需时间复杂度为

犗（犖１）；更新群体犘狅犘犳，犘狅犘犮和犾犫犲狊狋的时间复杂

度分别为犗（犖１），犗（犖２）和犗（犖１）；计算群体犘狅犘犳

和犵犫犲狊狋的适应度所需时间复杂度为犗（犖１＋犖３）；

用于更新最优群体犵犫犲狊狋的最坏时间复杂度为

犗（（犖１＋犖３）
２）；保持最优群体犵犫犲狊狋和进化群体

犘狅犘犳多样性的最坏时间复杂度为犗（（犖１＋犖３）
３）＋

（犖１＋犖３）ｌｏｇ（犖１＋犖３））；则算法迭代一次所需的

最坏时间复杂度为

犗（犖１）＋犗（犖１）＋犗（犖１）＋犗（犖２）＋犗（犖１）＋

犗（犖１＋犖３）＋犗（（犖１＋犖３）
２）＋犗（（犖１＋犖３）

３）＋

犗（（犖１＋犖３）ｌｏｇ（犖１＋犖３）） （７）

上述复杂度可化简为

犗（（犖１＋犖３）
３）＋犗（（犖１＋犖３）

２）＋

　犗（（犖１＋犖３）ｌｏｇ（犖１＋犖３）） （８）

　　设 犖 为所有种群的规模，令 犖＝犖１＋犖２＋

犖３，则本文算法的最坏时间复杂度

犗（（犖１＋犖３）
３）＋犗（（犖１＋犖３）

２）＋　　　

犗（（犖１＋犖３）ｌｏｇ（犖１＋犖３））＜犗（犖
３） （９）

　　ＮＳＧＡⅡ
［９］和ＳＰＥＡ

［１０］是多目标进化算法中

两个最具有代表性的优秀算法，这两个算法的最坏

时间复杂度分别为犗（犖２）和犗（（犖＋珡犖）３），其中

犖，珡犖 分别为进化种群规模和外部种群集的规模．因

而，ＳＰＥＡ和本文算法的最坏时间复杂度为犗（犖３），

这比ＮＳＧＡⅡ的时间复杂度稍高一些，但接下来的

实验结果告诉我们，本文算法的均匀性及逼近性却

明显优于 ＮＳＧＡⅡ．事实上，ＳＰＥＡ和本文算法的

时间复杂度主要用于环境选择（ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌｓｅ

ｌｅｃｔｉｏｎ）上，如果文中对犵犫犲狊狋采取ＮＳＧＡⅡ中的多

样性保持策略，则本文算法的复杂度将降至犗（犖２）．

４　实验结果与分析

（１）测试函数与参数设置

为了验证本文给出的算法的可行性，我们采用

Ｄｅｂ
［１８］建议的用来测试约束多目标优化算法性能的

４个常见的测试函数来检验本文算法的性能．可行

解集合的规模犖１＝１００，不可行解集合的规模犖２＝

１０．初始化时，随机生成个体的数目 犖＝２００，参数

犆犚＝０．２５，犘犱＝０．５．犉１，犉２为位于区间［０，５，１．０］

中的一致随机数．Ｄｅｂ给出的测试函数可用统一的
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解析式表示，即

ｍｉｎ犉（狓）＝ｍｉｎ
犳１ 珚（）狓

犳２ 珚（）
烅
烄

烆
烍
烌

烎狓
＝

　　　　　 ｍｉｎ

狓１

犮珚（）狓 １－
犳１（珚狓）

犮珚（）［ ］烅

烄

烆

烍

烌

烎狓

，

犵 珚（）狓 ＝ｃｏｓ（）θ 犳２（珚狓）－［ ］犲 －ｓｉｎ（）θ犳１ 珚（）狓 

犪狘ｓｉｎ｛犫π［ｓｉｎ（θ）犳２（珚狓）－［ ］犲 ＋ｃｏｓ（θ）犳１（珚狓）］
犮｝狘

犱

烅

烄

烆 ．

其中，（）犮狓 ＝４１＋∑
５

犻＝２

狓２犻－１０ｃｏｓ２π狓（ ）［ ］犻 ，０狓１

１，－５狓犻５，犻＝２，３，４，５．测试函数选取不同的参

数θ，犪，犫，犮，犱，犲时，所构造的测试函数性质不同，可

行解和不可行解的分布也不同，最终导致全局

Ｐａｒｅｔｏ最优解集的不同．其中通过控制参数犫的大

小，可以控制Ｐａｒｅｔｏ前端不连续的段数，犫越大段数

越多；而较小参数犱可以使得每一不连续Ｐａｒｅｔｏ前

端仅包含一个Ｐａｒｅｔｏ点；参数犪调节连续可行域到

Ｐａｒｅｔｏ前端的点的距离，犪越大距离越远，其作用在

于调节问题求解的难度；参数犮的作用在于改变分

段Ｐａｒｅｔｏ前端之间的分布特性，当犮＝１时，Ｐａｒｅｔｏ

前端为均匀分布；当犮＞１时，Ｐａｒｅｔｏ前端向犳１较大

的方向移动；当犮＜１时，则Ｐａｒｅｔｏ前端向犳２较大的

方向移动．基于以上分析我们选取不同的参数构造

４个常用的测试函数检验本节算法的性能，这些测

试函数的参数取值具体如下．

测试函数犆犜犘１：

θ＝０．１π，犪＝４０，犫＝０．５，犮＝１，犱＝２，犲＝－２．可

行解、不可行解、全局Ｐａｒｅｔｏ前端分布如图１所示．
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图１　测试函数ＣＴＰ１在目标空间的示意图

测试函数犆犜犘２：

θ＝－０．０５π，犪＝４０，犫＝５，犮＝１，犱＝６，犲＝０．可

行解、不可行解、全局Ｐａｒｅｔｏ前端分布如图２所示．
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图２　测试函数ＣＴＰ２在目标空间的示意图

测试函数犆犜犘３：

θ＝－０．２π，犪＝０．２，犫＝１０，犮＝１，犱＝６，犲＝１．可

行解、不可行解、全局Ｐａｒｅｔｏ前端分布如图３所示．
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图３　测试函数ＣＴＰ３在目标空间的示意图

测试函数犆犜犘４：

θ＝－０．２π，犪＝０．１，犫＝１０，犮＝１，犱＝０．５，犲＝１．

可行解、不可行解、全局Ｐａｒｅｔｏ前端分布如图４所示．
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图４　测试函数ＣＴＰ４在目标空间的示意图
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（２）实验结果与分析

在相同的测试函数和目标函数计算次数下，将

本文算法和经典的ＮＳＧＡＩＩ算法进行比较，并将各

算法独立运行３０次，然后统计两种算法所得Ｐａｒｅｔｏ

最优解集的均匀性（Ｓｐａｃｉｎｇ，ＳＰ）与逼近性（Ｇｅｎｅｒａ

ｔｉｏｎａｌＤｉｓｔａｎｃｅ，ＧＤ）的最好、最差、均值、方差和中

间值，以此作为衡量算法性能的标准．由于真实

Ｐａｒｅｔｏ最优集是未知的，故我们将两种算法所得的

６０个近似Ｐａｒｅｔｏ最优解集之并集的Ｐａｒｅｔｏ滤集作

为真实 Ｐａｒｅｔｏ最优解集的逼近，其中测试函数

ＣＴＰ１，ＣＴＰ２，ＣＴＰ３的函数值计算次数为１０２００，而

ＣＴＰ４的函数值计算次数为６１００１４．这里，集合犐的

Ｐａｒｅｔｏ滤集Ｐａｒｅｔｏ（Ｉ）定义为Ｐａｒｅｔｏ（犐）＝｛狓｜狓∈犐，

／狔∈犐，犉（狔）犉（狓）｝．图５～图８为从３０次运行

中随机选择的一次运行结果，从实验曲线可以看到

本文算法求出的Ｐａｒｅｔｏ前端在逼近性方面要优于

ＮＳＧＡＩＩ．

!"#

$%&

$%#

'%&

'%#

(%&

(%#

#%&

#))))))))))))#%()))))))))))#%'))))))))))#%$))))))))))))#%!))))))))))#%&)))))))))))#%*)))))))))))#%+))))))))))#%,))))))))))))#%-))))))))))(%#

!

"

!

#

./0122

算法
本文算法

图５　测试函数ＣＴＰ１的Ｐａｒｅｔｏ前端
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图６　测试函数ＣＴＰ２的Ｐａｒｅｔｏ前端
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图７　测试函数ＣＴＰ３的Ｐａｒｅｔｏ前端
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图８　测试函数ＣＴＰ４的Ｐａｒｅｔｏ前端

为了进一步定量地评价两种算法的逼近性与均

匀性，表１～表４给出了两种算法对上述４个测试

函数的犛犘，犌犇的统计结果，从表中数据容易看出，

在解集的逼近性和均匀性方面本文算法对４个测试

函数的标准方差都明显小于经典的ＮＳＧＡＩＩ算法，

这说明本文的算法性能更稳定．另一方面，上述定量

的度量结果也表明在搜索过程中适当地运用性能较

优的不可行解的信息不仅有助于保持群体的多样

性，而且增强了算法的搜索功能，并在一定程度上起

到了维持解集的均匀性的作用．

表１　测试函数犆犜犘１评价准则的统计结果

ＳＰ

ＮＳＧＡＩＩ算法 本文算法

ＧＤ

ＮＳＧＡＩＩ算法 本文算法

最优值 ０．４２８５ ０．５１８７ ０．０００５ ９．８２１ｅ０５

最差值 ０．７１７９ ０．６１３８ ０．００２１ ５．３６７ｅ０４

平均值 ０．５７４９ ０．５７０５ ０．００１７ ２．０６２５ｅ００４

中间值 ０．５６９４ ０．５６８４ ０．００１５ ２．６３６ｅ０４

犛狋犱!犇犲狏! ０．１８４２ ０．１０４３ ０．００１３ ０．０００３

３３２２期 孟红云等：用于约束多目标优化问题的双群体差分进化算法



表２　测试函数犆犜犘２评价准则的统计结果

ＳＰ

ＮＳＧＡＩＩ算法 本文算法

ＧＤ

ＮＳＧＡＩＩ算法 本文算法

最优值 ０．３２７５ ０．２６８９ ０．０００８ １．５４７ｅ０５

最差值 ０．４１２１ ０．３３５１ ０．００１７ １．７８４ｅ０４

平均值 ０．３９２４ ０．２９６５ ０．００１ ２．３０６ｅ７

中间值 ０．３７３２ ０．２９７４ ０．００１３ ８．０３３ｅ０５

犛狋犱!犇犲狏! ０．２１５７ ０．０８１３ ０．００１１ ０．０００１

表３　测试函数犆犜犘３评价准则的统计结果

ＳＰ

ＮＳＧＡＩＩ算法 本文算法

ＧＤ

ＮＳＧＡＩＩ算法 本文算法

最优值 ０．５２１９ ０．５１８７ ０．０００５ ９．８２１ｅ０５

最差值 ０．７４５１ ０．６１３８ ０．００２１ ５．３６７ｅ０４

平均值 ０．３６９９ ０．２９６５ ０．００１２ ８．０３２５ｅ００５

中间值 ０．３７９１ ０．２８３４ ０．００１３ ２．６３６ｅ０４

犛狋犱!犇犲狏! ０．２３１２ ０．１８１３ ０．００１３ ０．０００２

表４　测试函数犆犜犘４评价准则的统计结果

ＳＰ

ＮＳＧＡＩＩ算法 本文算法

ＧＤ

ＮＳＧＡＩＩ算法 本文算法

最优值 ０．２７５３ ０．２２４５ ０．００１１ １．３２３２ｅ８

最差值 ０．５６３４ ０．５２８６ ０．００３６ ３．３７１ｅ７

平均值 ０．３４９０ ０．３４２６ ０．００２３ ４．６４５２ｅ８

中间值 ０．３５７６ ０．３３８１ ０．００２３ ５．１７３ｅ８

犛狋犱!犇犲狏! ０．１２７８ ０．１１３８ ０．００３０ ０．０００１

５　结　论

本文借助粒子群算法的基本思想给出了一种改

进的差分进化算法，在适当的利用部分优良不可行

个体的基础上，提出了用于约束多目标优化问题的

双群体差分进化算法．该算法中的两个群体分别用

于记录进化过程中的可行解及部分性能较优的不可

行解，其优点在于可以充分利用每次迭代产生的子

代个体的信息．此外，还对文中算法的时间复杂度与

ＮＳＧＡⅡ和ＳＰＥＡ算法进行比较．经典测试函数的

数值仿真结果表明，本文算法无论在解集的逼近性

及均匀性方面都优于ＮＳＧＡＩＩ算法，这表明文中提

出的基于双群体的差分进化算法在求解带约束的多

目标优化问题方面有一定的优势．

正如“没有免费的午餐定理”［１９］所指出的，任何

一种算法不可能在所有的性能方面占尽优势，虽然

本文算法在求解约束多目标优化问题方面具有一定

的优势，但计算量要稍高于 ＮＳＧＡＩＩ算法．接下来

我们的研究将致力于如何降低算法的时间复杂度及

本文算法的实际应用．
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