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摘　要　目前的智能几何软件都使用基于搜索法的定理证明器作为推理引擎，其主要缺点是不能可读地证明涉及

到几何量代数运算的几何定理，这极大地限制了智能几何软件的实际应用．对一类结论为几何量多项式等式的几

何定理，文中提出了一种能给出可读证明的启发式搜索算法．该算法通过引入多项式的变形操作算子———标准项

代换，把证明结论为多项式等式犵＝０的几何定理转化为寻找从犵到０的标准项代换序列的搜索问题．采用Ｌｉｓｐ语

言实现了该算法，并做了３０个结论为几何量等式的几何定理的推理实验．实验结果表明算法具有较高的推理效率．
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１　引　言

几何定理机器证明一直是自动推理领域内的一

个前沿基本课题．近年来，其研究已经取得了突破进

展［１４］．通常几何定理机器证明的方法分为３大类：

代数法、向量法和人工智能法．著名的吴法
［１４］、

Ｇｒｂｎｅｒ基法
［５］、例证法［６］、数值并行法［２］等都是代

数法；面积法［３］、括号代数法［７］、Ｃｌｉｆｆｏｒｄ代数法
［８］等

都是典型的向量法；人工智能法又分为两类：搜索法

和逻辑法．Ｇｅｌｅｒｎｔｅｒ的后推法
［９］、Ｎｅｖｉｎｓ的前推

法［１０］和周咸青等人的推理数据库法［４］都属于搜索



法，Ｗｏｓ等人的ＯＴＴＥＲ证明器
［１１］以及Ｂａｌｂｉａｎｉ的

项重写［１２］都是逻辑法．有关这方面的研究工作可参

考文献［１３］．

一般地，从证明效率上看，代数法的效率最高，

向量法其次，人工智能法的效率最低；而从证明可

读性上看，次序却正好相反，人工智能法的可读性最

好，向量法其次，代数法的可读性最差．特别是搜索

法还能给出易于学生理解的传统风格的可读证明，

这使其适合于教育应用．目前，采用搜索法作为推理

引擎的智能几何软件已经走进了教育领域［１４１６］．本

文主要研究基于搜索法的几何定理证明器．

搜索法使用受限的一阶逻辑来表示知识．通常，

为了减小搜索空间和提高搜索效率，搜索法限制使

用许多有关代数运算和序关系的谓词［１０］．这种限制

带来了明显的缺点，失去了知识表示法的充分性将

会降低解题能力，导致其不能证明无法表示的几何

定理．

几何中的许多定理都会涉及到几何量的代数运

算．特别是有一类几何定理的结论是几何量的多项

式等式，例如平面几何中的斯图尔特定理、托勒密定

理等，本文将这类几何定理称为多项式等式型几何

定理．注意，这里所说的多项式等式型几何定理类与

代数法中通常所定义的“等式型”［１７］几何定理类不

同，它不是指使用坐标法可以化成代数等式的几何

定理，而是指结论是用几何量（如长度、角角度和面

积）的多项式所表示的几何定理．

多项式等式型几何定理一直被视为很难使用搜

索法给出可读证明的．其主要原因在于，如果添加有

关几何量代数运算的谓词和搜索规则，将会引起搜

索空间的组合爆炸，导致搜索效率急剧下降，从而不

能在人们所能容忍的时间内证明定理．本文的工作

力图增强基于搜索法的几何定理证明器的解题能力，

使其能自动地、可读地证明多项式等式型几何定理．

本文第２节给出几个有关于多项式的基本概

念；在第３节中，引入多项式的变形操作算子———

标准项代换，给出使用标准项代换可读证明多项式

等式型几何定理的例子；第４节给出证明多项式等

式型几何定理的启发式搜索算法；第５节使用Ｌｉｓｐ

语言实现本文提出的算法并给出实验结果；第６节

给出进一步的研究方向．

２　基本概念

本节给出几个有关多项式的基本概念，相关的

基础知识可参考文献［１８］．

２１　多项式

定义１．　由狀个变元狓１，狓２，…，狓狀组成的项

就是变元幂的乘积狓
α１
１
·狓

α２
２
·…·狓

α狀
狀
，这里，指数α１，

α２，…，α狀都是非负整数．

为了记号简便，使用α＝（α１，α２，…，α狀）∈犣
狀

０表

示一个狀元非负整数组，用狓α来表示项狓
α１
１
·狓

α２
２
·…·

狓
α狀
狀 ．特别地当α＝（０，…，０）时，称狓

α为常数项，此时

有狓α＝１．

定义２．　一个实系数的狀变元狓１，狓２，…，狓狀的

多项式犲就是狀 变元狓１，狓２，…，狓狀项的有限线性

组合，其组合的系数都是实数．记为犲＝∑
α

犪α狓
α，

犪α∈犚，这里，求和符号∑是对有限个狀元非负整数

组α进行求和．

为了能够让计算机识别和处理多项式，需要添

加表示多项式的谓词ｐｏｌ，多项式犲在系统中表示为

（ｐｏｌ犲）．例如２犪
２犫－犪犫２在系统中表示成

（ｐｏｌ（（２（（犪２）（犫１）））（－１（（犪１）（犫２）））））．

　　特别地，０多项式在系统中表示成（ｐｏｌ（（０狀犻犾）））．

多 项式等式犳＝犵 在系统中表示为（ｅｑ（ｐｏｌ犳）

（ｐｏｌ犵）），其中“ｅｑ”是表示“相等”的谓词．

２２　标准型

一个多项式通常可以写成多种不同的等价形式，

其原因在于加法和乘法运算满足交换律和结合律．

例如，多项式犪犫＋犮犱还可以写成犪犫＋犱犮，犮犱＋犪犫，

犮犱＋犫犪等８种不同形式．为了便于计算机存储和

处理多项式，需要在多种等价表示形式中，确定出一

种能够唯一地表示多项式的形式．为此，需要引入

“项序”的概念，以便能够唯一地表示多项式，本文主

要使用一种称为“字典序”的项序．

定义３．　设α＝（α１，α２，…，α狀）和β＝（β１，

β２，…，β狀）∈犣
狀

０，如果向量差α－β∈犣
狀的最左边的

非零元是正的，则称α＞ｌｅｘβ．如果α＞ｌｅｘβ，则称在字

典序＞ｌｅｘ下项狓
α大于项狓β，记为狓α＞ｌｅｘ狓β．

定义４．　按字典序＞ｌｅｘ的降序对多项式犲的项

进行重新排序后，所得到的多项式称为犲的标准型．

字典序＞ｌｅｘ要求首先对变元进行排序，然后再

对项进行排序．在字典序＞ｌｅｘ下，任何一个多项式都

可以唯一地写成标准型．例如，按字典序犪＞ｌｅｘ犫＞ｌｅｘ

犮＞ｌｅｘ犱，多项式犱犮＋犫犪可以写成标准型犪犫＋犮犱．

３　标准项代换

一般地，在证明多项式等式型几何定理时，先要
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证明或推导出一些几何量等式事实，然后再想方设

法地从这些等式中推导出结论等式．在推导过程中，

主要使用等量公理和一些简单的代数运算率．我们

知道最经常使用的等量公理是“等量代换公理”，它

是指“一个量总可以用它的等量去代换”，其它的等

量公理都可以由等量反身公理和等量代换公理推导

出来．下面，我们把多项式等式改写成一种类似于等

量代换公理的特殊形式，作为多项式恒等变形的推

理规则．

３１　项代换

定义５．　非常数项狓β在多项式犲＝∑
α

犪α狓
α中

的出现是指，存在犲的某个能整除狓β的项狓δ，使得

狓δ＝狓γ·狓β．用符号犲（狓β）表示项狓β在犲中的出现．

定义６．　形如狓α＝犳的等式称为项代换，这里

狓α是非常数项，犳是标准型的多项式，且项狓α不在犳

中出现．本文中把项代换写成狓α犳以区别于等式

狓α＝犳．

用符号犲（狓α／犳）表示使用犳替换掉犲中所有

出现的项狓α后而得到的表达式．如果狓α犳是项

代换，那么根据等词的替换公理可知，有犲（狓α）＝

犲（狓α／犳）．换句话说，使用项代换可以把一个多项式

重写成另一个和它相等的表达式．

每个多项式等式都可以改写成多个项代换．例

如，在字典序犪＞ｌｅｘ犫＞ｌｅｘ犮下，多项式等式犪＋犫＝犮可

改写成３个项代换犮犪＋犫，犫－犪＋犮和犪－犫＋

犮．分别使用这３个项代换可将多项式犪犮＋犫犮－犮２重

写成表达式犪（犪＋犫）＋犫（犪＋犫）－（犪＋犫）２，犪犮＋（－犪＋

犮）犮－犮２和（－犫＋犮）犮＋犫犮－犮２．

３２　标准化

设犲（狓α）是一个标准型多项式，狓α犳是一个项

代换．可以使用这个项代换把标准型多项式犲（狓α）

重写成表达式犲（狓α／犳），再经过一些代数运算，

犲（狓α／犳）还可进一步化简成一个新的标准型多项式．

例如，表达式犪（犪＋犫）＋犫（犪＋犫）－（犪＋犫）２，犪犮＋

（－犪＋犮）犮－犮２和（－犫＋犮）犮＋犫犮－犮２都可以进一步

化简成０多项式．我们把化简过程中使用到的一些

代数运算写成推理规则，称为标准化规则．共有６条

标准化规则：

（１）分配规则．如果犳＝∑
α

犪α狓
α，那么（犪β狓

β）·

犳＝∑
α

（犪α·犪β）·（狓
α·狓β）．

（２）结合规则．狓α·狓β＝狓α＋β．

（３）交换规则．如果狓β＞ｌｅｘ狓
α，那么犪α狓

α＋犪β狓
β＝

犪β狓
β＋犪α狓

α．

（４）合并规则．犪α狓
α＋犪β狓

α＝（犪α＋犪β）狓
α．

（５）零化规则．０·狓α＝０．

（６）消零规则．犪α狓
α＋０＝犪α狓

α．

表达式犲（狓α／犳）依次经过分配、结合、交换、合

并、零化和消零等标准化规则作用，可以化简成标准

型多项式，此过程称为标准化过程狊狋犱．经过项代换

狓α犳和标准化过程狊狋犱 后，标准型多项式犲（狓α）

将变换成另一个标准型多项式狊狋犱（犲（狓α／犳）），

称狊狋犱（犲（狓α／犳））为犲（狓α）的子多项式，称犲（狓α）为

狊狋犱（犲（狓α／犳））的父多项式．

定义７．　把进行项代换后再进行标准化的多

项式变形操作称为标准项代换．

３３　算　例

使用标准项代换可以给出多项式等式型几何定

理的可读证明．下面以证明“欧拉定理”为例进行

说明．

例１（欧拉定理）．　已知：如图１所示，一条直

线上的４点顺次为犃，犅，犆和犇．

求证：犃犆·犅犇＝犃犅·犆犇＋犅犆·犃犇．

图１　欧拉定理

在这条直线上一共有６条线段，分别是犃犅，

犃犆，犃犇，犅犆，犅犇 和犆犇，不妨设线段的字典序为

犃犅＞ｌｅｘ犃犆＞ｌｅｘ犃犇＞ｌｅｘ犅犆＞ｌｅｘ犅犇＞ｌｅｘ犆犇．从图１中

可知６条线段之间满足一组等式关系：

犃犆＝犃犅＋犅犆 （１）

犃犇＝犃犅＋犅犇 （２）

犃犇＝犃犆＋犆犇 （３）

犃犇＝犃犅＋犅犆＋犆犇 （４）

犅犇＝犅犆＋犆犇 （５）

　　把这些等式都改写成项代换，可得到一组项代换：

犃犆犃犅＋犅犆 （１）

犃犅犃犆－犅犆 （２）

犅犆－犃犅＋犃犆 （３）

犃犇犃犅＋犅犇 （４）

犃犅犃犇－犅犇 （５）

犅犇－犃犅＋犃犇 （６）

犃犇犃犆＋犆犇 （７）

犃犆犃犇－犆犇 （８）

犆犇－犃犆＋犃犇 （９）

犃犇犃犅＋犅犆＋犆犇 （１０）

犃犅犃犇－犅犆－犆犇 （１１）

犅犆－犃犅＋犃犇－犆犇 （１２）
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犆犇－犃犅＋犃犇－犅犆 （１３）

犅犇犅犆＋犆犇 （１４）

犅犆犅犇－犆犇 （１５）

犆犇－犅犆＋犅犇 （１６）

　　要使用这些项代换证明结论等式：

犃犆·犅犇＝犃犅·犆犇＋犅犆·犃犇，

只需证明：

犃犅·犆犇－犃犆·犅犇＋犃犇·犅犆＝０

即可．下面给出把犃犅·犆犇－犃犆·犅犇＋犃犇·犅犆

重写成０的项代换序列，等式后面带括号的数字是

使用项代换的标号．

　犃犅·犆犇－犃犆·犅犇＋犃犇·犅犆

＝－犃犅·犅犇＋犃犅·犆犇＋犃犇·犅犆－犅犆·犅犇

（１）

＝犃犅·犅犆－犃犅·犅犇＋犃犅·犆犇 （４）

＝０ （１４）

显然，有很多个项代换序列都可以把多项式犃犅·

犆犇－犃犆·犅犇＋犃犇·犅犆重写成０，比如项代换序

列（１）（４）（１５），（２）（４）（１６），（５）（７）（１６）等等．

４　启发式搜索算法

基于搜索法的几何定理证明器做前向搜索，当

达到推理不动点时［４，１９］，能搜索出可由推理规则找

到的图形中的全部几何量等式，比如等角、等长、等

比、内角和、勾股和等等，这些等式构成了推导结论

等式犵＝０的已知条件集犈．问题的关键是，怎样才

能让计算机从犈中推导出结论等式犵＝０呢？

从３．３节的算例可以看出，把犈中的等式都改

写成项代换，可以得到一个有限的项代换集犐．如果

能使用这些项代换对多项式犵做恒等变形，最终把

犵恒等变形为０多项式，即找到一条从犵到０的项

代换序列，那么，也就给出了结论等式犵＝０的可读

证明．

基于上述想法，可设计一个能给出多项式等式

型几何定理可读证明的搜索算法．问题的初始节点

是多项式犵，目标节点是０多项式，节点扩展算子是

犐中的项代换，犵，０和犐确定了一个搜索空间．从初

始节点到目标节点的路径，就是把犵重写成０所进

行的项代换序列．

一般情况下，犐中有很多个标准项代换．如果盲

目地使用项代换去扩展节点，会导致搜索空间的爆

炸，使算法根本就不能在合理的时间内搜索到目

标节点．如何才能使算法有效地搜索目标节点呢？

若能找到一种方法排列待扩展的节点，使算法能选

择“最有希望”的节点加以扩展，那么将会显著地提

高算法的搜索效率．为此，需要一个能测量待扩展多

项式狆的“希望”的启发函数犺（狆），用启发值犺（狆）

来刻画把狆重写成０的“难易”程度．

本文定义启发函数为犺（狆）＝犻（狆）×犱（狆）×

狏（狆），其中犻（狆），犱（狆）和狏（狆）分别为多项式狆的项

数、最高次数和变元个数．例如，如果狆＝犃犅·犆犇＋

犅犆·犇犃－犃犆·犅犇，那么犺（狆）＝３×２×６＝３６．

犺（狆）的值越大，表明狆越难以重写成０；反之，犺（狆）

的值越小，表明狆越易于重写成０．算法使用犺（狆）

来选择最有希望的节点进行扩展．下面给出能证明

结论为多项式等式的几何定理的启发式搜索算法．

算法１．

输入：一个结论为多项式等式犵＝０的几何定理．

输出：如果能搜索到从犵到０多项式的项代换序列，则

输出几何定理的可读证明；否则，输出指定的无法证明信息．

１．基于搜索法的几何定理证明器做前向搜索，当达到

推理不动点时，证明器搜索出一个几何量等式集犈．

２．把犈中的几何量等式都改写成项代换，得到一个项

代换集犐．

３．把狅狆犲狀表和犮犾狅狊犲犱表都初始化为空．狅狆犲狀表用于存

储未扩展节点，犮犾狅狊犲犱表用于存储已扩展节点．

４．计算犺（犵），生成初始节点犻＝（犵，狀犻犾，犺（犵），狀犻犾，犐），

将犻放入狅狆犲狀表中．

５．如果狅狆犲狀表为空，则输出指定的无法证明信息，算

法结束．

６．取出狅狆犲狀表中的第１个节点狀（即具有最小犺值的

节点），并把狀放入犮犾狅狊犲犱表中．

７．如果节点狀中的子多项式狇是０多项式，即节点狀

是目标节点犼，则输出几何定理的可读证明，算法结束．

８．令犜为节点狀的项代换集犛狀，即犜＝犛狀．

９．如果犜为空，则转步５．

１０．令犜＝犜－｛φ｝，φ是犜 中的第１个项代换．

１１．如果φ的项在狆中不出现，则将φ丢弃，转步９．

１２．用φ对狆做恒等变形，生成狆的子标准型多项式狇．

１３．如果狇在狅狆犲狀表或犮犾狅狊犲犱表中的节点的子多项式

中出现过，即狇是一个已经搜索到的多项式，则将狇丢弃，转

步９．

１４．计算犺（狇），生成狀的子节点犿＝（狇，狆，犺（狇），φ，

犛狀－｛φ｝）．

１５．按照犺（狇）的大小，将子节点犿插入到有序表狅狆犲狀

中，转步９．

在上面的算法１中，搜索空间中的每个节点狀

都是一个由子多项式狇、父多项式狆、子多项式的启

发值犺（狇）（该值也是节点狀的启发值，即犺（狀）＝

犺（狇））、从狆到狇所使用的项代换φ以及可用于子多
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项式狇的项代换集犛所组成的５元组，即狀＝（狇，狆，

犺（狇），φ，犛）．特别地，初始节点犻＝（犵，狀犻犾，犺（犵），狀犻犾，

犐），这里的两个“狀犻犾”分别表示初始节点犻“没有父多

项式狆”和“没有从父多项式到犵所使用的项代换

φ”，犻的子多项式狇是初始多项式犵，即结论等式中

的左端多项式，犐是可用于犵 的初始项代换集；而

在目标节点犼＝（０，狆，０，φ，犛）中，犼的子多项式狇一

定是目标多项式０，即结论等式中的右端多项式，并

且狇的启发值犺（狇）一定为０．

算法１的搜索空间是一颗树犜，树的根节点是

初始节点犻．狅狆犲狀表中的节点都是待扩展的节点，而

犮犾狅狊犲犱表中的节点都是已扩展的节点，有些是树犜

的叶子节点，有些是树犜 的分支节点．算法１的

步１３确保了树犜的所有节点中的子多项式狇都是

互不相同的，都是初始多项式犵的不同等价形式．

因此，树犜中不存在循环的节点序列．

树犜中的每个节点都附有一个可用的项代换

集．从算法１中可见，如果使用项代换φ将节点狀扩

展到节点犿，即节点犿 是节点狀的子节点，那么节

点犿的项代换集犛犿与节点狀的项代换集犛狀满足：

犛犿＝犛狀－｛φ｝，也就是说当算法向下扩展树犜 时，

节点的项代换集是越来越小的．这说明树犜的最长

路径的长度不会大于 犐 （犐是根节点的项代换集，

是个有限集），即树犜 的高度小于或等于 犐 ，从而

可知树犜 是一颗有限树．因此，算法１一定是可终

止的．

如果树犜中存在从初始节点犻到目标节点犼的

路径，那么算法１会在步７搜索到目标节点犼，然后

根据节点间的父子关系，在犮犾狅狊犲犱表中回溯到初

始节点犻，找到从初始多项式犵到目标多项式０的

项代换序列，输出几何定理的可读证明；否则，算

法１会搜遍树犜的所有节点，直到没有可扩展的节

点时，即狅狆犲狀为空时，算法才会在步５结束搜索，输

出指定的无法证明信息．

５　实现与实验

为了验证算法１的可行性和推理效率，我们采

用 Ｌｉｓｐ语言实现了该算法，并在 ＣＰＵ 主频为

ＰｅｎｔｉｕｍＩＶ１ＧＨｚ，内存为２５６ＭＢ的ＰＣ机上进行

了实验．表１是３０个运行实例的实验结果表．表１

中的第１列是测试题序号；第２列是证明器所找到

图形中等式的个数；第３列是初始项代换集犐中项

代换的个数；第４列是搜索空间中的已经展开但还

没有搜索的节点数；第５列是已经搜索的节点数；

第６列是在找到证明时搜索到的层数；第７列是完

成证明所运行的时间．限于篇幅，在此只列举４个实

验用例（见表１中的黑体行）．

表１　３０个多项式等式型几何定理的运行实验结果

题号 等式 项代换 未搜索节点 已搜索节点 搜索深度 运行时间／ｓ

１ ６０ １９０ ８７ ４３ ３ ２１９

２ ２７ ８３ ４８ ４ ３ ０．４３

３ ２０ ６０ ３７ ５ ４ ０．５０

４ ４４ １２０ ７９ ６ ５ １．４８

５ ５４ １６６ ８０ ９ ５ １．１３

６ ５２ １５４ ７５０ ４３ ６ ５０．６２

７ ４５ ８６ ６ ２ １ ０．１９

８ ４９ １６１ ７３ ４ ３ １．７４

９ ２５ ７５ ５４ ６ ５ ０．８７

１０ ２４ ７６ ４４ ４ ３ ０．６８

１１ ３１ １０３ ４８ ８ ５ ０．７９

１２ ３ ９ ５ ５ ３ ０．３９

１３ １４ ３７ ６１ １９ ６ ０．５１

１４ ４ １１ １２ ４ ３ ０．２４

１５ ６ １８ １３ ５ ４ ０．２５

１６ ７ １９ １７ ５ ３ ０．１９

１７ ２１ ６５ ４８ ９ ６ ０５９

１８ １０ ２８ ４２ ３０ ４ ０．２９

１９ １３ ３３ ２６ ９ ６ ２．７０

２０ １１ ３１ ６３ １９ ５ ０．４０

２１ ２４ ５９ ２０ ４ ３ ０．３６

２２ １０ ２８ ４５ １１ ８ １．００

２３ ２３ ５４ １７ １３ ５ ４．０７

２４ １５ ３９ ６７ １７ ３ ０．４０

２５ １１ ３０ ２１ ４ ３ ０．４１

２６ ７ ２１ １８０ １２５ ６ ２４３

２７ ２６ ６１ ７０ ２４ ５ １．４１

２８ ４７ １２４ ８９ ７ ５ ２３．４８

２９ ６ １８ １３ ５ ４ ０．３０

３０ ７１ １５５ ４１ ２８２ ６ ２５０１

例２（五角星内角和）．　任意五角星的５个内

角之和为１８０°（图２）．

图２　五角星内角和

此题是表１中的第１题．已知条件是５条两两相

交的直线犃犆，犃犇，犅犈，犅犇和犆犈构成的五角星，要

证的结论是∠犆犃犇＋∠犇犅犈＋∠犈犆犃＋∠犃犇犅＋

∠犅犈犆＝１８０°．证明器达到推理不动点时发现了６０

个角和等式，改写后得到１９０个项代换．在搜索过程
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中展开了１３０个节点，搜索４３个节点后，在第３层

就达到目标节点．运行２．１９ｓ后输出可读证明．

例３．　已知：设在角犃 为直角的△犃犅犆的各

边上向外侧作正方形犅犃犇犈，犆犅犉犌 和犃犆犎犐，连

结犈犉，犌犎（图３）．求证：犈犉２＋犌犎２＝５犅犆２．

图　３

此题是表１中的第３０题．需要添加辅助线，过

点犉作犈犅 的垂线，与犈犅的延长线相交于点犓；过

点犌作犎犆的垂线，与犎犆的延长线相交于点犔．证

明器需要运行１９．６１ｓ后才能达到推理不动点，找到

７１个线段等式，改写后得到１５５个项代换．在搜索

过程中展开了３２３个节点，搜索４１个节点后，在第

６层达到目标节点．总共运行２５．０１ｓ后输出可读

证明．

例４（斯图尔特定理）．　已知：犇 是△犃犅犆的

边犅犆上的一点（图４）．

图４　斯图尔特定理

求证：犃犅２·犇犆＋犃犆２·犅犇－犃犇２·犅犆＝犅犆·

犇犆·犅犇．

此题是表１中的第２６题．需要添加一条辅助

线，过点犃作犅犆的垂线，垂足为点犈．证明器达到

推理不动点时发现了７个线段等式，改写后得到２１

个项代换．在搜索过程中展开了３０５个节点，搜索了

１２５个节点，在第６层到达目标节点．运行２．４３ｓ后

输出可读证明．

例５（托勒密定理）．　圆内接四边形犃犅犆犇 的

两组对边乘积的和犃犅·犆犇＋犅犆·犇犃 等于它的

对角线的乘积犃犆·犅犇（图５）．

图５　托勒密定理

　　此题是表１中的第１７题．需要如图作一条辅助

线犃犈，使得∠犅犃犈＝∠犆犃犇．证明过程中需要用到

比例等式．可以通过引入新变元将比例等式改写成

项代换．例如，犪／犫＝犮／犱＝犽，犽是引入的新变元，写

成项代换是犪犫犽，犫犽犪，犮犱犽和犱犽犮．如果犽１

和犽２是两个新引入的变元，并且还互为倒数，那么

还需要添加项代换犽１犽２１．证明器达到推理不动点

时，发现１条线段等式和２０条比例等式，改写后得

到了６５个项代换．在搜索过程中展开了５７个节点，

搜索９个节点后，在第６层达到目标节点．共运行

０．５９ｓ后输出可读证明．

６　结束语

本文提出的算法１能可读地证明结论为几何量

多项式等式的几何定理．由于该算法是一种启发式

搜索算法，故具有较高的推理效率．但是，算法还存

在着一定的局限性，对那些需要通过求解方程才能

推导出结论等式的几何定理，算法还不能给出可读

证明．从这方面可以看出，算法１并不是一个完全算

法．另外，由于基于搜索法的几何定理证明器目前还

不能自动添加辅助线，在证明需要添加辅助线的几

何定理时，还须人工添加辅助线，这极大地降低了推

理的智能性．寻找添加辅助线的智能算法或策略将

是更加具有挑战性的研究方向．

致 谢　审稿人的宝贵建议极大地提高了本文的

质量！
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