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摘　要　为了更好地放大图像，利用小波变换的思想，提出了一种变分和小波变换相结合的图像放大算法．该算法

的思想是先构造一个用Ｂｅｓｏｖ范数估计图像正则性的变分泛函，然后在小波域中最小化变分泛函得到放大图像．

小波变换后的高频分量具有丰富的细节边缘信息，因而能够重构出高质量的图像，而且小波的引入使得文中新算

法具有运行时间短、速度快的特点．与传统的插值放大图像不同，该算法是用变分的思想进行图像放大．理论分析

和实验仿真表明，该算法能达到和样条插值同样的放大效果．
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１　引　言

图像放大是从一幅低分辨率图像获得其高分辨

率版本的一种图像处理技术．图像的放大和缩小在

数字图像处理中起着很重要的作用，为适应特殊的

应用场合或者得到一个较好的视觉效果，例如要突

出某些细节，常常需要一种可以有效改变已有图像

大小的方法，使图像放大和缩小后仍有较高的质量．

各种插值技术是实现图像放大的常用方法．现

有的图像处理理论及常用的处理软件都是采用插值

方法对图像进行放大和缩小，如平移重复插值、双线



性插值和样条插值等．这些插值方法有很多的优越

性，用于图像插值也取得了较好的效果．但这些方法

都是用一些已知的光滑函数根据一定的光滑性要求

逼近源图像．由于这种固定方式的局限性，势必会在

图像放大倍数较高时形成斑点以及在明暗区域出现

偏移现象，而且放大倍数越大，这种现象越明显．为

克服该问题，朱宁等［１］提出了图像放大的偏微分方

程方法．Ｇｕｉｃｈａｒｄ和 Ｍａｌｔｏｕｙｒｅｓ
［２３］提出了一种基

于全变差的图像插值方法．其基本思想是通过给插

值图像的傅里叶系数加某种约束条件使得插值方法

是可逆的，即通过对插值图像下采样可以得到原始

图像．满足这种约束条件的插值方法很多，他们选用

全变差估计图像的正则性并选择正则性最好的插值

方法．２００４年Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ
［４］给出了基于全变差的图

像放大的实现算法，得到了比较理想的放大效果，但

是该算法运行时间长、速度慢．

本文在Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ图像放大算法的基础上，用

Ｂｅｓｏｖ范数代替图像的全变差估计图像的正则性，

得到一个新的变分泛函，然后通过最小化变分泛函

得到放大图像．因为Ｂｅｓｏｖ范数可以用小波系数序

列的范数等价描述，所以可以将该泛函的最小化问

题转化到小波域中用迭代的方法求解，并给出了迭

代方法的收敛性证明．Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ基于全变差的图

像放大算法运行时间长、速度慢，而文中新算法是在

小波域中进行求解，小波变换后的高频分量具有丰

富的细节边缘信息，因而能够重构出高质量的图像，

而且小波的引入使得该算法具有运行时间短、速度

快的特点．所以新算法能在比较短的时间内获得质

量更好的放大图像．与传统的基于插值的放大算法

不同，新算法是用变分的思想放大图像．变分模型对

放大后的图像强加了几何正则性要求，这就保证了

放大后图像边缘的光滑性．

２　基础知识

２１　小波和犅犲狊狅狏范数

假设犳是定义在区域Ω ０，［ ）１ ２上的一副灰度

图像，用Ｂｅｓｏｖ范数刻画图像的正则性是比较合适

的［５６］．关于Ｂｅｓｏｖ空间犅β狇 犔狆（ ）（ ）Ω 的具体定义，参

考文献［５］．本文只需要Ｂｅｓｏｖ半范数和小波系数范

数之间的等价关系．选用犔２（ ）Ω 上的紧支撑周期正

交小波（如Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ正交小波
［７］）分解图像犳．令

表示周期化的尺度函数，那么为１．令 Ψ

ψ
（犻）
｜犻＝１，２，｛ ｝３ 表示由一维正交小波的张量积构成

的两维正交小波基．定义

ψ犼，犽（）狓 ２
犽

ψ ２
犽狓－（ ）犼 ，

那么函数犳的小波表达式为

犳＝ 〈犳，１〉＋∑
犼，犽，ψ

〈犳，ψ犼，犽〉ψ犼，犽．

其中，ψ∈Ψ，犽０，犼∈ ０，１，…，２
犽｛ ｝－１ ２．此时，可以

用小波系数来表示犔２（ ）Ω 范数：

犳
２
犔
２
（）Ω ＝ 〈犳，１〉

２
＋∑
犼，犽，ψ

〈犳，ψ犼，犽〉
２ （１）

如果小波ψ在犅
β
狆 犔狆（ ）（ ）Ω 空间中（β＞α），那么有等

价关系：

犳 犅
α
狆
（犔
狆
（Ω））≈ ∑

犼，犽，ψ

２α犽狆２犽
（狆－２） 〈犳，ψ犼，犽〉（ ）狆

１／狆
．

此处仅考虑狆＝１，α１时的特殊情况，即犅α１（犔１（Ω））

空间．为了方便起见，记犳γ〈犳，ψ犼，犽〉，γ∈Γ，则

犳 犅
α
１
（犔
１
（Ω））≈２

犽（α－１） （犳γ）１
（Γ） （２）

其中，Γ＝｛犻，犼，犽｜犻＝１，２，３；犽０；犼∈｛０，１，…，

２犽－１｝２｝．

２２　犆犺犪犿犫狅犾犾犲图像放大模型

假设讨论的图像是犖×犖 的二维矩阵，犡 表示

空间
!

犖×犖，犣是犡 的一个子空间，犵∈犣表示一幅

粗糙的图像．例如，当放大因子为２时，用数学式子

表示犣为：犣＝ ｛犵∈犡｜犵２犽，２犾＝犵２犽－１，２犾＝犵２犽，２犾－１＝

犵２犽－１，２犾－１，犽，犾犖／２｝．Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ
［４］的图像放大模

型为

ｍｉｎ
狌∈犡

犃狌－犵
２
＋２λ· （）犜犞 狌 ．

其中，狌是放大后的图像，犃是在空间犣上的正交投

影．显然有犃犵＝犵及

犃狌－犵 ＝ 犃 狌－（ ）犵 ＝ ｍｉｎ
狑∈犣

⊥
狌－犵－狑 ．

从而，Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ图像放大模型变为

ｍｉｎ
狌∈犡，狑∈犣

⊥
狌－ 犵＋（ ）狑 ２

＋２λ· （）犜犞 狌 ．

Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ给出了求解上述最小值问题的一种迭代

算法．虽然该方法能得到比较好的图像放大效果，但

是它的计算时间长、速度慢，所以寻求相对运行时间

短与实现速度快的算法具有重要的实际和现实

意义．

３　基于变分和小波变换的图像放大

算法及其收敛性证明

３１　基于变分和小波变换的图像放大算法

引理［８］．　设 ψ｛ ｝γ γ∈Γ是 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的一组

正交小波基，犳γ，狌γ分别是函数犳和狌在这组基下的

小波系数，则泛函
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犉 狌（ ）γ ＝ 狌γ－犳γ
２

２
（Γ）＋２λ狌γ １

（Γ）

的最小解为

珘狌γ ＝犛λ 犳（ ）γ ＝

犳γ－λ， 犳γ λ

０， －λ犳γ λ

犳γ＋λ， 犳γ －

烅

烄

烆 λ

．

其中，犛λ为小波软阈值算子．

由于Ｂｅｓｏｖ空间犅１１ 犔１（ ）（ ）Ω 是有界变差空间

犅犞（ ）Ω 的近似最小值［９］及犅１１ 犔１（ ）（ ）Ω 空间中不允

许图像存在边界，所以用一个光滑阶为αα（ ）１ 的

Ｂｅｓｏｖ空间犅
α
１ 犔１（ ）（ ）Ω 来刻画图像狌的正则性，得

到一个新的变分泛函，然后通过最小化变分泛函得

到放大图像．利用Ｂｅｓｏｖ范数可以用小波系数范数

等价描述的性质，将求解最小值问题转化到小波域

中用迭代的方法求解．小波变换后的高频分量具有

丰富的细节边缘信息，因而能够重构出高质量的图

像，而且小波的引入使得文中新算法具有运行时间

短、速度快的特点．这样就克服了Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ图像放

大模型速度慢、时间长的缺点，而且得到质量有显著

提高的放大图像．从而，本文的图像放大模型为

ｍｉｎ
狌∈犡

犃狌－犵
２
犔
２
（Ω）＋２λ狌 犅

α
１
（犔
１
（Ω））．

同样地，该问题等价于最小化下列泛函：

犉狌，（ ）狑 ＝ 狌－ 犵＋（ ）狑 ２
犔
２
（Ω）＋２λ狌 犅

α
１
（犔
１
（Ω）），

其中，狌∈犡，狑∈犣⊥．根据等价关系（１）和（２），有

狌－ 犵＋（ ）狑 ２
犔
２
（Ω）≈ 狌γ－ 犵γ＋狑（ ）γ

２
２
（Γ），

狌 犅
α
１
（犔
１
（Ω））≈２

犽（α－１）狌γ １
（Γ）．

其中，狌γ，犵γ，狑γ分别表示函数的第γ个小波系数，从

而得到下列等价的凸序列泛函：

犛犵 狌γ，狑（ ）γ ＝ 狌γ－ 犵γ＋狑（ ）γ
２
２
（Γ）＋

２λ２
犽（α－１）狌γ １

（Γ） （３）

关于狌γ和狑γ取最小，其中狑γ∈犣γ，令犣γ表示犾２（）Γ

中小波系数低频部分为零的空间．相当于考虑下面

两个最小化问题：

固定狑γ，求泛函（３）关于狌γ的最小解，即

ｍｉｎ
狌
γ∈犾２

狌γ－ 犵γ＋狑（ ）γ
２
２
（Γ）＋２λ２

犽（α－１）狌γ １
（Γ），

根据引理知，珘狌γ＝犛２犽（α－１）λ 犵γ＋狑（ ）γ ．

固定狌γ，求泛函（３）关于狑γ的最小解，即

ｍｉｎ
狑
γ∈犣γ

狌γ－ 犵γ＋狑（ ）γ
２
２
（Γ），其最小解为珦狑γ＝犜犔（狌γ－

犵γ），其中犜犔表示函数的小波系数的低频部分阈值

为零．

综上可知泛函（３）最小化问题的解可以用迭代

的方法得到，其算法如下．

算法．

１．初始化： 狑（ ）γ ０＝０；

２．迭代：

（狌γ）狀 ＝犛２犽（α－１）λ（犵γ＋（狑γ）狀）

（狑γ）狀＋１ ＝犜犔（（狌γ）狀－犵γ
｛ ）

（４）

３．停止条件：狌狀＝∑
γ

狌（ ）γ 狀ψγ，狌狀＋１＝∑
γ

狌（ ）γ 狀＋１ψγ．

假设τ是一个事先给定的小的正数，若满足条件ｍａｘ（｜狌狀＋１－

狌狀｜）τ就停止迭代．

３２　迭代方法的收敛性

定理．序列犛犵（（狌γ）狀，（狑γ）狀）收敛到泛函（３）中

犛犵（狌γ，狑γ）的最小值．

证明．　为了方便起见，直接用狌和狑 来表示

它们的小波系数．根据迭代算法，可知

犛犵 狌狀＋１，狑狀＋（ ）１ 犛犵 狌狀，狑狀＋（ ）１ 犛犵 狌狀，狑（ ）狀

（５）

所以序列犛犵 狌狀，狑（ ）狀 是递减的，又犛犵 狌狀，狑（ ）狀 ０，

从而它是一个单调有界序列，因此该序列收敛．设其

收敛到犿，即犿＝ｍｉｎ
狌，狑
犛犵 狌，（ ）狑 ．

文中用紧支撑正交小波做变换，函数的小波系

数是稀疏的，即狌，狑，犵中只有有限个不为零的数，

所以序列（狌狀，狑狀）有界，存在一个收敛的子列

狌狀犽，狑狀（ ）
犽
，当狀犽→∞时，有（狌狀犽，狑狀犽）→ 珘狌，珦（ ）狑 ，其

中 珘狌，珦（ ）狑 ∈犡×犣
⊥．

对任意狀犽∈"

，狑∈犣γ，有

犛犵 狌狀犽，狑狀犽＋（ ）１ 犛犵 狌狀犽，（ ）狑 （６）

　　对任意狀犽∈"

，狌∈犾２，有

犛犵 狌狀犽，狑狀（ ）
犽 犛犵 狌，狑狀（ ）

犽
（７）

　　设狑^是狑狀犽＋１的聚点，由于犛犵 狌，（ ）狑 是连续的，

根据式（５）有

犿＝犛犵 珘狌，珦（ ）狑 ＝犛犵 珘狌，^（ ）狑 ．

从而，珘狌－ 犵＋珦（ ）狑 犾
２
＝ 珘狌－ 犵＋^（ ）狑 犾

２
，因为珦狑∈

犣γ，所 以 由 投 影 的 唯 一 性 知，狑^ ＝珦狑．因 此，

狑狀犽＋１→珦狑．

分别对式（６）和式（７）取极限，有

犛犵 珘狌，珦（ ）狑 犛犵 珘狌，（ ）狑 ，即犛犵 珘狌，珦（ ）狑 ＝ ｍｉｎ
狑∈犣γ

犛犵 珘狌，（ ）狑

（８）

犛犵 珘狌，珦（ ）狑 犛犵 狌，珦（ ）狑 ，即犛犵 珘狌，珦（ ）狑 ＝ｍｉｎ
狌∈犾２

犛犵 狌，珦（ ）狑

（９）

结合式（３）的泛函，式（８）等价于

０∈珘狌－犵－珦狑 （１０）

式（９）等价于

０∈珘狌－犵－珦狑＋２
犽（α－１）

λ珘狌 １
（１１）

因为犛犵 狌，（ ）狑 在 珘狌，珦（ ）狑 的次梯度为

犛犵 珘狌，珦（ ）狑 ＝
珘狌－犵－珦狑

珘狌－犵－珦狑＋２
犽（α－１）

λ珘狌 

烄

烆

烌

烎１

（１２）
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所以由式（１０）～式（１２）知：

（）００ ∈犛犵 珘狌，珦（ ）狑 ，

即犛犵（珘狌，珘狏）＝ｍｉｎ
狌，狏
犛犵（狌，狑）＝犿，因此序列犛犵（狌狀，

狑狀）收敛到 犛犵 （珘狌，珦狑），并且 狌狀，狑（ ）狀 → 珘狌，珦（ ）狑 ，

狀→∞．

４　仿真实验

下面将文中新算法与Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ放大模型进行

比较，取参数λ＝０．４，取τ＝０．５．为便于比较，先将

原图下采样缩小一定的倍数作为实际获取的图像，

然后再放大．用文中方法放大图像时，需要根据不同

的图像选取不同的α，一般取０．８或１．为了减少放

大后图像的边缘模糊现象及块效应，文中采用平移

不变小波变换，只做一层小波变换．选用ｄｂ４小波，

实验结果见图１和图２．图１是采用Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ放

大模型和文中方法对Ｌｅｎａ（２５６×２５６）图像进行放

大两倍的结果．可以看出，Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ放大模型得

到的图像边缘比较模糊．采用文中方法得到的图像

细节丰富，如图像中帽子上的皱褶及头发比较清晰．

图２是对Ｐｌａｎｅ（１２８×１２８）图像采用Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ放

大模型和文中方法进行放大两倍的结果．可以看出，

Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ模型得到的放大图像的机身及尾翼上的

字迹和云层都比较模糊，而文中方法得到的图像却

比较清晰．

!"#$%&'"()*+!)*+#

图像
(,#-./"0,122&

模型得到的放大图像
!34-

新算法得到的放大图像

图１　Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ模型和新算法对Ｌｅｎａ图像放大两倍的结果比较

!"#$%&"'()*+,!*+,#

图像
)-#./0"1-2&&(

模型得到的放大图像
!34.

新算法得到的放大图像

图２　Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ模型和新算法对Ｐｌａｎｅ图像放大两倍的结果比较

　　为了更好地说明新算法的放大效果，采用三次

样条插值和文中算法对Ｌｅｎａ（２５６×２５６）的图像放

大两倍，只选取放大后图像中含细节较多的一部分，

实验结果见图４．可以看出，本文算法同样可以得到

与样条插值相同的放大效果．

客观上，可以采用峰值信噪比（ＰＳＮＲ）和均方

误差（ＲＭＳＥ）来评价图像放大效果的好坏．峰值信

噪比是一种比较接近人眼的视觉效果评价量．均方

误差用来测量放大图像与标准图像的相近程度．另

外，考虑到实际的可行性，把时间（ｔｉｍｅ）也作为一个

评价指标．用这三个指标定量分析这两种方法的图

像放大效果，下面对四幅图像进行实验，其中，Ｋｅｙ

图像是一幅钥匙图，ｔｅｘｔ图像中有很多文字（见

图３）．实验数据见表１，由此可见文中方法不仅速度
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快，用时短，而且得到质量更好的放大图像．对于

Ｋｅｙ和Ｔｅｘｔ这两幅二值图像来说，文中方法虽然用

时很短，但是峰值信噪比并没有很大的提高．所以文

中方法更适合处理自然图像及细节丰富的图像．

表１　犆犺犪犿犫狅犾犾犲模型与新算法的放大性能比较

图像
放大

倍数

Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ模型

时间／ｓ ＰＳＮＲ ＲＭＳＥ

文中新算法

时间／ｓ ＰＳＮＲ ＲＭＳＥ

Ｋｅｙ６４×６４ ２ １１７．２４ １８．２６３ ３１．１４４ ０．８２ １８．６０２ ２９．９５４

Ｐｌａｎｅ１２８×１２８ ２ ５２０．６８ ２５．５２３ １３．５０３ ６．２３ ２６．８４４ １１．５９６

Ｌｅｎａ１２８×１２８ ４ ３１５８．９０ ２４．６１５ １４．７５３ ６１．３７ ２５．２１３ １２．６９９

Ｌｅｎａ２５６×２５６ ２ １９６２．８０ ２９．５９６ ８．４４７ ３９．４６ ２９．７１８ ８．３２９

Ｔｅｘｔ１２８×１２８ ２ ５１７．７３ １６．３３１ ３８．９０３ ４．６１ １６．７６８ ３６．９９５

!"#

样条插值放大
!$#%

新算法放大

图３　样条插值方法和新算法的放大结果比较

图４　实验所用的Ｋｅｙ图像和Ｔｅｘｔ图像

５　结　论

与传统的插值放大图像不同，本文从变分的角

度提出一种新的图像放大算法．该算法用Ｂｅｓｏｖ范

数刻画图像的正则性构造了一个变分泛函，然后通

过最小化变分泛函得到放大图像．根据Ｂｅｓｏｖ范数

与小波系数范数之间的等价关系，可以将该泛函的

最小化问题转化到小波域中用迭代的方法求解，并

证明了迭代方法的收敛性．Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ基于全变差

的图像放大算法运行时间长、速度慢，而变分模型对

放大后的图像强加了几何正则性的要求，这就保证

了用新算法放大的图像边缘的光滑性；新算法是在

小波域中进行求解，小波变换后的高频分量具有丰

富的细节边缘信息，因而能够重构出高质量的图像，

小波的引入使得该算法具有运行时间短、速度快的

特点，能较快地获得质量更好的放大图像．由实验结

果可知，该算法适合处理自然图像及含丰富细节的

图像，并且在视觉上可以达到和样条插值相同的放

大效果．
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５４３２期 冯象初等：基于变分和小波变换的图像放大算法


