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摘　要　该文引入了单体二阶Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑，进而给出了模糊有穷自动机识别语言的逻辑描述，证明了多值逻

辑意义下的 Ｂüｃｈｉ与 Ｅｌｇｏｔ基本定理．通过引入星自由模糊语言与非周期模糊语言，刻画了可以用一阶

Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑定义的模糊语言．
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１　引　言

形式语言在理论计算机科学研究中占有重要的

地位，对形式语言的刻画与分类一直是其中的一个

重要的研究方向．在这个方面，一个重要的研究成果

就是Ｃｈｏｍｓｋｙ对形式语言的分类体系．业已证明

Ｃｈｏｍｓｋｙ体系的每一类语言都可以用不同的方法

进行描述．对于最基本的正则语言类，它可以用有穷

自动机来识别，也可以用正则表达式表示，可以用正

则文法来生成，也可以用有穷半群来刻画等［１２］．

Ｂüｃｈｉ与Ｅｌｇｏｔ等进一步建立了正则语言与单体二

阶逻辑可定义的语言之间的一致性，并利用一阶逻

辑可定义的语言对正则语言进行了分类［３５］．最近，

Ｄｒｏｓｔｅ与Ｇａｓｔｉｎ对此进行了进一步推广，在经典逻

辑框架下，他们研究了形式幂级数意义下的正则语

言的逻辑描述［６］．

经典的形式语言是一种精确定义的语言，它对

于描述机器语言起到了重要的作用．但在处理自然

语言尤其是人类使用的语言时，形式语言对于人

类使用语言的模糊性的描述能力明显不够．为此，

Ｚａｄｅｈ等人提出了模糊语言的概念，随后又对模糊

语言进行了刻画与分类［７］．其中模糊正则语言可以

用模糊有穷自动机、模糊正则表达式、模糊文法等刻

画［８１４］．但有关模糊正则语言在模糊逻辑意义下的

逻辑描述还未有系统的研究结果．模糊逻辑意义



下的有穷自动机及其对应单体二阶逻辑描述以及

分类仍是一个待解决的问题．本论文将在这方面

做一 些 研 究．我 们 在 常 用 的 剩 余 类 逻 辑———

Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ模糊逻辑下定义模糊有穷自动机（参见

文献［１５］）以及对应的单体二阶逻辑的语构与语义，

建立了模糊逻辑意义下的Ｂüｃｈｉ与 Ｅｌｇｏｔ基本定

理．进一步，我们给出可用一阶Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑定

义的模糊语言，对模糊正则语言给出了一种分类

方法．

２　模糊有穷自动机识别语言的

有关逻辑性质

Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑是以真值论域为（［０，１］，∨，

∧，，→，０，１）的模糊逻辑（从语义角度），其中∨，

∧，，→ 定义为犪∨犫＝ｍａｘ｛犪，犫｝，犪∧犫＝

ｍｉｎ｛犪，犫｝，犪＝１－犪，犪→犫＝ｍｉｎ｛１－犪＋犫，１｝．本

节主要研究 Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑意义下的有穷自动

机，我们称为模糊有穷自动机．

定义１．　模糊自动机是五元组犃＝（犙，Σ，δ，

犐，犉），其中犙为有限状态集，Σ为有限字母表，犐，犉

为犙 的模糊子集，代表初始状态与终状态，而δ：犙×

Σ×犙→［０，１］为模糊转移关系．

如下命题：

“狇为初始状态”记为“狇∈犐”．

“狇为终状态”记为 “狇∈犉”．

“输入犪使状态狇转移到狆”记为 “（狇，犪，狆）∈δ”．

这些命题的真值分别为犐（狇），犉（狇），δ（狇，犪，狆）．我

们用Σ
表示字母表Σ 上的有限串全体构成的集

合，ε表示空串．与模糊自动机犃对应的Σ上的模

糊可识别谓词犳犃∈犉（Σ
）定义为：对输入串狑∈

Σ
，令狑＝犪１…犪狀，则

犳犃（狑）＝（狇０∈犙）…（狇狀∈犙）（狇０∈犐∧狇狀∈犉∧

（狇０，犪１，狇１）∈δ∧…∧（狇狀－１，犪狀，狇狀）∈δ），

即命题犳犃（狑）的真值定义为

［［犳犃（狑）］］＝∨｛犐｛狇０）∧δ（狇０，犪１，狇１）∧…∧

δ（狇狀－１，犪狀，狇狀）∧

犉（狇狀）：狇１，…，狇狀∈犙｝．

犳犃称为模糊自动机犃 识别或接受的Σ 上的模糊语

言，也称为Σ上的模糊正则语言．

以下记Σ上的模糊正则语言全体为犉犚（Σ），则

犉犚（Σ）关于模糊并、交、补、连接、Ｋｌｅｅｎｅ闭包等封

闭［９，１３］．而且针对Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑，我们还有如下

结论．

命题１（文献［９，１６］）．　对模糊语言犳，以下论

断等价．

（１）犳∈犉犚（Σ）．

（２）存在犽１，…，犽犿 ∈（０，１］以及正则语言

犔１，…，犔犿使得犳＝∨
犿

犻＝１

（犽犻∧１犔犻），其中１犔犻表示犔犻的

特征函数．

（３）存在犽１，…，犽犿∈（０，１］及两两不交的正则

语言犔１，…，犔犿使得犳＝∨
犿

犻＝１

（犽犻∧１犔犻）．

命题２．　设犳，犵∈犉犚（Σ），则犳→犵∈犉犚（Σ），

其中犳→犵（狑）＝犳（狑）→犵（狑）．

证明．　由命题１，存在犽１，…，犽犿∈（０，１］以及

正则语言犔１，…，犔犿使得犳＝∨
犿

犻＝１

（犽犻∧１犔犻）；并且存在

犱１，…，犱狀∈（０，１］以及正则语言犕１，…，犕狀使得犵＝

∨
狀

犼＝１

（犱犼∧１犕犼）．这时易证犳→犵＝∨
犿

犻＝１
∨
狀

犼＝１

（犽犻→犱犼）∧

１犔犻∩犕犼
，由于正则语言的交仍是正则语言，且犽犻→

犱犼∈（０，１］．因此，由命题１可得：犳→犵∈犉犚（Σ）．

证毕．

命题３．　设犳，犵∈犉犚（Σ），则犳犵，犳⊙犵∈

犉犚（Σ），其中，犳犵（狑）＝（犳（狑）＋犵（狑））∧１，犳⊙

犵（狑）＝（犳（狑）＋犵（狑）－１）∨０．

证明．　由于犳，犵∈犉犚（Σ），所以犳，犵∈

犉犚（Σ），其中，犳表示犳 的补，定义为犳（狑）＝

１－犳（狑）．注意到犳犵＝犳→犵，由命题２知，

犳犵∈犉犚（Σ）．另外，犳⊙犵＝（犳犵），所以

犳⊙犵∈犉犚（Σ）． 证毕．

命题４（文献［１３］）．　设犺：Σ１ →Σ

２ 为同态，

（１）若犳∈犉犚（Σ２），则犺
－１（犳）＝犳犺∈犉犚（Σ１）；

（２）若犺满足，对σ∈Σ，犺（σ）≠ε，且犵∈犉犚（Σ１），

则犺（犵）∈犉犚（Σ２），其中 犺（犵）（狑）＝∨｛犵（狏）：

犺（狏）＝狑｝．

３　单体二阶犔狌犽犪狊犻犲狑犻犮狕逻辑以及

它可定义的模糊语言

我们首先回顾单体二阶逻辑（ＭＳＯ）的有关概念．

设Σ为字母表，Σ上的 ＭＳＯ逻辑公式的语构

用如下的ＢＮＦ形式定义：

φ∷＝犘犪（狓）｜狓狔｜狓∈犡｜φ∨ψ｜φ｜狓．φ｜犡．φ，

其中犪∈Σ，狓，狔为一阶变量，而犡 为二阶集合变

量．下列公式为利用上述形式中的公式推导出的用

其他连接词表示的公式：
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φ∧ψ＝（φ∨ψ），

φ→ψ＝φ∨ψ，

φψ＝（φ→ψ）∧（ψ→φ），

狓．φ＝（狓．φ），

犡．φ＝（犡．φ）．

以下用犉狉犲犲（φ）表示公式φ中出现的全体自由

变量，用２犡表示集合犡 的子集全体构成的集合．

设狑＝狑（１）…狑（狀）∈Σ，狑（犻）∈Σ．狑 的长度

为｜狑｜＝狀．则字狑 可用结构（｛１，２，…，｜狑｜｝，，

（犙犪｝犪∈Σ）表示，其中犙犪＝｛犻：狑（犻）＝犪｝（犪∈Σ）．

设犞为一阶与二阶变量的有限集合，狑∈Σ，一

个（犞，狑）指派是一个函数σ：犞→｛１，２，…，｜狑｜｝∪

２
｛１，２，…，｜狑｜｝，对一阶变量狓∈犞，σ（狓）∈｛１，２，…，

｜狑｜｝，对二阶变量犡∈犞，σ（犡）｛１，２，…，｜狑｜｝．

若狓为一阶变量，规定指派σ［狓→犻］为一个（犞∪

｛狓｝，狑）指派，σ［狓→犻］（狓）＝犻，而在犞 的其余变量

上σ［狓→犻］与σ定义一致．同理，若犡 为二阶变量，

犐｛１，２，…，｜狑｜｝，同样的可以定义指派σ［犡→犐］．给

定（狑，σ），关系（狑，σ）｜＝φ 按通常方式定义（文

献［２］），其中σ的定义域包含了犉狉犲犲（φ）．明显的，

（狑，σ）｜＝φ只依赖于σ｜犉狉犲犲（φ）．

通常我们用扩展字母表Σ犞＝Σ×｛０，１｝
犞来对

（狑，σ）进行表示或编码，即用字（狑（１），犝１），…，

（狑（狀），犝狀）∈（Σ犞）
表示（狑，σ），其中狑＝狑（１）…

狑（狀），而犝犻犞 定义为犝犻＝｛狓∈犞：狓是一阶变量

且σ（狓）＝犻｝∪｛犡∈犞：犡 是二阶变量且犻∈σ（犡）｝，

这样的字与（犞，狑）指派一一对应．以下我们就用

（狑，σ）表示这样的字，并称这时的σ为（犞，狑）有效

指派．（Σ犞）
上的其他的字θ我们也用（狑，σ）表示，

其中狑 为（狑，σ）在Σ上的投影，而σ为（狑，σ）在

｛０，１｝犞上的投影，这时称σ不是有效的（犞，狑）指

派，以区别于（犞，狑）有效指派．则语言

犖＝｛（狑，σ）∈（Σ犞）
：σ为有效的（犞，狑）指派｝

为可识别的语言，即正则语言［２］．记Σφ＝Σ犉狉犲犲（φ），

犖φ＝犖犉狉犲犲（φ）．由Ｂüｃｈｉ定理，若犉狉犲犲（φ）犞，则下

面的语言

犔犞（φ）＝｛（狑，σ）∈犖犞：（狑，σ）｜＝φ｝

是正则语言，记犔（φ）＝犔犉狉犲犲（φ）（φ）．反之，对Σ
上的

正则语言犔，一定存在 ＭＳＯ句子φ使得犔＝犔（φ）．

下面我们把这个结论推广到模糊逻辑情形．首

先我们定义单体二阶Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ（简记为ＬＭＳＯ）

逻辑．对于模糊逻辑，有两种类型的逻辑蕴涵：一种

可以用逻辑连接词 “∨”，“∧”，或者 “”表示，另一

种用剩余运算定义．Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑采用第二种方

式来定义逻辑蕴涵．因此，在定义Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑

时，逻辑蕴涵是一种主要的连接词，它不能通过其他

的连接词而定义．

定义２．　ＬＭＳＯ逻辑公式的语构用如下的

ＢＮＦ形式定义：

φ∷＝狉｜犘犪（狓）｜狓狔｜狓∈犡｜φ∨ψ｜φ｜

φ→ψ｜狓．φ｜犡．φ，

其中狉∈［０，１］，犪∈Σ，狓，狔为一阶变量，而犡 为二

阶集合变量．由此可诱导如下公式

φ∧ψ＝（φ∨ψ），

φψ＝（φ→ψ）∧（ψ→φ），

狓．φ＝（狓．φ），

犡．φ＝（犡．φ）．

以下用犉狉犲犲（φ）表示公式φ中出现的全体自由

变量．而用 犔犕犛犗（Σ）表示所有的 ＬＭＳＯ公式

之集．

定义３．　设φ∈犔犕犛犗（Σ），犞 为有限变量集

且犉狉犲犲（φ）犞，则φ的犞语义定义为Σ犞上的模糊

语言［［φ］］：Σ

犞 →［０，１］，其中（狑，σ）∈Σ


犞 ，当σ不是

有效的（犞，狑）指派，则［［φ］］（狑，σ）＝０；否则，

［［φ］］归纳地定义如下：

［［狉］］（狑，σ）＝狉，

［［犘犪（狓）］］（狑，σ）＝
１， 若狑（σ（狓））＝犪

０，｛ 否则
，

［［狓狔］］（狑，σ）＝
１， 若σ（狓）σ（狔）

０，｛ 否则
，

［［狓∈犡］］（狑，σ）＝
１， 若σ（狓）∈σ（犡）

０，｛ 否则
，

［［φ］］（狑，σ）＝１－［［φ］］（狑，σ），

［［φ∨ψ］］（狑，σ）＝［［φ］］（狑，σ）∨［［ψ］］（狑，σ），

［［φ→ψ］］（狑，σ）＝［［φ］］（狑，σ）→［［ψ］］（狑，σ），

［［狓．φ］］（狑，σ）＝∨｛［［φ］］犞∪｛狓｝（狑，σ［狓→犻］）：

１犻｜狑｜｝，

［［犡．φ］］（狑，σ）＝∨｛［［φ］］犞∪｛犡｝（狑，σ［犡→犐］）：

犐｛１，２，…，｜狑｜｝．

以下记［［φ］］＝［［φ］］犉狉犲犲（φ）．注意到，若φ为句子，从

而φ无自由变量，则［［φ］］为Σ上的模糊语言．

命题５．　设φ∈犔犕犛犗（Σ），犉狉犲犲（φ）犞，则

［［φ］］犞（狑，σ）＝［［φ］］（狑，σ｜犉狉犲犲（φ））．特别地，［［φ］］为

模糊正则语言［［φ］］犞为模糊正则语言．

证明．　证明是简单的，只需对公式φ中出现的

连接词与量词的个数施行归纳即可． 证毕．

用［犔犕犛犗（Σ）］表示所有的可用犔犕犛犗（Σ）上

的句子定义的模糊语言．
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模糊逻辑意义下的 ＢüｃｈｉＥｌｇｏｔ定理表述如

下，这也构成本节的主要定理．

定理１．　犉犚（Σ）＝［犔犕犛犗（Σ）］．

证明．　由下面引理１、引理２以及引理３的结

论得证．

引理１．　若φ∈犔犕犛犗（Σ）为原子的，则［［φ］］∈

犉犚（Σ）．

证明．　若φ＝狉∈［０，１］，构造模糊有穷自动机

（犙，δ，犐，犉），犙＝｛狇｝，对任意的犪∈Σ，δ（狇，犪，狇）＝１，

犐＝｛狇｝，而犉｛狇｝＝狉．对于φ＝犘犪（狓）｜狓狔｜狓∈犡 的

情形，经典构造即可，参见文献［１］． 证毕．

引理２．　若φ，ψ∈犔犕犛犗（Σ），且［［φ］］，［［ψ］］

可识别，则［［φ∨ψ］］，［［φ］］，［［φ→ψ］］，［［狓．φ］］，

［［犡．φ］］都可识别．

证明．　这是因为［［φ∨ψ］］＝［［φ］］∨［［ψ］］，

［［φ］］＝［［φ］］，［［φ→ψ］］＝［［φ］］→［［ψ］］，且

模糊正则语言关于并、补、蕴涵运算封闭．若令π：

（Σ犞∪｛狓｝）

→（Σ犞）

为抹去第狓行的投影，即对犪∈

Σ，π（犪）＝犪，对犝犞∪｛狓｝，π（犝）＝犝－｛狓｝．则

［［狓．φ］］＝π（［［φ］］），由于模糊正则语言在投射同

态下保持，所以［［狓．φ］］也是可识别的．若将一阶变

量狓换为二阶变量犡，则可以证明［［犡．φ］］也是可

识别的． 证毕．

命题６．　以上构造模糊自动机的过程是可判

定的．

证明．　显然．

引理３．　若字母表Σ上的模糊语言犳 是可识

别的，则存在φ∈犔犕犛犗（Σ）使得φ为句子，且犳＝

［［φ］］．

证明．　由于犳是可识别的，所以存在正则语

言犔１，…，犔犿以及犽１，…，犽犿使得犳＝∨
犿

犻＝１

（犽犻∧１犔犻）．由

于犔犻是正则的，存在句子φ犻使得犔犻＝［［φ犻］］，这时

若令φ＝∨
狀

犻＝１

（犽犻∧φ犻），则易证犳＝［［φ］］．实际上，我

们可以给出φ的具体构造如下．

设犃＝（犙，Σ，δ，犐，犉）为识别模糊语言犳的模

糊自动机．对 （狆，犪，狇）∈犙×Σ×犙，取集合变量

犡狆，犪，狇，并令犞＝｛犡狆，犪，狇：（狆，犪，狇）∈犙×Σ×犙｝，设

｜犞｜＝犿＝｜犙｜
２·｜Σ｜，并令 珡犡＝（犡１，…，犡犿），定义

公式如下：

（珡犡）＝犱犲犮狅犿狆（珡犡）∧∧
狆，犪，狇
狓．（（狓∈犡狆，犪，狇）→

犘犪（犡））∧狓狔．（犛（狓，狔）→

∨
狆，狇，狉∈犙，犪，犫∈Σ

（（狓∈犡狆，犪，狇∧（狔∈犡狇，犫，狉））），

其中，犱犲犮狅犿狆（珡犡）＝狓．（∨
犿

犻＝１

（（狓∈犡犻）∧∧
犼≠犻
（狓∈

犡犼）），犛（狓，狔）＝（狓狔）∧（狔狓）∧狕．（狕狓∨

狔狕），犛（狓，狔）也计为狔＝狓＋１．

这时，对狑＝犪１…犪狀∈Σ
＋令犪狊狊犻犵（犞，狑）表示所

有满足公式的（犞，狑）指派（即［［］］（狑，σ）＝１）

的集合，而狆犪狋犺（狑）表示所有标记为狑的路径的集

合，则存在从集合犪狊狊犻犵（犞，狑）到集合狆犪狋犺（狑）的一

一对应．这是因为，若狆犪狋犺＝（狇０→
犪
１

狇１→…→
犪狀

狇狀）为犃

上的一条以狑 为标记的路径，则定义（犞，狑）指派

σ狆犪狋犺为σ狆犪狋犺（犡狆，犪，狇）＝｛犻：（狇犻－１，犪犻，狇犻）＝（狆，犪，狇）｝．

则易验证［［］］（狑，σ狆犪狋犺）＝１．反之，若σ为（犞，狑）指

派且［［］］（狑，σ狆犪狋犺）＝１，由犱犲犮狅犿狆（珡犡）的定义，

｛σ（犡狆，犪，狇）：（狆，犪，狇）∈犙×Σ×犙｝构成｛１，２，…，狀｝的

一个分解，则对任意的狓∈｛１，２，…，狀｝存在唯一的

（狆，犪，狇）∈犙×Σ×犙 使得狓∈σ（犡狆，犪，狇），且当狔＝

狓＋１狀时，存在唯一的（狆，犫，狉）∈犙×Σ×犙 使得

狔∈σ（犡狇，犫，狉），从而得到唯一的一条路径狆犪狋犺＝

（狇０→
犪
１

狇１→…→
犪狀

狇狀），且σ狆犪狋犺＝σ．

定义公式ψ如下：

ψ（珡犡）＝（珡犡）∧∧
狆，犪，狇
狓．（（狓∈犡狆，犪，狇）→δ（狆，犪，狇））∧

狔．（犳犻狉狊狋（狔）∧∨
狆，犪，狇

（狔∈犡狆，犪，狇∧犐（狆））∧

狕．（犾犪狊狋（狕）∧∨
狆，犪，狇

（（狕∈犡狆，犪，狇）∧犉（狇））），

其中，犳犻狉狊狋（狔）＝狓．狔狓，犾犪狊狋（狕）＝狕．狓狕．

这时，若狆犪狋犺＝（狇０→
犪
１

狇１→…→
犪狀

狇狀）为犃中的一

条路径，σ狆犪狋犺为对应的（犞，狑）指派，则有

［［ψ］］（狑，σ狆犪狋犺）＝犐（狇０）∧δ（狇０，犪１，狇１）∧…∧

δ（狇狀－１，犪狀，狇狀）∧犉（狇狀）．

令τ＝犡１…犡犿．ψ（犡１，…，犡犿），这时，

［［τ］］（狑）＝ ∨
σ∈犪狊狊犻犵（犞，狑）

［［ψ］］（狑，σ）

＝ ∨
狆∈狆犪狋犺（狑）

［［ψ］］（狑，σ狆）

＝ ∨
狇０
，…，狇狀∈犙

犐（狇０）∧δ（狇０，犪１，狇１）∧…∧

δ（狇狀－１，犪狀，狇狀）∧犉（狇狀）

＝犳犃（狑）．

另外，明显的，［［τ］］（ε）＝０．为了对空串输入ε

进行处理，我们令狏＝狉∧狓．（狓狓），其中狉＝

σ０σ１＝∨
狇∈犙
σ０（狇）∧σ１（狇），则明显的，［［狏］］（ε）＝狉＝

犳犃（ε）．从而若取φ＝τ∨狏，则φ为句子，且犳＝犳犃＝

［［τ∨狏］］＝［［φ］］． 证毕．

４　可用一阶犔狌犽犪狊犻犲狑犻犮狕逻辑定义的

模糊语言

这一节我们来研究可用一阶Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑
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定义的模糊语言．

定义４．　公式φ∈犔犕犛犗（Σ）称为一阶公式，若

φ不包含任何的集合变量，即

φ∷＝狉｜犘犪（狓）｜狓狔｜φ∨ψ｜φ｜φ→ψ｜

φψ｜狓．φ｜狓．φ．

用犔犕犗（Σ）表示Σ上所有的一阶公式．

定义５．　（１）模糊语言犳：Σ →［０，１］称为星

自由的 （ｓｔａｒｆｒｅｅ），若犳可通过Σ 上的有限语言经

过有限次的布尔运算（并、交、补）、数量积、连接运算

而得到．（２）模糊语言犳：Σ→［０，１］称为非周期的

（ａｐｅｒｉｏｄｉｃ），若犳是可识别的且满足条件：存在非

负整数犿，对任意的狌，狏，狑∈Σ，恒有犳（狌狏
犿狑）＝

犳（狌狏
犿＋１狑）．

引理４．　设犳：Σ→［０，１］为模糊语言，则犳为

星自由的当且仅当存在有限个犽１，…，犽犿∈（０，１］以

及星自由正则语言犔１，…，犔犿使得犳＝∨
犿

犻＝１

（犽犻∧１犔犻）．

证明．　设犳为星自由的模糊语言，我们针对

生成犳 的运算符号个数归纳证明该引理的结论

成立．

当犳无运算符号，这时犳为Σ 上的有限语言，

引理结论自然成立．

设犳，犵为星自由的且满足引理条件，则存在有

限个数犽１，…，犽犿∈（０，１］以及犱１，…，犱狀∈（０，１］，有

限个星自由的正则语言犔１，…，犔犿以及犕１，…，犕狀

使得犳＝∨
犿

犻＝１

（犽犻∧１犔犻），犵＝∨
狀

犼＝１

（犱犼∧１犕犼）．这时犳∨犵＝

∨
犿

犻＝１
犽犻∧１犔犻∨∨

狀

犼＝１
犱犼∧１犕犼，显然满足引理条件．而

犳＝∨
犿

犻＝１

（１－犽犻）∧１犔犻∨１（犔犻∪…∪犔犿）
犮，其中犔犮表示语

言犔的补语言．从而 犳满足引理条件．对狉∈［０，１］，

狉∧犳＝∨
犿

犻＝１

（狉∧犽犻）∧１犔犻也满足引理条件．关于连接

运算，我们有犳犵＝∨
犿

犻＝１
∨
狀

犼＝１

（犽犻∧犱犼）∧１犔犻犕犼，从而犳犵

也满足引理条件．归纳的，我们证明了若犳为星自

由的模糊语言，则引理的结论成立．

反之是显然的． 证毕．

引理５．　设犳：Σ→［０，１］为模糊语言，则犳为

非周期的当且仅当存在有限个犽１，…，犽犿∈（０，１］以

及非周期正则语言犔１，…，犔犿使得犳＝∨
犿

犻＝１

（犽犻∧１犔犻）．

证明．　设模糊语言犳为非周期的，从而犳为

可识别的．由命题１，存在实数犽１，…，犽犿∈（０，１］以

及正则语言犔１，…，犔犿使得犳＝∨
犿

犻＝１

（犽犻∧１犔犻），其中

犔犻＝｛狑：犳（狑）＝犽犻｝．我们证明各犔犻为非周期的语言

即可．因为犳为非周期的，所以存在整数狀０使得对

任意的狌，狏，狑∈Σ，都有犳（狌狏
犿狑）＝犳（狌狏

犿＋１狑）．

对此狀，以及狌，狏，狑∈Σ，有狌狏
狀狑∈犔犻犳（狌狏

狀狑）＝

犽犻犳（狌狏
狀＋１狑）＝犽犻狌狏

狀＋１狑∈犔犻，所以各犔犻都是

非周期的正则语言．

反之，若犳满足引理条件，由命题１，犳是可识

别的．因为各犔犻都是非周期的，所以存在正整数狀，

对任意的狌，狏，狑∈Σ，有狌狏
狀狑∈犔犻狌狏

狀＋１狑∈犔犻，

所以犳（狌狏
狀狑）＝∨｛犽犻：狌狏

狀狑∈犔犻｝＝∨｛犽犻：狌狏
狀＋１狑∈

犔犻｝＝犳（狌狏
狀＋１狑），这说明犳为非周期的模糊语言．

证毕．

引理６．　对一阶公式φ，若［［φ］］为非周期的，

则［［狓．φ］］也是非周期的．

证明．　令犞＝犉狉犲犲（狓．φ），因为［［φ］］为非周

期的，由引理５，存在Σ犞∪｛狓｝上的非周期正则语言

犔１，…，犔犿以及实数犽１，…，犽犿∈（０，１］以使得［［φ］］＝

∨
犿

犻＝１
犽犻∧１犔犻，可以要求各犔犻是两两非交的．对（狑，σ）∈

（Σ犞）
，恒有［［狓．φ］］（狑，σ）＝∨

｜狑｜

犻＝１
∨
犿

犼＝１
犽犼∧１犔犼（狑，

σ［狓→犻］）＝∨｛犽犼：犻，１犻｜狑｜，（狑，σ［狓→犻］）∈

犔犼｝．令犕犼＝｛（狑，犳）∈（Σ犞）
：犻，１犻｜狑｜，（狑，

σ［狓→犻］）∈犔犼｝．这时，［［狓．φ］］＝∨
犿

犼＝１
犽犻∧１犕犻．下面

只要证明犕犼为非周期的正则语言即可．我们先来

证明 犕犼为正则语言．定义投影π：Σ犞∪｛狓｝→Σ犞为

π（σ，犝）＝（σ，犝－｛狓｝），则π（犔犼）＝｛（狑，犳）∈Σ

犞：

（狑，犳′）∈犔犼，π（狑，犳′）＝（狑，犳）｝＝｛（狑，犳）：犻，

１犻｜狑｜，（狑，犳［狓→犻］）∈犔犼｝．最后一个等式成

立是因为，犳′为有效的（犞∪｛狓｝，狑）指派且π（狑，

犳′）＝（狑，犳）当且仅当存在犻∈｛１，２，…，｜狑｜｝，使

得犳′＝犳［狓→犻］．这样就证明了犕犼＝π（犔犼）．由于犔犼

是Σ犞∪｛狓｝上的正则语言，且正则语言在同态下保持

（见文献［１７］），所以犕犼是正则语言．下面进一步证

明犕犼是非周期的即可．由于各犔犼是非周期的，则存

在正整数犾，对任意的狌，狏，狑∈Σ，有 狌狏
犾狑 ∈

犔犼狌狏
犾＋１狑∈犔犼成立．取狀２（犾＋１），我们证明

狌狏狀狑∈犕犼狌狏
狀＋１狑∈犕犼．设狌＝（狑１，σ１），狏＝（狑２，

σ２），狑＝ （狑３，σ３）．则 狌狏
狀狑 ∈犕犼  （狑１狑

狀
２狑３，

σ１σ
狀
２σ３［狓→犻］）∈犔犼．注意到σ１σ

狀
２σ３［狓→犻］的定义方

式以及犔犼是非周期的，且狀犾，说明狓这个位置在

σ２对应位置的外边，从而由犔犼是非周期的，可知

狌狏狀＋１狑［狓→犻］∈犔犼，由于狓位置在狏
狀＋１位置的外

边，从而说明狌狏狀＋１狑∈犕犼成立．这说明犕犼是非周期
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的正则语言．由引理５，得［［狓．φ］］是非周期的模糊

语言． 证毕．

定理２．　设犳：Σ→［０，１］为模糊语言，则下列

条件等价．

（１）犳可以由一阶公式表示，即存在φ∈犔犉犗（Σ）

使得犳＝［［φ］］．

（２）犳为星自由的模糊语言．

（３）犳为非周期的模糊语言．

证明．　由于星自由的正则语言与非周期的正

则语言是一致的，从而由引理４与引理５可知条

件（２）与条件（３）等价．

（１）（２）：设犳＝［［φ］］，φ为一阶公式，下面针

对φ中出现的连接词与量词个数犽进行归纳．犽＝０

时，φ为原子公式，当φ＝犘犪（狓）｜狓狔时，犳＝［［φ］］

为经典的星自由正则语言，从而也是星自由模糊语

言，而当φ＝狉∈［０，１］时，［［φ］］＝狉∧１Σ，后者明显

的是星自由模糊语言．假设犽＝狀时命题成立，下面考

察犽＝狀＋１的情况．分以下几种情况：（ｉ）φ＝∨ψ，或

者φ＝，或者φ＝狉∧，则由星自由模糊语言的定

义，可知星自由模糊语言关于语言的并、数量积、连接

运算封闭，所以在这种情况下，都有犳＝［［φ］］为星自

由模糊语言．（ｉｉ）φ＝→ψ，设［［］］＝∨
犿

犻＝１
犽犻∧１犔犻，

［［ψ］］＝∨
狀

犼＝１
犱犼∧１犕犼，其中，犔犻，犕犼都是星自由的，则

犳＝［［φ］］＝［［→ψ］］＝［［］］→［［ψ］］＝∨
犿

犻＝１
∨
狀

犼＝１

（犽犻→

犱犼）∧１犔犻∩犕犼为星自由的．（ｉｉｉ）φ＝狓．，则由引理６

知犳＝［［φ］］＝［［狓．］］是非周期的从而星自由的

模糊语言．

（２）（１）：因为犳为星自由的模糊语言，根据

引理４，存在有限个犽１，…，犽犿∈（０，１］以及星自由正

则语言犔１，…，犔犿使得犳＝∨
犿

犻＝１
犽犻∧１犔犻．由于各犔犻都

是星自由的正则语言，所以存在一阶公式φ犻使得

犔犻＝［［φ犻］］．令φ＝∨
犿

犻＝１
犽犻∧φ犻，则明显的，φ为一阶公

式且犳＝［［φ］］． 证毕．

５　结论与后续工作

本文在 Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑中研究了模糊自动

机以及 其 识 别 的 模 糊 语 言，给 出 了 单 体 二 阶

Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑的语构与语义，证明了模糊逻辑意

义下的Ｂüｃｈｉ与Ｅｌｇｏｔ定理．通过引入星自由模糊

语言和非周期模糊语言，完全刻画了可用一阶

Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ逻辑描述的模糊语言，给出了模糊正则

语言的一种分类方法．

本文是在 Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ模糊逻辑下讨论问题

的，且真值仅限于单位区间［０，１］，而我们知道，存在

多种模糊逻辑体系，而且对应的逻辑代数更为复杂，

参见文献［１８１９］，那么在不同的模糊逻辑体系中本

文的理论是否成立仍是需要进一步讨论的问题．另

外，模糊语言在不同的形式下的相互转换的复杂性

与模糊复杂性［２０］也有待于进一步研究．
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