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一类根式不等式的有理化算法与机器证明

徐　嘉　　姚　勇
（中国科学院成都计算机应用研究所　成都　６１００４１）

摘　要　文中讨论了一类根式不等式的有理等价问题．证明了这类根式不等式可等价转化为一组有理不等式．建

立了一个算法ＲＦＤ，并用 Ｍａｐｌｅ编程实现．对一个给定的这类根式不等式，ＲＦＤ可自动快速地产生一组有理等价

不等式．将ＲＦＤ算法和差分代换方法相结合，给出了一大类具有相当难度的几何不等式的机器证明．此前该课题

仅有的工作是杨路关于二次根式的结果．
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１　引　言

根式不等式的机器证明在自动推理领域中是一

个比较困难的研究课题．传统的方法是利用一些消

去手段（如 Ｇｒｏｂｎｅｒ基方法
［１］、吴方法［２］、结式方

法［３］）寻找根式的边界多项式，然后对边界多项式

做胞腔分解，对每个胞腔选择样本点，最后将样本点

回代入根式检验．详细过程可参考文献［３４］．这一

方法对根式不等式的机器证明是完备的，但该方法

使用了复杂度为双指数的胞腔分解算法，常常因此

对一部分问题，机器运行需要大量的时间．故有必要

对根式的相关问题做进一步的研究，探索新的算法，

以提高机器运行效率．

在本文中我们选择如下覆盖范围广泛的一类的

根式不等式作为研究目标：
犿
１狌槡１＋

犿
２狌槡２＋…＋

犿狀狌槡狀 
犿

槡狋 （１）

其中所有根式均为二次根式的情形已被杨路解决，

这也是此前关于这一课题仅有的工作．但杨的结果

并未正式发表①．

我们进攻的策略分两步，一是获取与式（１）等价

的有理不等式组，二是用差分代换方法处理有理不

等式．步骤１称为有理化步骤，本文理论上得到的结

果对式（１）这种类型的不等式有理化是完备的．步骤



２称为验证步骤，所选用的差分代换方法，其处理有

理不等式的能力相当强．经大量的实例验证，这种

‘根式有理化＋差分代换方法’的模式对处理一大类

几何不等式很高效．

２　二次根式不等式的有理化

由于二次根式不等式有着特殊的重要性，其中

包含了大量的几何不等式在内，所以有必要单独列

出其有理化过程．另外，二次根式不等式的有理化，

对于了解一般根式不等式的有理化还具有启发作

用．这依赖于下面的定理．

定理１（杨路）．　设狌１，狌２，…，狌狀，狋（狀２）是非

负的实数，记狔的多项式犳（狔）为

犳（狔）··＝ ∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１∈

｛１，２｝

（狔－［狌槡１＋（－１）犼１ 狌槡２＋

　　…＋（－１）犼狀－１ 狌槡狀 ］
２） （２）

则如下不等式

狌槡１＋ 狌槡２＋…＋ 狌槡狀 槡狋 （３）

成立的充分必要条件是下列狉＝２狀－１个实数犮０，

犮１，…，犮狉－１满足：

犮０
·
·＝犳（狋）０，犮１

·
·＝犳

（１）（狋）０，…，

犮狉－１
·
·＝犳

（狉－１）（狋）０ （４）

其中犳
（犽）是犳的犽阶导数，犽＝１，２，…，狉－１．

这个定理的证明需要一条引理，即 Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ

符号法则的推论［５］．

引理１（Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ）．　如果实系数多项式犳（狓）

的根都是实的，则它的正根个数（犾重根以犾个计算）

等于这个多项式系数组的变号数．

下面给出定理１的证明．

证明．　必要性：由已知，对犼１，犼２，…，犼狀∈｛１，

２｝有２狀个不等式成立：

槡狋－［（－１）犼１ 狌槡１＋（－１）犼２ 狌槡２＋…＋（－１）犼狀 狌槡狀］

　　　槡狋－［狌槡１＋ 狌槡２＋…＋ 狌槡狀］０ （５）

将这２狀个式子，配成２狀－１对，应用平方差公式得到

狆（犼１，犼２，…，犼狀－１）
·
·＝狋－［狌槡１＋（－１）犼１ 狌槡２＋…＋

（－１）犼狀－１ 狌槡狀］
２
０ （６）

考察恒等式：

∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１∈

｛１，２｝

［狓－（狋－［狌槡１＋（－１）犼１ 狌槡２＋…＋

　（－１）犼狀－１ 狌槡狀］
２）］≡狓

狉
－σ１狓

狉－１
＋…＋σ狉 （７）

其中σ犽是狆（犼１，犼２，…，犼狀－１）的初等对称多项式，犽＝

１，２，…，狉；犼１，犼２，…，犼狀－１∈｛１，２｝．

一方面，由式（５），（６）知σ犽０（犽＝１，２，…，狉）．

另一方面，显见犳（狋）＝σ狉，再由函数乘积的导数

公式可见，犳
（犽）（狋）与σ狉－犽之间只相差一个正常数

因子．

综合这两方面得犳（狋）０，…，犳
（狉－１）（狋）０．必

要性成立．

充分性：令

犉（狓）＝ ∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１∈

｛１，２｝

［狓－（狋－［狌槡１＋（－１）犼１ 狌槡２＋…＋

　　（－１）犼狀－１ 狌槡狀］
２）］，

可见方程犉（狓）＝０的根全是实的．又σ１，σ２，…，σ狉与

犮０，犮１，…，犮狉－１只相差正常数因子，故得

σ１ ０，σ２ ０，…，σ狉０，

于是由引理犉（狓）＝０的根全是非负的，特别的有

狋－（狌槡１＋ 狌槡２＋…＋ 狌槡狀）
２
０，

即

槡狋－（狌槡１＋ 狌槡２＋…＋ 狌槡狀）０，

充分性得证． 证毕．

这个定理可以很容易地推广到实函数域上而

得到．

定理２．设狌１（犡），狌２（犡），…，狌狀（犡），狋（犡）（狀

２）是定义在一个区域犐＝犐１×犐２×…×犐犿犚
犿上的

犿 元函数，这里区间犐犻可以是开的、闭的、半开半闭

的．并且在区域犐上有

狌１（犡）０，狌２（犡）０，…，狌狀（犡）０，狋（犡）０．

记狔，狔１，狔２，…，狔狀的形式多项式为

犎（狔，狔１，狔２，…，狔狀）··＝ ∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１∈

｛１，２｝

（狔－［ 狔槡１＋

（－１）犼１ 狔槡２＋…＋（－１）犼狀－１ 狔槡狀］
２） （８）

则如下不等式

狌１（犡槡 ）＋ 狌２（犡槡 ）＋…＋ 狌狀（犡槡 ） 狋（犡槡 ）

（９）

在犐上成立的充分必要条件是：下列狉＝２狀－１个实函

数犮０（犡），犮１（犡），…，犮狉－１（犡）在犐上满足：

犮０（犡）＝犎（狋（犡），狌１（犡），…，狌狀（犡））０；

犮１（犡）＝
犎

狔
（狋（犡），狌１（犡），…，狌狀（犡））０；

…

犮狉－１（犡）＝

狉－１犎

狔
狉－１
（狋（犡），狌１（犡），…，狌狀（犡））０，

其中
犽犎

狔
犽
是犎 关于狔 的犽 阶形式偏导数，犽＝１，

２，…，狉－１．

证明． 对一个固定的点狓０∈犐，犮０（犡），犮１（犡），…，
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犮狉－１（犡）意义是明确的，由多项式犳与犎 的定义显

然有

犮０（犡０）＝犎（狋（犡０），狌１（犡０），…，狌狀（犡０））

＝犳（狋（犡０））；

犮１（犡０）＝
犎

狔
（狋（犡０），狌１（犡０），…，狌狀（犡０））

＝犳
（１）（狋（犡０））；

…

犮狉－１（犡０）＝

狉－１犎

狔
狉－１
（狋（犡０），狌１（犡０），…，狌狀（犡０））

＝犳
（狉－１）（狋（犡０））

烅

烄

烆 ．

（１０）

　　必要性．如果

狌１（犡
０槡 ）＋ 狌２（犡０槡 ）＋…＋ 狌狀（犡０槡 ） 狋（犡０槡 ）

（１１）

由定理１知犳（狋（犡０））０，即犮０（犡０）０，又犡０在犐

上是任意的，故犮０（犡）０在犐上成立．同理可证在

犐上犮１（犡）０，犮２（犡）０，…，犮狉－１（犡）０成立．

充分性．由式（１０）和定理１，对每个点犡０∈犐，

式（１１）都成立，故在区域犐上式（９）成立． 证毕．

从定理１也可以得到如下推论．

推论１．　设狌１，狌２，…，狌狀，狋（狀２）是非负的实

数，则如下不等式

槡狋 狌槡１＋ 狌槡２＋…＋ 狌槡狀 （１２）

成立的充分必要条件是下列狉＝２狀－１个实数犮０，

犮１，…，犮狉－１满足：

犮狉－１
·
·＝犳

（狉－１）（狋）０

或 犮０
·
·＝犳（狋），…，犮狉－２

·
·＝犳

（狉－２）（狋） （１３）

中至少有一个小于０．其中犳由式（２）定义．

推论１实际上是定理１的逆否形式，显然成立．

但遗憾的是推论１不能直接推广到函数域上，这也

就是为什么本文主要考虑形如式（１）这种类型不等

式的原因．

３　一般根式不等式的有理化算法

现来讨论一般情况下的根式不等式的有理化方

法，需要如下引理．

引理２．　设狌１，狌２，…，狌狀，狋是非负的实数，２

犿，狀∈犖，记ζ犿＝ｃｏｓ
２π（ ）犿 ＋ｓｉｎ

２π（ ）犿 ｉ是犿 次本原
单位根，如果

犿

槡狋
犿

狌槡１＋
犿

狌槡２＋…＋
犿

狌槡狀，

则对自然数狆，复数

（
犿

槡狋）狆－（ζ
犼１
犿

犿

狌槡１＋ζ
犼２
犿

犿

狌槡２＋…＋ζ
犼狀
犿

犿

狌槡狀）狆，

犼１，犼２，…，犼狀∈｛１，２，…，犿｝

的实部总是非负的．

证明．　使用复数的三角形式，记

ρ＝ 狌２＋狏槡
２，

狌＝ｃｏｓ
２π犼１（ ）犿

犿

狌槡１＋ｃｏｓ
２π犼２（ ）犿

犿

狌槡２＋…＋

ｃｏｓ
２π犼狀（ ）犿

犿

狌槡狀，

狏＝ｓｉｎ
２π犼１（ ）犿

犿

狌槡１＋ｓｉｎ
２π犼２（ ）犿

犿

狌槡２＋…＋

ｓｉｎ
２π犼狀（ ）犿

犿

狌槡狀，

于是存在实数θ满足

ζ
犼１
犿

犿

狌槡１＋ζ
犼２
犿

犿

狌槡２＋…＋ζ
犼狀
犿

犿

狌槡狀 ＝

ρ（ｃｏｓ（θ）＋ｉｓｉｎ（θ）） （１４）

ρ ［＝ （
犿

狌槡１）
２
＋（

犿

狌槡２）
２
＋…＋

犿

狌槡（ ）狀
２
＋

２ ∑
１犾＜犽狀

ｃｏｓ
２π（犼犾－犼犽）（ ）犿

犿

狌槡犾

犿

狌槡 ］犽
１
２

［ （
犿

狌槡１）
２
＋（

犿

狌槡２）
２
＋…＋（

犿

狌槡狀）
２
＋

２ ∑
１犾＜犽狀

犿

狌槡犾

犿

狌槡 ］犽
１
２

＝
犿

狌槡１＋
犿

狌槡２＋…＋
犿

狌槡狀，

于是

Ｒｅ（［ρ（ｃｏｓ（θ）＋ｉｓｉｎ（θ））］
狆）

＝ρ
狆ｃｏｓ（狆θ）

 （
犿

狌槡１＋
犿

狌槡２＋…＋
犿

狌槡狀）狆  （
犿

槡狋）狆　（１５）

所以

Ｒｅ（（
犿

槡狋）狆－（ζ
犼１
犿

犿

狌槡１＋ζ
犼２
犿

犿

狌槡２＋…＋ζ
犼狀
犿

犿

狌槡狀）狆）＝

（
犿

槡狋）狆－Ｒｅ（［ρ（ｃｏｓ（θ）＋ｉｓｉｎ（θ））］
狆）０．

　　定理３．　设狌１，狌２，…，狌狀，狋是非负的实数，２

犿，狀∈犖，记狔的多项式犳（狔）为

犳（狔）··＝∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１∈

｛０，１，…，犿－１｝

（狔－［
犿

狌槡１＋ζ
犼１
犿

犿

狌槡２＋…＋ζ
犼狀－１
犿

犿

狌槡狀］
犿）

（１６）

则如下不等式

　
犿

狌槡１＋
犿

狌槡２＋…＋
犿

狌槡狀 
犿

槡狋 （１７）

成立的充分必要条件是下列狉＝犿狀－１个实数犮０，

犮１，…，犮狉－１满足：

犮０
·
·＝犳（狋）０，犮１

·
·＝犳

（１）（狋）０，…，

犮狉－１
·
·＝犳

（狉－１）（狋）０ （１８）

其中犳
（犽）是犳的犽阶导数，犽＝１，２，…，狉－１．

证明．　显见犳（狔）是犿 次单位根ζ犿，ζ
２
犿，…，
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ζ
犿－１
犿 的对称多项式，由对称多项式基本定理犳（狔）展

开后可化简为有理系数的多项式，故犳（狋）０，…，

犳
（狉－１）（狋）０等是有意义的（不是虚数）．

必要性．记

狇（犼１，犼２，…，犼狀－１，狔）
·
·＝ 　　　　　　　　　　

（狔－［
犿

狌槡１＋ζ
犼１
犿

犿

狌槡２＋…＋ζ
犼狀－１
犿

犿

狌槡狀］
犿）（１９）

进一步记

犙１（狔）··＝狇（犼１，犼２，…，犼狀－１，狔）·

狇（犿－犼１，犿－犼２，…，犿－犼狀－１，狔）；

犙２（狔）··＝狇（犼１，犼２，…，犼狀－１，狔）＋

狇（犿－犼１，犿－犼２，…，犿－犼狀－１，狔）；

犙１（狔），犙２（狔）有如下很好的性质：

（ｉ）犙１（狋）０，犙２（狋）０；

（ｉｉ）
ｄ（犙１（狔））

ｄ狔
＝犙２（狔）．

　　（ｉ）成立是因为：若狇（犼１，犼２，…，犼狀－１，狋）是实数，

则由引理２，取狆＝犿 即知狇（犼１，犼２，…，犼狀－１，狋），

狇（犿－犼１，犿－犼２，…，犿－犼狀－１，狋），都是非负实数，故

它们的积与和仍是非负的．

若狇（犼１，犼２，…，犼狀－１，狋）是虚数，则显然狇（犿－犼１，

犿－犼２，…，犿－犼狀－１，狋）是它的复共轭，故犙１（狋），

犙２（狋）都是实数，同样由引理２知犙１（狋）０，犙２（狋）０．

（ｉｉ）直接对狔求导即得．

另外将数组（犼１，犼２，…，犼狀－１）换为（犿－犼１，犿－

犼２，…，犿－犼狀－１）后犙１（狔）与犙２（狔）的值保持不变．

于是我们可以在对犙１（狔）与犙２（狔）求和或求积时将

数组（犼１，犼２，…，犼狀－１）与（犿－犼１，犿－犼２，…，犿－

犼狀－１）视为等同．这样可将犳（狔）写为

犳（狔）＝狇（０，…，０，狔） ∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１

犙１（狔），（犿为奇数）

（２０）

犳（狔）＝狇（０，…，０，狔）狇（犿／２，…，犿／２，狔）　　　　

∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１

犙１（狔），（犿为偶数） （２１）

其中求积符号 ∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１

，对犼１，犼２，…，犼狀－１∈｛０，

１，…，犿－１｝不全为０，也不全为
犿
２
（犿为偶数），并将

（犼１，犼２，…，犼狀－１）与（犿－犼１，犿－犼２，…，犿－犼狀－１）视

为等同．

这样从式（２０），（２１）由性质（ｉ）立得犮０＝犳（狋）０．

由乘积的导数公式，从式（２０），（２１）利用性质

（ｉｉ）可见犳
（犽）（狔）（犽＝１，２，…，狉－１）恰是一系列

犙１（狔）与犙２（狔）乘积的非负线性组合，再由性质（ｉ）

立得犮犽＝犳
（犽）（狋）０（犽＝１，２，…，狉－１）．

必要性成立．

充分性．令

犉（狓）··＝ ∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１∈

｛０，１，…，犿－１｝

（狓－［狋－（
犿

狌槡１＋

ζ
犼１
犿

犿

狌槡２＋…＋ζ
犼狀－１
犿

犿

狌槡狀）
犿］）

≡狓
狉
－σ１狓

狉－１
＋…＋σ狉 （２２）

其中σ犽（犽＝１，２，…，狉）是狋－（
犿

狌槡１＋ζ
犼１
犿

犿

狌槡２＋…＋

ζ
犼狀－１
犿

犿

狌槡２）
犿的初等对称多项式；犼１，犼２，…，犼狀－１∈

｛０，１，…，犿－１｝．

由犳（狔）与犉（狓）的定义易见σ１，σ２，…，σ狉与犮０，

犮１，…，犮狉－１只相差正常数因子，因犮００，犮１０，…，

犮狉－１０故σ１０，…，σ狉０．

于是由Ｄｅｓｃａｒｔｅｓ符号法则，犉（狓）的实根全是

非负的，特别的有

狋－（
犿

狌槡１＋
犿

狌槡２＋…＋
犿

狌槡狀）
犿
０，

即

犿

槡狋－（
犿

狌槡１＋
犿

狌槡１＋
犿

狌槡２＋…＋
犿

狌槡狀）０．

　　充分性得证． 证毕．

同样，定理３也可以推广到函数域上，由于过程

简单不再详述．

虽然，定理３完全是构造性的，相应算法也很简

单，但是如果直接展开形式多项式犳整理为不含虚

数单位ｉ的式子，却是很麻烦的，所以有必要寻求犳

另外的计算方法．由于犳的表达式相当地奇特，它

类似于Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ结式的计算公式，和结式公式作比

较，我们确实找到了犳新的计算方法．关于Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ

结式的定义是熟知的，可参考文献［６７］，我们还需

要结式的如下结果．

引理３
［６７］．　两个多项式犵（狓）＝犪０（狓－狓１）…

（狓－狓狀），犺（狓）＝犫０（狓－狔１）…（狓－狔犿）的Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ

结式记为狉犲狊（犵，犺，狓），则有

狉犲狊（犵，犺，狓）＝犪
犿
０∏

狀

犻＝１

犺（狓犻）＝ （－１）
犿狀犫狀０∏

犿

犼＝１

犵（狔犼）．

　　定理４．　记

犺１
·
·＝狌１－犝

犿
１，

犺２
·
·＝狌２－犝

犿
２，

…

犺狀
·
·＝狌狀－犝

犿
狀，

犎 ·
·＝

犿

槡狋－犝１－犝２－…－犝狀

烅

烄

烆 ．

（２３）

再依次作结式，令

狉狀 ＝狉犲狊（犎，犺狀，犝狀），

狉狀－１ ＝狉犲狊（狉狀，犺狀－１，犝狀－１），

…

狉１ ＝狉犲狊（狉２，犺１，犝１）．

（２４）
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则

狉１ ＝ （－１）
犿狀
犳（狋） （２５）

其中

犳（狋）··＝ ∏
犼１
，犼２
，…，犼狀－１∈

｛０，１，…，犿－１｝

（狋－［
犿

狌槡１＋

ζ
犼１
犿

犿

狌槡２＋…＋ζ
犼狀－１
犿

犿

狌槡狀 ］
犿）．

　　证明．　反复使用引理３的结式计算公式以及

如下乘积公式即可．

犪犿－犫
犿
＝∏

犿

犻＝１

（犪－ζ
犻
犿犫）．

　　利用定理３，４我们获得了如下根式不等式的有

理化算法．

算法１．　ＲＦＤ．

输入根指数犿和非负变元狌１，狌２，…，狌狀，狋

输出与根式不等式

犿

狌槡１＋
犿

狌槡２＋…＋
犿

狌槡狀 
犿

槡狋

等价的多项式不等式组

１．对犺１，犺２，…，犺狀，犎 按式（２３）赋值．

２．按式（２４）顺序，依次计算结式狉狀，狉狀－１，…，狉１．

３．令犮０ ··＝（－１）
犿狀狉１，计算犮０对变元狋直到犽－１＝

犿狀－１－１阶导数，并依次记这些导数为犮１，犮２，…，犮犽－１．

４．输出犮００，犮１０，…，犮犽－１０，程序结束．

我们根据这个算法在 Ｍａｐｌｅ平台上编程实现

了ＲＦＤ．下面是一些算出的常用结果．

结论１．　设狌，狏，狋是给定区域犐上的非负实函

数，则如下不等式

槡狌＋槡狏槡狋 （２６）

成立的充分必要条件是犮０，犮１在给定区域犐上满足

犮０ ＝狋
２
－２（狌＋狏）狋＋（狌－狏）

２
０

犮１ ＝狋－狌－狏
｛ ０

（２７）

　　结论２．　设狌，狏，狑，狋是给定区域犐上的非负

实函数，则如下不等式

槡狌＋槡狏＋槡狑 槡狋 （２８）

成立的充分必要条件是下列犮０，犮１，犮２，犮３在给定区域

犐上满足：

犮０ ＝狋
４
－４σ１狋

３
＋２（３σ

２
１－４σ２）狋

２
－

　　４（σ
３
１－４σ２σ１＋１６σ３）狋＋（σ１

２
－４σ２）

２
０

犮１ ＝狋
３
－３σ１狋

２
＋（３σ

２
１－４σ２）狋－

　　（σ
３
１－４σ２σ１＋１６σ３）０

犮２ ＝３狋
２
－６σ１狋＋（３σ

２
１－４σ２）０

犮３ ＝狋－σ

烅

烄

烆 １

（２９）

其中，σ１＝狌＋狏＋狑，σ２＝狌狏＋狏狑＋狑狌，σ３＝狌狏狑．

结论３．　设狌，狏，狋是给定区域犐上的非负实函

数，则如下不等式

３

槡狌＋
３

槡狏
３

槡狋 （３０）

成立的充分必要条件是下列犮０，犮１，犮２在给定区域犐

上满足：

犮０ ＝狋
３
－３（狌＋狏）狋

２
＋（３狌＋３狏－２１狌狏）狋－

　 　（狌＋狏）
３
０

犮１ ＝狋
２
－２（狌＋狏）狋＋狌

２
＋狏

２
－７狌狏０

犮２ ＝狋－狌－狏

烅

烄

烆 ０

（３１）

　　结论４．　设狌，狏，狋是给定区域犐上的非负实函

数，则如下不等式

４

槡狌＋
４

槡狏
４

槡狋 （３２）

成立的充分必要条件是下列犮０，犮１，犮２，犮３在给定区域

犐上满足：

犮０ ＝狋
４
－４（狌＋狏）狋

３
＋（６狌

２
－１２４狌狏＋６狏

２）狋２－

　 　４（狌＋狏）（狌
２
＋３０狌狏＋狏

２）狋＋（狌－狏）
４
０

犮１ ＝狋
３
－３（狌＋狏）狋

２
＋（３狌

２
＋３狏

２
－６２狌狏）狋－

　 　３１狌
２狏－狏

３
－狌

３
－３１狌狏

２
０

犮２ ＝３狋
２
－６（狌＋狏）狋＋３狏

２
－６２狌狏＋３狌

２
０

犮３ ＝狋－狌－狏

烅

烄

烆 ０

（３３）

　　对一般情况形如式（１）的根式，可以归结为定

理３的情形．这只需要做个变形就可以了，

犿
１狌槡１＋

犿
２狌槡２＋…＋

犿狀狌槡狀 
犿

槡狋

等价于

犱

狌犱
／犿
１槡１
＋

犱

狌犱
／犿
２槡２
＋…＋

犱

狌犱
／犿狀槡狀 

犱

狋犱
／

槡
犿．

其中犱是犿１，犿２，…，犿狀，犿的最小公倍数．

到此，有理化步骤就算完成了．

４　应用实例

下面介绍处理多项式型不等式的所谓差分代换

方法．

这种方法起源已不可考证，关于差分代换最近

的一些发展和应用可见杨路的文章［８］．下举一例，简

单说明差分代换的具体使用过程．

例１．狓，狔，狕∈犚
＋，证明（犪２＋犪犫＋犫２）（犫２－

犫犮＋犮２）（犮２－犮犪＋犪２）（犪犫－犫犮－犮犪）
３．

证明．　３个变元一共有６（＝３！）个序，它们是

狓狔狕，狓狕狔，狔狓狕，

狔狕狓，狕狓狔，狕狔狓．

先取第一个序狓狔狕，作代换
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犪＝狋１

犫＝狋１＋狋２

犮＝狋１＋狋２＋狋

烅

烄

烆 ３

（３４）

其中狋１，狋２，狋３∈犚
＋，上式代入（犪２＋犪犫＋犫２）（犫２－

犫犮＋犮２）（犮２－犮犪＋犪２）（犪犫－犫犮－犮犪）
３展开整理为

６狋６１＋４５狋
３
１狋
２
２狋３＋２３狋

３
１狋２狋

２
３＋６６狋

２
１狋
３
２狋３＋

４２狋２１狋
２
２狋
２
３＋３０狋１狋

４
２狋３＋２６狋１狋

３
２狋
２
３＋９狋

２
１狋
３
３狋２＋

９狋１狋
３
３狋
２
２＋１２狋

５
１５狋２＋６狋

５
１狋３＋１５狋

４
１狋
２
２＋７狋

４
１狋
２
３＋

３０狋３１狋
３
２＋３３狋

２
１狋
４
２＋１２狋１狋

５
２＋４狋

３
１狋
３
３＋

狋４２狋
２
３＋２狋

３
２狋
３
３＋狋

４
３狋
２
１＋狋

４
３狋
２
２＋１５狋

４
１狋２狋３＋狋

４
３狋１狋２ （３５）

显见式（３５）每一单项前的系数都是正的，故在序

狓狔狕下，原不等式成立．

完全类似的处理其余的序，便证得原不等式

成立．

如果使用差分代换的程序ｓｄｓ来做这个题目，

机器用时０．０９３ｓ就做出来了．由本文第二作者编写

的计算机程序ｔｓｄｓ２，不但能证明代数不等式，对不

成立的不等式还能自动输出反例．其应用和源程序

可到如下网址下载：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｉｒｇｏｃ．ｏｒｇ／ｂｂｓ／

ｄｉｓｐｂｂｓ．ａｓｐ？ｂｏａｒｄＩＤ＝１２＆ＩＤ＝２６８５＆ｐａｇｅ＝１．

下面开始将ＲＦＤ和ｓｄｓ联合应用于一类几何

不等式的机器证明．基本思想是将几何不等式转化

为等价的代数不等式，为此还需要一个翻译表．

三角形的几何不变量（可扩充）：

犪，犫，犮 三角形的三边长 犪＝狓＋狔，犫＝狔＋狕，犮＝狕＋狓

狊 半周长 狊＝狓＋狔＋狕

狓，狔，狕 非负实数 狓＝狊－犪，狔＝狊－犫，狕＝狊－犮

犛 三角形面积 犛＝ （狓＋狔＋狕）狓狔槡 狕

犚 外接圆半径 犚＝
（狔＋狕）

２（狕＋狓）２（狔＋狓）
２

１６（狓＋狔＋狕）狓狔槡 狕

狉 内切圆半径 狉＝
（狓＋狔＋狕）狓狔狕

（狓＋狔＋狕）槡 ２

狉犪，狉犫，狉犮 旁切圆半径 狉犪＝
（狓＋狔＋狕）狔狕

槡 狓

　　　（狉犫，狉犮可由狉犪对狓，狔，狕轮换得到）

犺犪，犺犫，犺犮 高 犺犪＝
４（狓＋狔＋狕）狓狔狕

（狔＋狕）槡 ２

犿犪，犿犫，犿犮 中线 犿犪＝
４狓２＋狔

２＋狕２＋４狕狓＋４狔狓－２狔狕

槡 ２

狑犪，狑犫，狑犮 内角平分线 狑犪＝
４（狕＋狓）（狔＋狓）（狓＋狔＋狕）狓

（２狓＋狔＋狕）槡 ２

ｓｉｎ（犃），ｓｉｎ（犅），ｓｉｎ（犆） 内角的正弦值 ｓｉｎ（犃）＝
４（狓＋狔＋狕）狓狔狕

（狓＋狔）
２（狓＋狕）槡 ２

ｃｏｓ（犃），ｃｏｓ（犅），ｃｏｓ（犆） 内角的余弦值 ｃｏｓ（犃）＝
狓２＋狓（狔＋狕）－狔狕

（狓＋狔）（狓＋狕）

ｓｉｎ
犃（ ）２ ，ｓｉｎ

犅（ ）２ ，ｓｉｎ
犆（ ）２ 半角正弦值 ｓｉｎ

犃（ ）２ ＝
狔狕

（狓＋狔）（狓＋狕槡 ）

ｃｏｓ
犃（ ）２ ，ｃｏｓ

犅（ ）２ ，ｃｏｓ
犆（ ）２ 半角余弦值 ｃｏｓ

犃（ ）２ ＝
（狓＋狔＋狕）狓

（狓＋狔）（狓＋狕槡 ）

　　例２．　证明不等式：犺犪＋狑犫＋犿犮３（犚＋狉）．

证明．　第１步：令

狌＝犺
２
犪 ＝

４（狓＋狔＋狕）狓狔狕

（狔＋狕）
２

；

狏＝狑
２
犫 ＝

４狔（狓＋狔）（狔＋狕）（狓＋狔＋狕）

（２狔＋狓＋狕）
２

；

狑＝犿
２
犮 ＝

（狓２－２狓狔＋狔
２
＋４狕狓＋４狔狕＋４狕

２）

４
；

狋＝（３（犚＋狉））
２
＝

９（６狕狓狔＋狔
２狕＋狓

２
狔＋狓狔

２
＋狕

２狓＋狕
２
狔＋狕狓

２）２

１６（狓＋狔＋狕）狓狔狕
．
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　　这样问题就变成了：证明槡狌＋槡狏＋槡狑槡狋．

第２步：应用上一节的结论２．

将上面狌，狏，狑，狋的表达式（它们都是狓，狔，狕的

有理函数）代入犮０，犮１，犮２，犮３得到４个有理函数；再

去掉它们的分母（因为这些分母都是正的）得到４

个关于狓，狔，狕的多项式，设为狆０，狆１，狆２，狆３；调用程

序狊犱狊，计算狊犱狊（狆０），狊犱狊（狆１），狊犱狊（狆２），狊犱狊（狆３）；输

出的结果都是：Ｔｈｅｆｏｒｍｉｓｐｏｓｉｔｉｖｅｓｅｍｉｄｅｆｉｎｉｔｅ，

即这４个多项式都是非负的．故原不等式得证．

我们在 Ｍａｐｌｅ平台上编写了程序ＲＦＤＳＤＳ，实

现了这类不等式的自动证明．下面的例都是经过

ＲＦＤＳＤＳ自动验证过的几何不等式．

例３．　犪犿犪＋犫犿犫＋犮犿犮
槡２ ３
３
（狑２犪＋狑

２
犫＋狑

２
犮）．

例４．　犺犪＋狑犫＋犿犮槡３狊．

例５．　
狊－犪
狑犪
＋
狊－犫
狑犫
＋
狊－犮
狑犮
槡３．

例６．　
犪

犪２＋犫槡
２
＋

犫

犮２＋犫槡
２
＋

犮

犪２＋犮槡
２

槡３ ２
２
．

例７．　
４

９
（狑犪＋狑犫＋狑犮）狑犪＋

犪２

４狑犪
．

例８．　
狑犪狑犫
犫犮

＋
狑犮狑犫
犪犮

＋
狑犪狑犮
犫犪


９

４
．

例９．　
狑犪
犫＋犮

＋
狑犫
犪＋犮

＋
狑犮
犫＋犪


槡３ ３
４
．

例１０．　
狑犪

槡犫犮
＋
狑犫

槡犪犮
＋
狑犮

槡犫犪

槡３ ３
２
．

例１１．
ｃｏｓ

犃（ ）２
ｃｏｓ

犅（ ）２
＋
ｃｏｓ

犅（ ）２
ｃｏｓ

犆（ ）２
＋
ｃｏｓ

犆（ ）２
ｃｏｓ

犃（ ）２

槡９ ３犚
２狊

．

例１２．　犿犪犫＋犿犫犮＋犿犮犪
槡３（犪

２＋犫２＋犮２）

２
．

例１３．　
１

犿犪
＋
１

犿犫
＋
１

犿犮


槡３ ３狊
（犺２犪＋犺

２
犫＋犺

２
犮）
．

例１４．狑２犪ｓｉｎ
犃（ ）２ ＋狑２犫ｓｉｎ

犅（ ）２ ＋狑２犮ｓｉｎ
犆（ ）２ 

槡３ ３狊
２
．

例１５．　 槡２ ３（狑犪＋狑犫＋狑犮）９
３犪
４
＋
狑２犪
３（ ）犪 ．

例１６．　
犺犫
犿犮
＋
犺犮
犿犪
＋
犺犪
犿犫
３．

例１７．　狑犪＋狑犫＋狑犮槡３狊．

例１８．　犺犪＋犺犫＋犺犮２犚＋５狉

例１９．　
８犺３犪
７
＋
８犺３犫
７
＋
８犺３犮
７
犪

３＋犫３＋犮３．

例２０．　
犪狉犪
犪＋犫

＋
犫狉犫
犮＋犫

＋
犮狉犮
犪＋犮

４犚－
７狉
２
．

例２１．
犺犪

ｃｏｓ（犃）＋ｃｏｓ（犅）
＋

犺犫
ｃｏｓ（犆）＋ｃｏｓ（犅）

＋

犺犮
ｃｏｓ（犃）＋ｃｏｓ（犆）

６犚－３狉．

例２２．　
犪２

狑犪
＋
犫２

狑犫
＋
犮２

狑犮

槡２狊

２

２狉
＋１２狉－

槡２７ ２
２狉

．

这些例子主要有两个来源，文献［９１４］和互联

网站ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｍａｔｈｌｉｎｋｓ与 ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｉｒ

ｇｏｃ．ｏｒｇ／ｂｂｓ／．由于数量比较大，就不一一指出作者

了，在此对这些不等式的作者表示衷心的感谢．我们

实际测试的例子有１００多个，这里列出的都是有代

表性的．下面是程序 ＲＦＤＳＤＳ与程序Ｂｏｔｔｅｍａ
［３４］

分别对上述２１个例的测试时间（用的是同一台Ｐ４，

２．４ＧＨｚ微机）如表１所示．

表１　２１个例子的测试时间

ＲＦＤＳＤＳ测试时间／ｓ Ｂｏｔｔｅｍａ测试时间／ｓ

例２ ０．７６５ １０９．４８６

例３ １５．０２３ ３１．９３８

例４ ５．９５３ ７．７３５

例５ ０．０９３ １０５．８４２

例６ ０．７３４ ４１０．３４３

例７ １４．７６６ １６５．７２０

例８ １．９０６ ６３．５６３

例９ １２．１７２ １１８．８１３

例１０ ０．６７２ １１．４８５

例１１ ０．６４１ ３３．１２５

例１２ ０．０９４ ４２．０６３

例１３ １２．１２５ ６２．０９３

例１４ ６．７１９ １４９．７６６

例１５ ８．４８４ ６７１６．６８５

例１６ ６．７１９ ２９８４．１２７

例１７ １．３４３ ５７．１８７

例１８ ６．４２２ ０．０３２

例１９ １５．９２１ ０．２１８

例２０ １９．３７５ ０．４６９

例２１ ２５．１８８ ０．６８９

例２２ ２２７．８５９ ４９．０９４

５　结束语

（１）本文提供的证明根式不等式的方法是可以

并行计算的，因而解决问题的能力可以进一步提高．

（２）根据本文的方法编写的完全自动化根式不

等式验证程序ＲＦＤＳＤＳ，对关于三角形几何量的不

等式非常高效．

（３）对于反方向的根式型不等式，推论１可以

解决部分问题，但其在函数域上的推广有待进一步

０３ 计　　算　　机　　学　　报 ２００８年



研究．

（４）对上面给出的这些例子，从比较表可以看

出，有一部分传统方法较好，而另一部分本文方法较

好．但是本文的方法不是一个完备的判定算法；它是

一个试探性（ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ）的方法，不能直接用于带约

束条件的或含多重根式的不等式，大多数情况下也

不能直接处理反方向的根式型不等式．因此本文的

方法及程序不能代替文献［４］中完备的判定算法及

Ｂｏｔｔｅｍａ软件．

致　谢　感谢杨路教授为本项研究提供了基本思想

和基本素材以及悉心的研究指导．感谢审稿人提出

的有益建议！
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