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１　引　言

描述逻辑是一种基于对象的知识表示的形式化

工具，是一阶谓词逻辑的一个可判定子集．描述逻辑

的重要特征是它具有很强的表达能力和可判定性，

在众多知识表示的形式化方法中，描述逻辑在十多

年来受到人们的特别关注，近年来描述逻辑已成为

计算机科学和人工智能的研究热点．

描述逻辑中的循环定义是描述逻辑长期以来的

研究难点［２３］，其中描述逻辑循环定义这样最基本的

问题（即语义及其推理机制问题）都没有得到很好的

解决，甚至在已给出的描述逻辑循环定义的研究结

果中存在错误．例如，文献［１］关于描述逻辑循环定



义的一个重要结果（即命题２．９）就是错误的．

由于描述逻辑循环定义最基本的理论问题没有

得到很好的解决，因此在目前已实现的描述逻辑推

理系统（如Ｐｅｌｌｅｔ、ＦａＣＴ＋＋、Ｒａｃｅｒ等）中都给出了

强制规定：描述逻辑知识库的Ｔｂｏｘ中不允许出现

循环定义．但在描述逻辑的许多实际应用中（如医学

领域），循环定义是不可避免的［４６］．同时，循环定义

能够方便用户建立描述逻辑知识库，并使所表示的

知识或公理符合人们的直觉，如果没有循环定义，则

只能用非循环定义来描述相应的循环定义，这样会

使知识库变得非常复杂，用户也很难理解（这一点类

似于程序设计中的递归程序设计方法）［５，７］．因此，

无论从理论上还是应用上讲，研究描述逻辑中的循

环定义都非常有意义．

Ｎｅｂｅｌ最早研究了循环定义的语义问题，提出

了循环定义的３种语义表示：描述语义、最小不动点

语义和最大不动点语义［７］．对于这３种语义，自从提

出到现在都存在争议，Ｂａａｄｅｒ认为最大不动点语义

是循环定义最合适的语义解释方法［８］，并针对非常

小的描述逻辑ＦＬ０，用有限状态自动机统一描述了

循环定义的３种语义
［６］．Ｎｅｂｅｌ对循环定义的３种

语义进行了比较，认为描述语义是循环定义最合适

的语义解释方法［５］．但大部分学者认为这３种语义

的选择取决于所定义的概念，Ｇｉａｃｏｍｏ认为描述语

义不适合解释递归概念，最小不动点语义适合解释

归纳定义的概念，而最大不动点语义适合解释ｎｏｎ

ｗｅｌｌｆｏｕｎｄｅｄ或ｃｏｉｎｄｕｃｔｉｖｅ结构的概念，并指出带

循环定义的描述逻辑系统中不应该只选择某一种语

义，而应该是３种语义共存，提出了一种允许３种语

义共存的描述逻辑概念定义方法［２］．

但是由于文献［１］中命题２．９的错误说明，带有

循环定义的Ｔｂｏｘ是否存在模型，或者什么条件下

存在模型，该问题目前还没有得到很好的解决，这给

应用方面带来很大的影响，即得不到理论的保证．下

面我们将指出文献［１］的命题２．９的错误，并且进行

改进，寻找带有循环定义的Ｔｂｏｘ有模型的条件．

２　预备知识

２１　描述逻辑犃犔犆犖

ＡＬＣＮ的语法及语义如下：

（１）字母表

①个体变元：用狓，狔，狕，…或者狓１，狓２，狓３，…

表示；

②常项变元：用犪，犫，犮，…或者犮１，犮２，犮３，…

表示；

③一元谓词：用犃，犅，犆，…或者犃１，犃２，犃３，…

表示；二元谓词：用犚，犛，犜，…或者犚１，犚２，犚３，…

表示．

说明：其中个体变元和常项变元都表示个体，一

元谓词表示概念，二元谓词用以角色（即关系），在描

述逻辑ＡＬＣＮ中没有函词．

（２）公式的生成

①任一一元谓词犃是一合式公式；

②若犅，犆 是合式公式，则犅!犆，犅"犆，犆，

犚!犆，犚!犆，狀犚，狀犚 是合式公式；

③仅由①和②定义得到的字符串是合式公式．

（３）语义

描述逻辑 ＡＬＣＮ 的模型 Ｍ 包括一个解释函

数．犐和一个非空的集合Δ
犐（解释论域）．!犐把每个原

子概念犃 对应为犃犐Δ
犐，把每个原子角色犚对应

为二元关系犚犐Δ
犐×Δ

犐，具体的解释如表１．

表１　犃犔犆犖的语法和语义

逻辑连接词 语法 语义 例子

原子概念 犃 犃犐Δ犐 ｍａｎ

原子关系 犚 犚犐Δ犐×Δ犐 ｈａｓｆａｔｈｅｒ

顶部

⊥

Δ犐 Ｔｒｕｅ

底部 ⊥  Ｆａｌｓｅ

交 犆!犇 犆犐∩犇犐 ｈｕｍａｎ!ｃｈｉｌｄ

并 犆"犇 犆犐∪犇犐 ｄｏｃｔｏｒ"ｌａｗｙｅｒ

非 犆 Δ犐－犆犐 ｍａｌｅ

存在量词 犚!犆 ｛狓｜狔!

〈狓，狔〉∈犚犐∧狔∈犆犐｝ ｈａｓｃｈｉｌｄ!ｆｅｍａｌｅ

全称量词 犚!犆 ｛狓｜狔!

〈狓，狔〉∈犚犐→狔∈犆犐｝ ｈａｓｃｈｉｌｄ!ｆｅｍａｌｅ

大于等于约束 狀犚 ｛犪∈Δ犐｜‖｛犫｜〈犪，犫〉∈犚犐｝‖｝狀｝ ３ｈａｓｃｈｉｌｄ

小于等于约束 狀犚 ｛犪∈Δ犐｜‖｛犫｜〈犪，犫〉∈犚犐｝‖｝狀｝ ３ｈａｓｃｈｉｌｄ

２２　循环的犃犔犆犖

定义１．　假设犃，犅是Ｔｂｏｘ犜中出现的两个

原子概念，如果犅出现在关于犃 描述的右边，则称

概念犃直接引用概念犅，此时我们说〈犃，犅〉具有直
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接引用关系．

定义２．　如果在一个 Ｔｂｏｘ中存在概念犃１，

犃２，…，犃犿，使得〈犃１，犃２〉，〈犃２，犃３〉，…，〈犃犿－１，犃犿〉

都属于直接引用关系，则称它们构成一个直接引

用链，如果还满足犃犿＝犃１，则说这个Ｔｂｏｘ犜中有

循环出现，否则称犜是没有循环出现的．

定义３．　如果一个解释只解释Ｔｂｏｘ中的ｂａｓｅ

ｓｙｍｂｏｌ，则称该解释为基解释，记为犑．

如果一个描述逻辑 ＡＬＣＮ的 Ｔｂｏｘ中没有出

现循环，则对Ｔｂｏｘ的基解释犑有唯一扩张，并且这

个扩张是Ｔｂｏｘ的模型；如果在这个Ｔｂｏｘ中出现

了循环，则关于Ｔｂｏｘ的基解释犑的扩张不唯一，假

设所有扩张组成的集合为

犈犡犜犑＝｛犐犻｜犐犻是犑的扩展，犻＝１，２，…｝，

在这些扩张中有可能有Ｔｂｏｘ的模型，也可能没有．

定义４．　犈犡犜犑中的任意两个元素犐犻与犐犼，

犐犻犐犼当且仅当对 Ｔｂｏｘ中的任意概念 犃，都有

犐犻（犃）犐犼（犃）成立．

注１．为了方便，下面对犐（犃）和犃犐不加区别，

它们都表示解释犐对概念犃 的解释．

定义５．　把犜看成为Ｔｂｏｘ中的ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ

到概念描述的映射，即对于 Ｔｂｏｘ中的任意ｎａｍｅ

ｓｙｍｂｏｌ犆，都有一概念描述犜（犆）与之对应，犈犡犜犑

到自身的映射犜犑定义为：对 Ｔｂｏｘ中的任意ｎａｍｅ

ｓｙｍｂｏｌ犃，（犜犑（犐））（犃）＝犐（犜（犃））．

根据不动点的定义可知，犐是犜犑的不动点当且

仅当犜犑（犐）＝犐，当且仅当对于任意的ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ

犃，有（犜犑（犐））（犃）＝犐（犃），又因为（犜犑（犐））（犃）＝

犐（犜（犃）），所以有犐（犃）＝犐（犜（犃）），即当犐是犜犑的

不动点时，犐是Ｔｂｏｘ的模型．从而我们知道，要找循

环的Ｔｂｏｘ的模型，实际上只需要找到在它的基解

释的所有扩张上所定义的映射犜犑的不动点即可，因

为对于所固定的基解释上所得到的所有扩张我们总

可以做到使之成为一个完备格，根据Ｔａｒｓｋｉ不动点

定理（任何完备格上的单调映射至少存在一个不动

点），我们知道，只要所定义的犜犑单调，Ｔｂｏｘ就存在

模型．

定义６．　如果一个 Ｔｂｏｘ任意固定的基解释

犑，都有犈犡犜犑上定义的犜犑单调，则称这个Ｔｂｏｘ犜

单调．

命题１．　假设犆，犇 是犜 中的概念的合式公

式，犚为ｂａｓｅｓｙｍｂｏｌ则

（１）犃≡犃．

（２）（犆"犇）≡犆 !犇，（犆!犇）≡犆 "

犇．

（３）犚!犆≡犚!犆，犚!犆≡犚!犆．

证明．　（１）对任意一个解释犐，（犃）
犐＝Δ

犐
＼

（Δ
犐
＼犃

犐）＝犃犐，故犃≡犃；

（２）对任意一个解释犐，由于（（犆"犇））犐＝Δ
犐
＼

（犆"犇）犐＝（Δ
犐
＼犆

犐）∩（Δ
犐
＼犇

犐）＝（犆）
犐
∩（犇）

犐＝

（犆!犇）
犐，所以，（犆"犇）≡犆!犇．

由于（（犆!犇））犐＝Δ
犐
＼（犆!犇）犐＝（Δ

犐
＼犆

犐）∪

（Δ
犐
＼犇

犐）＝（犆）
犐
∪（犇）

犐＝（犆"犇）
犐，所以，

（犆!犇）≡ 犆"犇．

（３）（犚!犆）犐＝Δ
犐
＼（犚!犆）犐＝Δ

犐
＼｛狓｜狔!

〈狓，

狔〉∈犚
犐
→狔∈犆

犐｝＝｛狓｜狔!

〈狓，狔〉∈犚
犐
∧狔∈Δ

犐
＼犆

犐｝

＝｛狓｜狔!

〈狓，狔〉∈犚
犐
∧狔∈（犆）

犐｝＝（犚!犆）
犐，

所以，犚!犆≡犚!犆．

同理可证犚!犆≡犚!犆． 证毕．

命题２．（１）若犃≡犅，则犚!犃≡犚!犅，犚!犃≡

犚!犅．

（２）若犃≡犅，犆≡犇，则犃!犆≡犅!犇，犃"犆≡

犅"犇．

证明．　对任给的解释犐，

（１）由于犃≡犅，从而有犃
犐＝犅犐，所以，（犚!犃）犐＝

｛狓｜狔!

〈狓，狔〉∈犚
犐
→狔∈犃

犐｝＝｛狓｜狔!

〈狓，狔〉∈犚
犐
→

狔∈犅
犐｝＝（犚!犅）犐，所以，犚!犃≡犚!犅．

（犚!犃）犐＝｛狓｜狔!

〈狓，狔〉∈犚
犐
∧狔∈犃

犐｝＝｛狓｜

狔!

〈狓，狔〉∈犚
犐
∧狔∈犅

犐｝＝（犚!犅）犐，所以，犚!犃≡

犚!犅．

（２）由于犃≡犅，犆≡犇，从而有犃
犐＝犅犐，犆犐＝犇犐，

于是犃犐∩犆
犐＝犅犐∩犇

犐，从而（犃!犆）犐＝（犅!犇）犐，所

以，犃!犆≡犅!犇．

由犃≡犅，犆≡犇，有犃
犐
∪犆

犐＝犅犐∪犇
犐，从而

（犃"犆）犐＝（犅"犇）犐，所以，犃"犆≡犅"犇． 证毕．

命题３（见文献［１］的６１页）．　对于一个Ｔｂｏｘ

犜，其基解释犑的所有扩充犈犡犜犑和犈犡犜犑中解释之

间的关系组成一个完备格．

３　主要结论

为了下面的讨论，先说明几点事实：

（ｉ）并不是所有的Ｔｂｏｘ都有模型．

考虑只有一个公理犃＝犃的Ｔｂｏｘ，如果犐是

该Ｔｂｏｘ的一个模型，则犃犐＝（犃）
犐＝Δ

犐
＼犃

犐，从而

Δ
犐＝，这与犐作为一个模型相矛盾（任何模型的解

释域非空）．
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（ｉｉ）犜有模型，但不一定有最小、最大语义不动

点模型．

例如，考虑只有一个公理犃＝犚．犃的Ｔｂｏｘ

（见文献［１］的６１页），给出其基解释为Δ
犐＝｛犪，犫｝，

犚犑＝｛〈犪，犫〉，〈犫，犪〉｝，基于该基解释的两个扩充解

释犐１，犐２对概念犃 的解释分别为犐１（犃）＝｛犪｝和

犐２（犃）＝｛犫｝，不难验证犐１，犐２都是Ｔｂｏｘ的模型，但

犐１与犐２不可比，所以这个Ｔｂｏｘ不存在最小、最大语

义不动点模型．

（ｉｉｉ）如果固定一个基本解犑，则犈犡犜犑是一个完

备格，并且假设犜犑单调，则知犜 关于这个基解释犑

有模型，且有最小、最大语义不动点模型．但反之，犜

有模型，不一定说明在犈犡犜犑上定义的犜犑单调．我

们关心的问题是当犜满足什么条件时，犜关于所有

可能的基解释犑有最小、最大语义不动点模型．

命题４（文献［１］的命题２．８）．　如果犜是没有

出现的 Ｔｂｏｘ，犑 是犜 的基解释，则犑 的扩张

犈犡犜犑中存在犜 的最小、最大语义不动点模型．

文献［１］中没有给出命题２．８的证明，现我们给

出一种证法如下：

证明．　根据Ｔａｒｓｋｉ不动点定理（Ｔａｒｓｋｉ１９５５，

完备格上的单调映射存在不动点），由命题３，只需

证犈犡犜犑上定义的映射犜犑单调即可．

考虑犜 中的任意定义式犃≡犅，由犐１犐２得

犐１（犃）犐２（犃），要证犜犑单调，只需证犜犑（犐１）（犃）

犜犑（犐２）（犃），由犜犑（犐）（犃）的定义有

犜犑（犐１）（犃）＝犐１（犜（犃））＝犐１（犅），

犜犑（犐２）（犃）＝犐２（犜（犃））＝犐２（犅），

所以要证犜犑（犐１）（犃）犜犑（犐２）（犃），只需证犐１（犅）

犐２（犅）．下面对概念描述犅的复杂性进行归纳证明

犐１（犅）犐２（犅）．

基始：犅是原子公式，即是单个ｂａｓｅｓｙｍｂｏｌ或

ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ，由犐１犐２有犐１（犅）犐２（犅）．

归纳：假设复杂度小于犅的概念都成立．

（１）犅是犆!犇的形式，犐１（犅）＝犐１（犆）∩犐１（犇），

犐２（犅）＝犐２（犆）∩犐２（犇），由归纳假设有犐１（犆）

犐２（犆）及犐１（犇）犐２（犇），于是有（犐１（犆）∩犐１（犇））

（犐２（犆）∩犐２（犇）），即犐１（犅）犐２（犅）．

（２）犅是犆"犇的形式，犐１（犅）＝犐１（犆）∪犐１（犇），

犐２（犅）＝犐２（犆）∪犐２（犇），由归纳假设有犐１（犆）

犐２（犆）及犐１（犇）犐２（犇），于是有（犐１（犆）∪犐１（犇））

（犐２（犆）∪犐２（犇）），即犐１（犅）犐２（犅）．

（３）犅是犚!犆的形式，任取狓∈犐１（犚!犆），即

狓满足狔!

〈狓，狔〉∈犐１（犚）→狔∈犐１（犆），由归纳假设

有犐１（犆）犐２（犆），而犐１（犚）＝犐２（犚），故狓满足狔!

〈狓，

狔〉∈犐２（犚）→狔∈犐２（犆），即狓∈犐２（犚!犆），从而有

犐１（犚!犆）犐２（犚!犆），即犐１（犅）犐２（犅）．

（４）犅是犚!犆的形式，任取狓∈犐１（犚!犆），即

狓满足狔!

〈狓，狔〉∈犐１（犚）∧狔∈犐１（犆），由归纳假设有

犐１（犆）犐２（犆），而犐１（犚）＝犐２（犚），故狓满足狔!

〈狓，

狔〉∈犐２（犚）∧狔∈犐２（犆），即狓∈犐２（犚!犆），从而有

犐１（犚!犆）犐２（犚!犆），即犐１（犅）犐２（犅）．

（５）犅是狀犚 的形式，因为犐１（犚）＝犐２（犚），显

然犐１（狀犚）＝犐２（狀犚）成立，即犐１（犅）犐２（犅）．

（６）犅是狀犚 的形式，因为犐１（犚）＝犐２（犚），显

然犐１（狀犚）＝犐２（狀犚）成立，即犐１（犅）犐２（犅）．

由于以上各种情况下都有犐１（犅）犐２（犅）成立，

于是犜犑（犐１）（犃）＝犜犑（犐２）（犃），由概念犃的任意性

知犜 单调，从而命题得证． 证毕．

为了说明当ＡＬＣＮ的Ｔｂｏｘ中出现时，犜犑不

一定单调，给出如下例子：

一个Ｔｂｏｘ含有如下的一条公理犃≡犆!

（犃"

犅），其中犆，犃，犅都是ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ，设犐１犐２则有

犐１（犃）犐２（犃），犐１（犆）犐２（犆），犐１（犅）犐２（犅），而

犐１（犆）犐２（犆），这时候我们考虑：

犐１（犃）＝犐１（犆!

（犃"犅））

＝犐１（犆）∩ （犐１（犃）∪犐１（犅））．

犐２（犃）＝犐２（犆!

（犃"犅））

＝犐２（犆）∩ （犐２（犃）∪犐２（犅））．

　　由于犐１（犃）犐２（犃），犐１（犅）犐２（犅）（犐１（犃）∪

犐１（犅））（犐２（犃）∪犐２（犅）），但是由于犐１（犆）

犐２（犆），所以犐１（犃）与犐２（犃）大小无法判断，从而

有犜不单调的可能．

现在我们构造反例证明文献［１］中命题２．９（注：

命题２．９的具体内容请参看文献［１］）是错误的．

图１是以下Ｔｂｏｘ的犌犜图．

!

"

!

!

图１　Ｔｂｏｘ的犌犜图

图１中，犃≡犅!犆；犅≡犃!犇．其中犆，犇为

ｂａｓｅｓｙｍｂｏｌ，很容易验证该Ｔｂｏｘ满足命题２．９的

前提，即犌犜图中每一个环上有偶数个负弧．但是，假

定任一基解释为犑，定义在犑的所有扩充犈犡犜犑上
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的映射为犜犑，设犐１，犐２∈犈犡犜犑，且满足犐１犐２，则有

犐１（犇）＝犐２（犇），犐１（犆）＝犐２（犆），犐１（犃）犐２（犃），

犐１（犅）犐２（犅）．

从而犐１（犅）犐２（犅），犐１（犃）犐２（犃）．

所以有犜犑（犐１）（犃）＝犐１（犅!犆）犐２（犅!

犆）＝犜犑（犐２）（犃）．

即当犐１（犃）犐２（犃）时，得出犜犑（犐１）（犃）

犜犑（犐２）（犃），这与犜犑单调的定义相矛盾，说明犜犑不

单调，从而犜不单调．

下面我们具体地给出一个解释域来加以说明．

假设Δ
犐＝｛１，２，３，４｝，定义其基解释为：犆犑＝

犐１（犆）＝犐２（犆）＝｛１，２，３｝，犇
犑＝犐１（犇）＝犐２（犇）＝｛１，

３，４｝，解释犐１，犐２如下：犐１（犃）＝｛１｝，犐１（犅）＝｛４｝，

犐２（犃）＝｛１，２｝，犐２（犅）＝｛３，４｝，显然满足犐１犐２．而

犜犑（犐１）（犃）＝犐１（犅）∩犐１（犆）＝｛１，２，３｝∩｛１，２，３｝

＝｛１，２，３｝．

犜犑（犐１）（犅）＝犐１（犃）∩犐１（犇）＝｛２，３，４｝∩｛１，３，４｝

＝｛３，４｝．

犜犑（犐２）（犃）＝犐２（犅）∩犐２（犆）＝｛１，２｝∩｛１，２，３｝

＝｛１，２｝．

犜犑（犐２）（犅）＝犐２（犃）∩犐２（犇）＝｛３，４｝∩｛１，３，４｝

＝｛３，４｝．

根据以上分析知：犐１（犃）犐２（犃）且犐１（犃）≠

犐２（犃），而犜犑（犐１）（犃）犜犑（犐２）（犃）．

另外一方面，犐１（犅）犐２（犅）且犐１（犅）≠犐２（犅），

而犜犑（犐１）（犅）＝犜犑（犐２）（犅），说明犜犑不单调，从而犜

不单调．

为了对命题２．９作修改，我们先作以下准备

工作．

引理１．　犅 为由ｂａｓｅｓｙｍｂｏｌｓ形成的合式公

式，犐为犑的扩充解释，则犅犐＝犅犑．

证明．　对犅的复杂性进行归纳证明．

基始：犅是单个ｂａｓｅｓｙｍｂｏｌ，则由犐为犑 的扩

充解释的定义知犅犐＝犅犑．

归纳：假设对于复杂度小于犅的合式公式命题

都成立，考虑最后一步的形成方式：

（１）犅是犆的形式，犅
犐＝（犆）

犐＝Δ
犐
＼犆

犐，由归

纳假设有犆犐＝犆犑，于是犅犐＝（犆）
犐＝Δ

犐
＼犆

犐＝Δ
犐
＼

犆犑＝犅犑．

（２）犅是犆!犇的形式，犅犐＝犆犐∩犇
犐，犅犑＝犆犑∩

犇犑，由归纳假设有犆犐＝犆犑及犇犐＝犇犑，于是（犆犐∩

犇犐）＝（犆犑∩犇
犑），即犅犐＝犅犑．

（３）犅是犆"犇的形式，犅犐＝犆犐∪犇
犐，犅犑＝犆犑∪

犇犑，由归纳假设有犆犐＝犆犑及犇犐＝犇犑，于是（犆犐∪

犇犐）＝（犆犑∪犇
犑），即犅犐＝犅犑．

（４）犅是犚!犆的形式，任取狓∈（犚!犆）犐，即狓

满足狔!

〈狓，狔〉∈犚
犐
→狔∈犆

犐，由归纳假设有犆犐＝

犆犑，而犚犐＝犚犑，故狓满足狔!

〈狓，狔〉∈犚
犑
→狔∈犆

犑，

即狓∈（犚!犆）犑．同理，反之也成立．

（５）犅是犚!犆的形式，任取狓∈（犚!犆）犐，即狓

满足狔!

〈狓，狔〉∈犚
犐
∧狔∈犆

犐，由归纳假设有犆犐＝

犆犑，而犚犐＝犚犑，故狓满足狔!

〈狓，狔〉∈犚
犑
∧狔∈犆

犑，

即狓∈（犚!犆）犑．同理，反之也成立．

（６）犅 是狀犚 的形式，由 犚犐＝犚犑，显然有

（狀犚）
犐＝（狀犚）

犑成立．

（７）犅 是狀犚 的形式，由 犚犐＝犚犑，显然有

（狀犚）
犐＝（狀犚）

犑成立． 证毕．

引理２．犅为由ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在的作

用域内而形成的合式公式，犐１犐２，则犐１（犅）

犐２（犅）．

证明．　对犅的复杂性进行归纳证明．

基始：犅是单个ｂａｓｅｓｙｍｂｏｌ或ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ，

由犐１犐２有犐１（犅）犐２（犅）．

归纳：假设复杂度小于犅的概念都成立．

（１）犅 是犆 的形式，此时犆 中只能含ｂａｓｅ

ｓｙｍｂｏｌ，故由引理１有犐１（犅）＝犐２（犅）．

（２）犅是犆!犇的形式，犐１（犅）＝犐１（犆）∩犐１（犇），

犐２（犅）＝犐２（犆）∩犐２（犇），由归纳假设有犐１（犆）

犐２（犆）及犐１（犇）犐２（犇）．

于是（犐１（犆）∩犐１（犇））（犐２（犆）∩犐２（犇）），即

犐１（犆!犇）犐２（犆!犇），即犐１（犅）犐２（犅）．

（３）犅是犆"犇的形式，犐１（犅）＝犐１（犆）∪犐１（犇），

犐２（犅）＝犐２（犆）∪犐２（犇），由归纳假设有犐１（犆）

犐２（犆）及犐１（犇）犐２（犇）．

于是（犐１（犆）∪犐１（犇））（犐２（犆）∪犐２（犇）），即

犐１（犆"犇）犐２（犆"犇），即犐１（犅）犐２（犅）．

（４）犅是犚!犆的形式，任取狓∈犐１（犚!犆），即

狓满足狔!

〈狓，狔〉∈犐１（犚）→狔∈犐１（犆），由归纳假设

有犐１（犆）犐２（犆），而犐１（犚）＝犐２（犚），故狓满足狔!

〈狓，

狔〉∈犐２（犚）→狔∈犐２（犆），即狓∈犐２（犚!犆），从而

犐１（犚!犆）犐２（犚!犆），即犐１（犅）犐２（犅）．

（５）犅是犚!犆的形式，任取狓∈犐１（犚!犆），即

狓满足狔!

〈狓，狔〉∈犐１（犚）∧狔∈犐１（犆）．由归纳假设有

犐１（犆）犐２（犆），而犐１（犚）＝犐２（犚），故狓满足狔!

〈狓，

狔〉∈犐２（犚）∧狔∈犐２（犆），即狓∈犐２（犚!犆），从而

犐１（犚!犆）犐２（犚!犆），即犐１（犅）犐２（犅）．

（６）犅是狀犚 的形式，由犐１（犚）＝犐２（犚），显然

有犐１（狀犚）＝犐２（狀犚）成立．
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（７）犅是狀犚 的形式，由犐１（犚）＝犐２（犚），显然

有犐１（狀犚）＝犐２（狀犚）成立． 证毕．

引理３．　如果合式公式犃的描述中的每一个

ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个的辖域中，则犃等

价于一个每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在的辖域

中的合式公式．

证明．　对犃的复杂性进行归纳证明．

基始：犃 是单个ｂａｓｅｓｙｍｂｏｌ或ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ

犅，此时没有出现，犅≡犅．

归纳：假设对所有复杂度小于犃 的合式公式，

命题成立，考虑犃最后一步的形成方式：

（１）犃 是犆 的形式，由已知条件知犆 中的

ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ出现在奇数个的辖域内，此时要对

犆的复杂性进行归纳证明：

基始：犆是原子概念，则只能是单个ｂａｓｅｓｙｍ

ｂｏｌ，此时犆 不是ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ，否则若犆 是ｎａｍｅ

ｓｙｍｂｏｌ，则该ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ出现在奇数个的辖域

内，矛盾，故命题成立．

归纳：①犆 是犈 的形式，则犈 中的每一个

ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个的辖域中，由归纳

假设有犈等价于犈′，犈′中每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出

现在的辖域中，犃 的字符串是犃≡犈，又

犈≡犈，犈≡犈′，故犃≡犈＝犈′，从而命题

成立．

②犆是犈!犉的形式，由命题１知犃≡（犈!

犉）≡犈"犉，犈中的每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出

现在偶数个的辖域中，由归纳假设知，犈等价于

犈′，犈′中每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在的辖域

中．犉中的每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个

的辖域中，由归纳假设知，犉等价于犉′，犉′中每

一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在的辖域中，由命题２

有犃≡犈"犉≡犈′"犉′，从而命题成立．

③犆是犈"犉的形式，由命题１知犃≡（犈"

犉）≡犈!犉，犈中的每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出

现在偶数个的辖域中，由归纳假设知，犈等价于

犈′，犈′中每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在的辖域

中．犉中的每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个

的辖域中，由归纳假设知，犉等价于犉′，犉′中每

一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在的辖域中，由命题２

有犃≡犈!犉≡犈′!犉′，从而命题成立．

④犆是犚!犈的形式，由命题１知犃≡犚!犈≡

犚!犈．由归纳假设知，犈 中的每一个 ｎａｍｅ

ｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个的辖域中，犈 等价于

犈′，犈′中每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在的辖域

中，由命题２有犃≡犚!犈≡犚．犈≡犚!犈′，从

而命题成立．

⑤犆是犚!犈的形式．由归纳假设知，犈中的每

一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个的辖域中，

犈等价于犈′，犈′中每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在

的辖域中，由命题２有犃≡犚!犈≡犚!犈≡

犚!犈′，从而命题成立．

⑥犆是狀犚 或狀犚 的形式时，犆 中都不含

ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ，从而犃≡犆中不含ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ，

所以命题成立．

（２）犃是犆 !犇 的形式，由归纳假设知，犆中的

每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个的辖域中，

犆等价于犆′，犆′中每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在

的辖域中，犇中的每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶

数个的辖域中，犇 等价于犇′，犇′中每一个ｎａｍｅ

ｓｙｍｂｏｌ不出现在  的辖域中，故 犃≡犆 !犇≡

犆′!犇′，从而命题成立．

（３）犃是犆 "犇 的形式，由归纳假设知，犆中的

每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个的辖域中，

犆等价于犆′，犆′中每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在

的辖域中，犇中的每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶

数个的辖域中，犇 等价于犇′，犇′中每一个ｎａｍｅ

ｓｙｍｂｏｌ不出现在  的辖域中，故 犃≡犆 "犇≡

犆′"犇′，从而命题成立．

（４）犃是犚!犆的形式，由归纳假设知，犆中的

每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个的辖域中，

犆等价于犆′，犆′中每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在

的辖域中，故犃≡犚!犆≡犚!犆′，从而命题成立．

（５）犃是犚!犆的形式，由归纳假设知，犆中的

每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个的辖域中，

犆等价于犆′，犆′中每一个ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出现在

的辖域中，故犃≡犚!犆≡犚!犆′，从而命题成立．

（６）犃是狀犚 或狀犚 的形式，此两种情形下

犃中都不含ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ，故命题成立．

综上所述，该命题成立． 证毕．

命题５．　如果犜中所有的ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ都不

出现在的作用域内，则犜单调．

证明．　考虑犜中的任意定义式犃≡犅，由犐１

犐２得犐１（犃）犐２（犃），要证 犜 单调，只需要证明

犜犑（犐１）（犃）犜犑（犐２）（犃）．

而由 犜犑 （犐）（犃）的 定 义，有 犜犑 （犐１）（犃）＝

犐１（犜（犃））＝犐１（犅）．

犜犑（犐２）（犃）＝犐２（犜（犃））＝犐２（犅），所以要证

犜犑（犐１）（犃）犜犑（犐２）（犃），只需证犐１（犅）犐２（犅）即
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可，若犅的字符中只含ｂａｓｅｓｙｍｂｏｌ时，由引理１得

犐１（犅）＝犐２（犅），若犅的字符中含ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ时，

由引理２得犐１（犅）犐２（犅）．

所以总有犐１（犅）犐２（犅）成立，故犜单调．

证毕．

命题６．　如果一个Ｔｂｏｘ犜的定义式中的所有

的ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ只出现在偶数个的作用域内，则

Ｔｂｏｘ犜单调，从而该Ｔｂｏｘ犜 存在最大、最小语义

不动点模型．

证明．　任取Ｔｂｏｘ犜中的定义式犃≡犅，由引

理３有犅≡犅′，其中犅′中的任意ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ不出

现在的辖域内，任取两解释犐１，犐２∈犈犡犜犑，满足

犐１犐２，从而

犜犑（犐１）（犃）＝犐１（犅）＝犐１（犅′），

犜犑（犐２）（犃）＝犐２（犅）＝犐２（犅′），

再由命题５的证明有犐１（犅′）犐２（犅′），从而有

犜犑（犐１）（犃）犜犑（犐２）（犃），由定义式犃≡犅的任意性

知Ｔｂｏｘ犜单调，从而根据定义６，Ｔｂｏｘ任意固定的

基解释犑，都有犈犡犜犑上定义的映射犜犑单调，进一步

根据命题３，犈犡犜犑与关系形成完备格，由 Ｔａｒｓｋｉ

不动点定理知道，则定义在犈犡犜犑上的映射犜犑存

在不动点，从而Ｔｂｏｘ犜存在最大、最小语义不动点

模型． 证毕．

根据命题１，我们可以进行否定深入，如果一个

Ｔｂｏｘ满足文献［１］中的命题２．９的条件，且如果仅

仅从语法上讲，我们可以对该Ｔｂｏｘ进行变形，转换

为另外一个Ｔｂｏｘ犜′，满足对于Ｔｂｏｘ任意定义式

犃≡犅，当定义犃≡犅的犅 中有犆，而且在所考虑的

Ｔｂｏｘ中有关于概念犆的描述，则我们用概念犆的

描述来代替犆在犅 中的所有出现，将这过程进行到

右边再没有ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ出现时，所得到的犃≡

犜（犃）的犜（犃）中的任一概念前或者没有否定词

出现，或者出现否定词偶数次，所以根据引理１、

引理２、引理３和命题５，有犜′一定单调，从而所考

虑的Ｔｂｏｘ犜 一定单调．但是命题２．９之所以不成

立的原因是，语法上能代入并不表示从语义上可以

代入，说的意思是，如果在基解释犑 的所有扩充

犈犡犜犑上的映射为犜犑，犐１，犐２∈犈犡犜犑满足犐１犐２，对

于ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ犃，我们在进行比较犜犑（犐１）（犃），

犜犑（犐２）（犃）的大小时，由于出现了否定，我们想到把

犜（犃）中的出现ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ全部用其描述替换，但

是由于犐１，犐２还不一定是 Ｔｂｏｘ的模型，所以犐１，犐２

对犜（犃）中出现的ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ的解释不等于对其

描述的解释，从而在语义上不可以代入（请读者认真

体会本段）．

明白了这一点，我们有下面的命题．

命题７．　如果一个Ｔｂｏｘ犜满足文献［１］中的

命题２．９的条件，记该Ｔｂｏｘ犜 的所有模型组成的

集合为Λ，则定义在Λ上的映射犜犑单调，从而Λ中

存在犜 的最大、最小语义不动点模型．

证明．　如果一个Ｔｂｏｘ犜对应的图犌犜中每一

个环上有偶数个负弧，即满足文献［１］中的命题２．９

的条件，并且Λ中每一个解释都是Ｔｂｏｘ犜的模型，

则Ｔｂｏｘ犜相对于模型集Λ 从语义上是可以代入

的，从而可以把Ｔｂｏｘ转换为另外一个Ｔｂｏｘ犜′，使

得犜′满足任意概念的描述中任一概念前或者没有

否定词出现，或者出现否定词偶数次，所以根据

引理１、引理２、引理３和命题５，有犜′单调，而转换

不改变Ｔｂｏｘ的单调性，从而所考虑的Ｔｂｏｘ犜相对

于模型集合Λ单调．由于犜单调，根据定义６，Ｔｂｏｘ

任意固定的基解释犑，都有Λ上定义的犜犑单调．另

外，容易验证集合Λ及Λ 中解释间的关系组成一

个完备格，由 Ｔａｒｓｋｉ不动点定理知道，则定义在Λ

上的映射犜犑存在不动点，从而Λ中存在Ｔｂｏｘ犜的

最大、最小语义不动点模型． 证毕．

应该注意的是Λ上的映射犜犑与犈犡犜犑上的映

射犜犑的定义方法一样，所以我们用相同的符号

记之．

４　结束语

本文主要指出了文献［１］中的命题２．９的错误，

并且给出了几种改变条件的修改结论，属于带循环

的描述逻辑系统 ＡＬＣＮ的不动点语义的前沿和基

础性工作．下一步我们将考虑ｎａｍｅｓｙｍｂｏｌ前带有

奇数个否定词的循环ＡＬＣＮ具有模型的条件．

致　谢　感谢审稿专家提出的宝贵意见！
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