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满足数据点切向约束的二次犅样条插值曲线

潘日晶
（福建师范大学数学与计算机科学学院　福州　３５０００７）

摘　要　给出一种二次Ｂ样条曲线插值方法．利用数据点的参数化和节点向量的自由度，构造在各数据点满足切

向约束的二次Ｂ样条插值曲线，直观地控制插值曲线达到预期形状．用文中方法构造插值曲线是一个递推过程，不

必预先确定数据点参数值和节点向量、不必解线性方程组，而是在插值过程中根据数据点及其切向的约束条件递

推地确定数据点的参数值、节点和控制顶点．该文方法允许插值曲线各段的连接点与数据点不一致，以使得二次Ｂ

样条插值曲线的形状更自然．而且在满足数据点切向约束的条件下，还可利用节点进一步调控插值曲线的形状．另

外，用文中方法构造的二次Ｂ样条插值曲线对于数据点的改变具有较好的局部性质．文中最后给出一些例子将该

文方法与其它一些插值方法进行比较，实验结果表明，该文方法是有效的．
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１　引　言

在几何造型、逆向工程和计算机辅助几何设计

等领域中，插值是一种十分重要的技术．Ｂ样条曲线

由于具有局部性、保凸性和连续性等优点，被广泛应

用于构造插值曲线．Ｂ样条曲线插值虽然已得到广

泛的研究，但如何有效地控制插值曲线的形状仍然

是一个值得探讨的问题．Ｂ样条插值曲线的形状不

仅取决于给定的数据点，而且还受到曲线次数、数据

点的参数化和节点向量的影响．在构造Ｂ样条插值

曲线时，除了给定数据点外，往往也预先给定次数．

这样，控制插值曲线形状的自由度还剩下参数化和

节点向量．主要的参数化方法有均匀参数化方法、

累加弦长参数化方法、向心（ｃｅｎｔｒｉｐｅｔａｌ）参数化方

法［１］和Ｆｏｌｅｙ参数化方法
［２］等．节点向量的选取通

常与数据点的参数化相一致，但也有不一致的．例

如，文献［３４］中提出节点向量按以上任一种参数化

方法选取，以相应Ｂ样条基函数最大值处的参数值

作为数据点的参数值．文献［５］先采用向心参数化，

再求节点向量使得Ｂ样条基函数在数据点参数值

处取最大值，文献［６］建议采用累加弦长参数化，通

过对参数值求平均的方法取节点向量．

以上提到的参数化与节点向量确定方法应用于

插值问题时，主要是根据数据点分布的几何信息预

先确定节点向量和各数据点的参数值．由于参数和

节点与Ｂ样条插值曲线的几何形状之间的关系复

杂，所以这些预先确定参数与节点向量的方法有时

难以直观地控制Ｂ样条插值曲线，使之具有预期的

几何形状，尤其是当数据点分布很不均匀且拐点较

多时．要有效地控制Ｂ样条插值曲线的形状，应充

分利用参数化与节点向量的自由度，一个途径是直

接利用插值曲线本身的几何性质进行参数化和确定

节点向量．考虑到Ｂ样条曲线的表示形式关于参数

和节点都是非线性的，对于高阶曲线而言，这样做需

要解决复杂的非线性问题，因此采用低阶Ｂ样条曲

线进行插值要相对简单．

本文研究可有效控制形状的二次Ｂ样条插值

曲线．二次Ｂ样条曲线形式简单，在连续性要求不

是很高的情况下，作为插值曲线计算简单，且易于控

制曲线形状．二次Ｂ样条曲线曾被认为不适用于插

值［７］，但实际上并非如此．文献［５］指出，二次Ｂ样

条插值曲线形状不能达到预期效果是由于不适当的

参数化和节点向量，而非其次数．文献［８］给出二次

Ｂ样条曲线的一种插值方法，直接利用插值曲线直

观的几何约束条件如曲线在数据点处的切向、曲线

段的相对高度等进行参数化，使得构造出的插值曲

线不仅在两端，而且在中间各段具有预期的几何性

质．该方法在构造插值曲线的过程中根据曲线的几

何约束条件动态地确定参数值、节点向量和控制顶

点，整个过程不必解方程组，计算简便．但该方法只

考虑节点向量的选取与参数化相一致的情况，即相

邻曲线段的连接点与数据点相一致的情况．文献［６］

给出的局部插值方法，可构造在数据点满足切向约

束的二次Ｂ样条插值曲线，但该方法也只适用于连

接点与数据点相一致的情况．由于二次曲线段中不

含有拐点，所以当连接点与数据点相一致时，若数据

点分布所建议的形状具有较多拐点且弯度较大，会

使得插值曲线的形状不自然．ｄｅＢｏｏｒ指出对二次样

条插值曲线而言，在节点区间内取参数值可使得插值

线性方程组更加稳定［９］．因此，在上述研究的基础上，

本文考虑更一般的问题，在允许节点向量的选取与

参数化不一致的情况下，充分利用参数化与节点向

量的自由度，构造在各数据点满足切向约束的二次

Ｂ样条插值曲线，以使得插值曲线的形状得到更直

观有效的控制．实验结果表明，本文方法是有效的．

２　问题的提出

二次Ｂ样条曲线由控制顶点序列犱０，犱１，…，犱狀

和节点向量犜＝｛狋０，狋１，…，狋狀＋３｝，狋０狋１…狋狀＋３

确定，其表示形式如下：

犮（狋）＝∑
狀

犻＝０

犱犻犖犻，２（狋），狋∈［狋２，狋狀＋１］ （１）

其中，犖犻，２（狋）（犻＝０，１，…，狀）为由节点向量犜确定

的二次规范Ｂ样条基函数．

给定平面上狀个互异的数据点狆１，狆２，…，狆狀，

要求顺序通过这些数据点的二次Ｂ样条插值曲线

犮（狋）．设犮（狋）在数据点狆１，狆２，…，狆狀的参数值分别为

狋
　－

１，狋
　－

２，…，狋
　－

狀，则犮（狋）应满足

犮（狋
　－

犻）＝狆犻，犻＝１，２，…，狀 （２）

为了在保证问题的解存在的前提下让参数值的选取

具有充分的自由度，下面总是设

狋
　－

１＝狋２，狋
　－

犻∈（狋犻，狋犻＋１］，犻＝２，３，…，狀 （３）

不妨进一步要求犮（狋）为端点插值的，且以狆１，狆狀为

两端点，于是应有

犱０＝狆１，犱狀＝狆狀，

狋
　－

１＝狋０＝狋１＝狋２，狋
　－

狀＝狋狀＋１＝狋狀＋２＝狋狀＋３ （４）
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在上述问题中，要确定满足条件式（２）～（４）的

二次Ｂ样条插值曲线犮（狋），相对于约束条件个数，

求解该问题有较多的自由度．考虑到曲线在数据点

处的切向能直观地控制曲线形状，对插值曲线犮（狋）

加上切向约束：给定犮（狋）在数据点狆犻处的单位切向

量狏犻（犻＝１，２，…，狀），要求犮（狋）满足

犮
·（狋

　－

犻）

犮
·（狋

　－

犻）
＝狏犻，犻＝１，２，…，狀 （５）

在应用中，单位切向量狏犻可直接获得，或根据数据点

预先计算，计算方法见第５节．

设狌，狏为向量，下面用〈狌，狏〉表示从狌到狏的有

向夹角，规定夹角的符号取逆时针方向为正，顺时针

方向为负．记α犻＝〈狏犻，狆犻＋１－狆犻〉（犻＝１，２，…，狀－１），

θ犻＝〈狆犻－狆犻－１，狆犻＋１－狆犻〉（犻＝２，３，…，狀－１）（见

图１）．为了使切向狏犻能更有效地控制插值曲线犮（狋）

的形状，限制所取的狏犻满足如下条件：

α犻θ犻０，｜θ犻｜｜α犻｜０，犻＝２，３，…，狀－１，

α１θ２０，｜〈狏１，狏２〉｜＜π，〈狆狀－狆狀－１，狏狀〉θ狀－１０

α犻＝０狏犻＋１与狆犻＋１－狆犻同向，犻＝１，２，…，狀－１

｜〈狏犻，狆犻＋１－狆犻〉｜＋｜〈狆犻＋１－狆犻，狏犻＋１〉｜＜π，

　　若θ犻θ犻＋１０，犻＝１，２，…，狀

烅

烄

烆 －１

（６）
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图１　切向狏犻以及有向夹角α犻和θ犻

本文要解决的插值问题是：给定平面上互异的

数据点序列狆１，狆２，…，狆狀和满足条件（６）的单位切

向量序列狏１，狏２，…，狏狀，求控制顶点序列犱０，犱１，…，

犱狀、节点向量犜＝ 狋０，狋１，…，狋狀｛ ｝＋３ ，狋０狋１…狋狀＋３

和数据点的参数值狋
　－

１，狋
　－

２，…，狋
　－

狀，使得所确定的二次

Ｂ样条曲线犮（狋）满足插值和切向约束条件式（２）～

（５）．下面简称该问题为满足切向约束的插值问题．

３　满足数据点切向约束的二次犅样条

插值曲线的构造

３．１　关于数据点、控制顶点、节点和数据点的参数

值的关系式

将计算Ｂ样条曲线上点的ｄｅＢｏｏｒ算法的公式

应用于二次Ｂ样条曲线犮（狋），有

犱１犻－２（狋）＝
狋犻＋１－狋

狋犻＋１－狋犻－１
犱犻－２＋

狋－狋犻－１
狋犻＋１－狋犻－１

犱犻－１

犱１犻－１（狋）＝
狋犻＋２－狋

狋犻＋２－狋犻
犱犻－１＋

狋－狋犻
狋犻＋２－狋犻

犱犻

犮（狋）＝
狋犻＋１－狋

狋犻＋１－狋犻
犱１犻－２（狋）＋

狋－狋犻
狋犻＋１－狋犻

犱１犻－１（狋

烅

烄

烆

）

，

狋∈［狋犻，狋犻＋１］［狋２，狋狀＋１］ （７）

其中，规定０／０＝０．在插值条件式（２）～（４）的限制

下，由式（７）可得到如下关于数据点、控制顶点、节点

和数据点的参数值的关系式：

犱犻，１＝
狋犻＋１－狋

　－

犻

狋犻＋１－狋犻－１
犱犻－２＋

狋
　－

犻－狋犻－１
狋犻＋１－狋犻－１

犱犻－１，犻＝２，３，…，狀

犱犻，２＝
狋犻＋２－狋

　－

犻

狋犻＋２－狋犻
犱犻－１＋

狋
　－

犻－狋犻
狋犻＋２－狋犻

犱犻，犻＝２，３，…，狀－１

狆犻＝
狋犻＋１－狋

　－

犻

狋犻＋１－狋犻
犱犻，１＋

狋
　－

犻－狋犻
狋犻＋１－狋犻

犱犻，２，犻＝２，３，…，狀－１

犱０＝狆１，犱狀＝狆狀

狋
　－

１＝狋０＝狋１＝狋２，狋
　－

狀＝狋狀＋１＝狋狀＋２＝狋狀＋３，

狋
　－

犻∈（狋犻，狋犻＋１］，　　　　　　 　犻＝２，３，…，

烅

烄

烆 狀

（８）

其中，规定０／０＝０，犱犻，１＝犱
１
犻－２（狋

　－

犻），犱犻，２＝犱
１
犻－１（狋

　－

犻），

犻＝２，３，…，狀．

根据犮
·（狋

　－

犻）＝
２

狋犻＋１－狋犻
（犱犻，２－犱犻，１），犻＝２，３，…，狀

以及当狋
　－

１＝狋０＝狋１＝狋２时，犮
·（狋

　－

１）＝
２

狋３－狋２
（犱１－犱０），

在端点插值条件式（４）的限制下，切向约束条件

式（５）等价于如下条件：

犱１－犱０与狏１同向，犱犻，２－犱犻，１与狏犻同向，犻＝２，３，…，狀

（９）

这表明，对于犻＝２，３，…，狀－１，犱犻，１和犱犻，２应分别为

控制多边形的边犱犻－２犱犻－１和犱犻－１犱犻与由数据点狆犻和

方向狏犻确定的直线的交点．图２给出了条件式（８）和

（９）的几何意义．
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图２　条件式（８）和（９）的几何意义

３．２　构造满足切向约束的二次犅样条插值曲线的

算法

根据３．１小节，满足切向约束的插值问题可转
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换为已知狆１，狆２，…，狆狀和狏１，狏２，…，狏狀，求满足式（８）

和（９）的犱０，犱１，…，犱狀，狋０，狋１，…，狋狀＋３和狋
　－

１，狋
　－

２，…，狋
　－

狀

的问题．为了便于计算，下面进一步将式（８）化为等

价的递推形式．

首先，不难得到如下与式（８）的第１～３式等价

的递推式：

犱犻－１＝犱犻－２＋
狋犻＋１－狋犻－１

狋
　－

犻－狋犻－１
（犱犻，１－犱犻－２），犻＝２，３，…，狀

犱犻，２＝犱犻，１＋
狋犻＋１－狋犻

狋
　－

犻－狋犻
（狆犻－犱犻，１），　犻＝２，３，…，狀－１

（狋
　－

犻＋１－狋犻）（犱犻，２－犱犻－１）＝（狋
　－

犻－狋犻）（犱犻＋１，１－犱犻－１），

犻＝２，３，…，狀

烅

烄

烆
－１

（１０）

当狋
　－

犻＞狋犻且犱犻，２－犱犻－１与犱犻＋１，１－犱犻－１同向时，式（１０）

中的第３式又等价于

狋
　－

犻＋１＝狋犻＋（狋
　－

犻－狋犻）
犱犻＋１，１－犱犻－１

犱犻，２－犱犻－１
，犻＝２，３，…，狀－１

（１１）

从而由式（１０）和（１１）得式（８）的如下等价形式：

犱犻－１＝犱犻－２＋
狋犻＋１－狋犻－１

狋
　－

犻－狋犻－１
（犱犻，１－犱犻－２），犻＝２，３，…，狀

犱犻，２＝犱犻，１＋
狋犻＋１－狋犻

狋
　－

犻－狋犻
（狆犻－犱犻，１）， 犻＝２，３，…，狀－１

狋
　－

犻＋１＝狋犻＋（狋
　－

犻－狋犻）
犱犻＋１，１－犱犻－１
犱犻，２－犱犻－１

且

犱犻，２－犱犻－１与犱犻＋１，１－犱犻－１同向， 犻＝２，３，…，狀－１

犱０＝狆１，犱狀＝狆狀

狋
　－

１＝狋０＝狋１＝狋２，狋
　－

狀＝狋狀＋１＝狋狀＋２＝狋狀＋３，

狋
　－

犻∈（狋犻，狋犻＋１］，犻＝２，３，…，

烅

烄

烆 狀

（１２）

式（１２）中含有５种未知量：｛犱犻｝，｛犱犻，１｝，｛犱犻，２｝，｛狋犻｝

和｛狋
　－

犻｝，其中｛犱犻｝，｛犱犻，２｝和｛狋
　－

犻｝由式（１２）中的第１～３

递推式确定，而结合切向约束条件式（９），｛犱犻，１｝并非

自由量，犱犻＋１，１为过点犱犻－１和犱犻，２的直线与过点狆犻＋１

以狏犻＋１为方向的直线的交点．至于｛狋犻｝，在条件式（９）

和（１２）的限制下，狋犻有一定的取值范围，该问题将在

第４节中讨论．

根据式（９）和（１２），下面给出构造满足切向约

束的二次Ｂ样条插值曲线的算法．

算法．Ｔａｎｇｅｎｔ＿ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ＿ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ＿ｃｕｒｖｅ．

输入：数据点狆１，狆２，…，狆狀和插值曲线在数据点处的单

位切向量狏１，狏２，…，狏狀．

输出：在数据点处满足切向约束的二次犅样条插值曲

线的控制顶点序列犱０，犱１，…，犱狀、节点向量犜＝

狋０，狋１，…，狋狀｛ ｝＋３ ，狋０狋１…狋狀＋３和数据点的

参数值狋
　－

１，狋
　－

２，…，狋
　－

狀．

｛自由选取狋０＝狋１＝狋２；狋
　－

１＝狋２；自由选取狋
　－

２＞狋２；

犱０＝狆１；

ｉｆα１＝０ｔｈｅｎ犱２，１＝（狆１＋狆２）／２

ｅｌｓｅ犱２，１＝过点狆１以狏１为方向的直线与过点狆２以狏２

为方向的直线的交点；

ｆｏｒ（犻＝２；犻＜＝狀－１；犻＋＋）

｛

取满足约束条件式（９）和（１２）的狋犻＋１；

犱犻－１＝犱犻－２＋
狋犻＋１－狋犻－１

狋
　－

犻－狋犻－１
（犱犻，１－犱犻－２）；

犱犻，２＝犱犻，１＋
狋犻＋１－狋犻

狋
　－

犻－狋犻
（狆犻－犱犻，１）；

ｉｆα犻＝０ｔｈｅｎ犱犻＋１，１＝（狆犻＋狆犻＋１）／２

ｅｌｓｅ犱犻＋１，１＝过点犱犻－１和犱犻，２的直线与过点狆犻＋１

以狏犻＋１为方向的直线的交点；

狋
　－

犻＋１＝狋犻＋（狋
　－

犻－狋犻）
｜犱犻＋１，１－犱犻－１｜

｜犱犻，２－犱犻－１｜
；

｝

狋狀＋１＝狋狀＋２＝狋狀＋３＝狋
　－

狀；犱狀－１＝犱狀，１；犱狀＝狆狀；

｝

４　节点的选取

本节给出算法Ｔａｎｇｅｎｔ＿ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ＿ｉｎｔｅｒｐｏｌａ

ｔｉｏｎ＿ｃｕｒｖｅ中节点狋犻＋１（犻＝２，３，…，狀－１）的取值

范围．

定义１．　对于犻，２犻狀－１，在数据点狆犻与

狆犻＋１处，若θ犻θ犻＋１０，则称犻对应无拐段，若θ犻θ犻＋１＜０，

则称犻对应有拐段．

无拐段和有拐段见图３．显然，对应于一个有拐

段，二次Ｂ样条插值曲线至少有一个拐点．
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图３　无拐段和有拐段

根据条件式（９）和（１２），在算法 Ｔａｎｇｅｎｔ＿ｃｏｎ

ｓｔｒａｉｎｅｄ＿ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ＿ｃｕｒｖｅ中应取节点狋犻＋１（犻＝２，

５３１２１２期 潘日晶：满足数据点切向约束的二次Ｂ样条插值曲线



３，…，狀－１）使得如下条件成立：

狋
　－

犻狋犻＋１＜狋
　－

犻＋１，

当α犻≠０时，过点犱犻－１和犱犻，２的直线与过点狆犻＋１以

　　狏犻＋１为方向的直线相交，

犱犻，２在直线段犱犻－１犱犻＋１，１内（不等于端点）且

　　当犱犻＋１，１≠狆犻＋１时，狆犻＋１－犱犻＋１，１与狏犻＋１

烅

烄

烆 同向

（１３）

由于算法Ｔａｎｇｅｎｔ＿ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ＿ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ＿

ｃｕｒｖｅ实现一个递推计算过程，而且满足初始条件

狋１，狋２＜狋
　－

２，所以可在前提条件狋犻－１，狋犻＜狋
　－

犻下求狋犻＋１应

满足的条件．当狋犻－１，狋犻＜狋
　－

犻时，根据条件式（１３）并考

虑插值曲线的保形性，结合图２和图３可直观地得

到如下狋犻＋１应满足的条件：

①狋犻＋１狋
　－

犻．

②狋犻＋１＜狋
　－

犻＋１．

③若α犻＝０，则狋犻＋１＝狋
　－

犻．

④若α犻≠０且犻对应无拐段，则应取狋犻＋１使得

犱犻，２在直线段狆犻狇犻上且犱犻，２≠狇犻　 （１４）

犱犻＋１，１在直线段狇犻狆犻＋１上且犱犻＋１，１≠狆犻＋１　 （１５）

其中，狇犻是过点狆犻以狏犻为方向的直线与过点狆犻＋１以

狏犻＋１为方向的直线的交点（见图４），狇犻的存在性由条

件式（６）保证．
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图　４

⑤若α犻≠０且犻对应有拐段，则应取狋犻＋１使得

〈犱犻，２－犱犻－１，狏犻＋１〉≠π且与〈狆犻＋１－狆犻，狏犻＋１〉同号

（１６）

狉犻在直线段狆犻狆犻＋１上且狉犻≠狆犻，狆犻＋１　 （１７）

其中，狉犻是过点犱犻，２和犱犻＋１，１的直线与过点狆犻和狆犻＋１

的直线的交点（见图５）．
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图　５

下面在狋犻－１，狋犻＜狋
　－

犻的前提条件下，根据上述条

件分两步求出狋犻＋１的取值范围：先求出由条件①，

③～⑤确定的取值范围，然后求出由条件②进一步

确定的取值范围．

首先考虑条件式（１４）．由式（１２）的第２式得

犱犻，２－狆犻＝
狋犻＋１－狋

　－

犻

狋
　－

犻－狋犻
（狆犻－犱犻，１）．记

狓犻＝狋犻＋１－狋
　－

犻，犪犻＝
｜狇犻－狆犻｜

｜狆犻－犱犻，１｜
（１８）

则条件式（１４）等价于

０狓犻＜（狋
　－

犻－狋犻）犪犻 （１９）

接着考虑条件式（１６），为此可利用叉乘（犱犻，２－

犱犻－１）×狏犻＋１和（狆犻＋１－狆犻）×狏犻＋１．由于仅牵涉到平面

向量的叉乘，本文的叉乘结果均用带符号的标量表

示，即令狌×狏＝｜狌｜｜狏｜ｓｉｎ（〈狌，狏〉）．由式（１２）的第

１，２式得

犱犻，２－犱犻－１＝狆犻－犱犻，１＋
狋犻＋１－狋

　－

犻

狋
　－

犻－狋犻
（狆犻－犱犻，１）－

狋犻＋１－狋
　－

犻

狋
　－

犻－狋犻－１
（犱犻，１－犱犻－２） （２０）

记

犈犻＝
１

狋
　－

犻－狋犻
（狆犻－犱犻，１）×狏犻＋１－

１

狋
　－

犻－狋犻－１
（犱犻，１－犱犻－２）×狏犻＋１，

犉犻＝（狆犻－犱犻，１）×狏犻＋１，犌犻＝（狆犻＋１－狆犻）×狏犻＋１（２１）

则当α犻≠０时，条件式（１６）等价于

犈犻狓犻＋犉犻≠０且 （犈犻狓犻＋犉犻）犌犻＞０　 （２２）

最后考虑条件式（１５）和（１７），为此令狊犻＝

（犱犻，２－犱犻－１）×（狆犻＋１－犱犻，２）．由式（１２）的第２式得

　狆犻＋１－犱犻，２＝（狆犻＋１－狆犻）－
狋犻＋１－狋

　－

犻

狋
　－

犻－狋犻
（狆犻－犱犻，１）（２３）

于是根据式（２０）和（２３），狊犻是关于狓犻的二次函数：

狊犻＝狊犻（狓犻）＝犃犻狓
２
犻＋犅犻狓犻＋犆犻 （２４）

其中，狓犻在式（１８）中定义，

犃犻＝
１

（狋
　－

犻－狋犻－１）（狋
　－

犻－狋犻）
（犱犻，１－犱犻－２）×（狆犻－犱犻，１），

犅犻＝
１

狋
　－

犻－狋犻
（狆犻－犱犻，１）×（狆犻＋１－狆犻）－

１

狋
　－

犻－狋犻－１
（犱犻，１－犱犻－２）×（狆犻＋１－狆犻），

犆犻＝（狆犻－犱犻，１）×（狆犻＋１－狆犻）．

注意到α犻＝０狊犻（０）＝０，于是结合图４和图５不难

直观地得到，当α犻≠０时，在条件式（１４）成立的情况

下，条件式（１５）成立当且仅当狋犻＋１使得

狊犻（狓犻）狊犻（０）＞０ （２５）

在条件（１６）成立的情况下，条件（１７）成立当且仅当

狋犻＋１使得

狊犻（狓犻）狊犻（０）＜０ （２６）

于是，由式（１９）、（２２）、（２５）和式（２６）知，狋犻＋１应满足
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的条件①，③～⑤等价于如下条件：

（Ｉ）狓犻０

（ＩＩ）若狊犻（０）＝０，则狓犻＝０．

（ＩＩＩ）若犻对应无拐段且狊犻（０）≠０，则狊犻（狓犻）狊犻（０）＞

０且狓犻＜（狋
　－

犻－狋犻）犪犻，其中犪犻由式（１８）定义．

（ＩＶ）若犻对应有拐段且狊犻（０）≠０，则狊犻（狓犻）狊犻（０）＜

０，犈犻狓犻＋犉犻≠０且 （犈犻狓犻＋犉犻）犌犻＞０，其中犈犻，犉犻，犌犻

由式（２１）定义．

根据与式（２４）对应的关于狓犻的二次方程

犃犻狓
２
犻＋犅犻狓犻＋犆犻＝０ （２７）

的根的不同情况，可得到在条件（Ｉ）～（ＩＶ）（即条件

①，③～⑤）限制下狋犻＋１的取值范围如下：

（ａ）若犆犻＝０（此时狊犻（０）＝０），则取狋犻＋１＝狋
　－

犻．

（ｂ）若犆犻≠０且方程（２７）仅有一个正根狓犻，１，

则取

狋
　－

犻狋犻＋１＜狋
　－

犻＋ｍｉｎ｛狓犻，１，（狋
　－

犻－狋犻）犪犻｝，犻对应无拐段

狋犻＋１＞狋
　－

犻＋狓犻，１， 犻
烅
烄

烆 对应有拐段
，

（ｃ）若犆犻≠０且方程（２７）有两个不同的正根

狓犻，１和狓犻，２，设狓犻，１＜狓犻，２，则取

狋
　－

犻狋犻＋１＜狋
　－

犻＋ｍｉｎ｛狓犻，１，（狋
　－

犻－狋犻）犪犻｝或

　狋
　－

犻＋狓犻，２＜狋犻＋１＜狋
　－

犻＋（狋
　－

犻－狋犻）犪犻，　犻对应无拐段

狋
　－

犻＋狓犻，１＜狋犻＋１＜狋
　－

犻＋狓犻，２，　　　 　犻

烅

烄

烆 对应有拐段

．

（ｄ）若犆犻≠０且方程（２７）有两个重正根狓犻，１＝

狓犻，２，则取

狋犻＋１≠狋
　－

犻＋狓犻，１且狋
　－

犻狋犻＋１＜狋
　－

犻＋（狋
　－

犻－狋犻）犪犻，

犻对应无拐段

狋犻＋１的取值范围为空集， 犻

烅

烄

烆 对应有拐段

．

（ｅ）除（ａ）～（ｄ）的其它情况下，取

狋
　－

犻狋犻＋１＜狋
　－

犻＋（狋
　－

犻－狋犻）犪犻，犻对应无拐段

狋犻＋１的取值范围为空集， 犻
烅
烄

烆 对应有拐段
．

（ｆ）若犆犻≠０且犻对应有拐段，在上述各种情况

下狋犻＋１的取值还应满足如下条件：

狋犻＋１＜狋
　－

犻－犉犻／犈犻， 犌犻犈犻＜０且犈犻≠０

狋犻＋１＞狋
　－

犻－犉犻／犈犻， 犌犻犈犻＞０且犈犻≠０

狋犻＋１的取值范围为空集， 犉犻犌犻＜０且犈犻

烅

烄

烆 ＝０

．

上述条件中的犪犻由式（１８）定义．在情况（ｄ）、（ｅ）

和（ｆ）中，当狋犻＋１的取值范围为空集时，可在狆犻与

狆犻＋１之间加上一个数据点．具体处理方法留到后面

讨论．

下面在由条件①，③～⑤的限制下狋犻＋１的取值范

围中进一步考虑条件②对狋犻＋１取值的限制．为此，设

条件①，③～⑤已成立，即条件式（１３）中除了狋犻＋１＜

狋
　－

犻＋１外其它条件已成立．

由式（１２）中的第３式得

狋犻＋１＜狋
　－

犻＋１狋犻＋１－狋犻＜（狋
　－

犻－狋犻）
犱犻＋１，１－犱犻－１
犱犻，２－犱犻－１

狋犻＋１－狋
　－

犻＜（狋
　－

犻－狋犻）
｜犱犻＋１，１－犱犻－１｜

｜犱犻，２－犱犻－１｜
（ ）－１ ，

于是问题转化为在条件①，③～⑤的限制下，求满足

下式的狋犻＋１的取值范围

狋犻＋１－狋
　－

犻＜犫犻（狋
　－

犻－狋犻） （２８）

其中，犫犻＝
犱犻＋１，１－犱犻，２

犱犻，２－犱犻－１
．若α犻＝０，则在条件①，

③～⑤的限制下，只能取狋犻＋１＝狋
　－

犻，显然此时式（２８）

成立．若α犻≠０，则在条件①，③～⑤限制下有

犱犻＋１，１＝犱犻，２＋犫犻（犱犻，２－犱犻－１） （２９）

而且有（犱犻，２－犱犻－１）×狏犻＋１≠０，注意到犱犻＋１，１在过点

狆犻＋１以狏犻＋１为方向的直线上，于是由式（２８）和（２９）

知狋犻＋１应满足狋犻＋１－狋
　－

犻＜（狋
　－

犻－狋犻）
（狆犻＋１－犱犻，２）×狏犻＋１
（犱犻，２－犱犻－１）×狏犻＋１

，

将（犱犻，２－犱犻－１）×狏犻＋１＝犈犻狓犻＋犉犻和式（２３）代入得

狓犻＜
－犉犻狓犻＋珚犌犻
犈犻狓犻＋犉犻

（３０）

其中，狓犻在式（１８）中定义，珚犌犻＝（狋
　－

犻－狋犻）犌犻，犈犻，犉犻，犌犻

由式（２１）定义．根据数据点切向的限制条件式（６），

当α犻≠０时总有珚犌犻≠０．显然，式（３０）等价于

（犈犻狓犻＋犉犻）（犈犻狓
２
犻＋２犉犻狓犻－珚犌犻）＜０　 （３１）

于是根据如下关于狓犻的二次方程

犈犻狓
２
犻＋２犉犻狓犻－珚犌犻＝０ （３２）

的系数的不同情况，可得到如下的在条件①，③～⑤

的限制下当α犻≠０时由式（３１）所确定的狋犻＋１的取值

范围，该取值范围也就是在条件①，③～⑤的限制下

当α犻≠０时由条件②进一步确定的狋犻＋１的取值范围．

显然下面各情况中仍应限制狋犻＋１狋犻：

（ｉ）若犈犻＝０，则当犻对应无拐段，或犻对应有拐

段且犉犻珚犌犻＞０时，取狋
　－

犻狋犻＋１＜狋
　－

犻＋珚犌犻／２犉犻；当犻对应

有拐段且犉犻珚犌犻＜０时，狋犻＋１的取值范围为空集．

（ｉｉ）若犈犻≠０且犈犻犉犻０，则当犻对应无拐段，或

犻对应有拐段且犈犻珚犌犻＞０，犉犻≠０时，取狋
　－

犻狋犻＋１＜

狋
　－

犻＋狓犻，１，其中狓犻，１为此时方程（３２）的唯一正根；当犻

对应有拐段且犈犻珚犌犻＞０，犉犻＝０时，取狋
　－

犻＜狋犻＋１＜狋
　－

犻＋

狓犻，１，其中狓犻，１为此时方程（３２）的唯一正根；当犻对应

有拐段且犈犻珚犌犻＜０时，狋犻＋１的取值范围为空集．

（ｉｉｉ）若犈犻≠０且犈犻犉犻＜０，则当犻对应无拐段，

或犻对应有拐段且犈犻珚犌犻＜０时，取

狋
　－

犻狋犻＋１＜狋
　－

犻＋狓犻，１或狋
　－

犻－犉犻／犈犻＜狋犻＋１＜狋
　－

犻＋狓犻，２，

方程（３２）有两个正根狓犻，１狓犻，２

狋
　－

犻狋犻＋１＜狋
　－

犻－犉犻／犈犻，

烅

烄

烆 否则

；

当犻对应有拐段且犈犻珚犌犻＞０时，取狋
　－

犻－犉犻／犈犻＜狋犻＋１＜
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狋
　－

犻＋狓犻，１，其中，狓犻，１为此时方程（３２）的唯一正根．

取在条件①，③～⑤的限制下的狋犻＋１的取值范

围（见（ａ）～（ｆ））与在条件②进一步限制下的狋犻＋１的

取值范围（见（ｉ）～（ｉｉｉ））的交集即得到节点狋犻＋１的取

值范围．由于狋犻＋１有一定的取值范围，可利用狋犻＋１的

取值进一步控制插值曲线的形状．

应注意到，当犻对应有拐段时，狋犻＋１的取值范围

可能为空集，此时可在狆犻与狆犻＋１之间加上一个数据

点．具体做法是，取狋犻＋１＝狋
　－

犻，使得曲线段犮（狋），狋∈

［狋犻，狋犻＋１］在端点狋犻＋１处插值数据点狆犻，然后在直线段

狆犻狆犻＋１上加取一个数据点狆　^犻，并取一个合适的单位

切向狏　^犻，使得〈狏　^犻，狆犻＋１－狆犻〉与〈狆犻＋１－狆犻，狆犻＋２－

狆犻＋１〉同号，然后按前面的方法继续构造插值曲线．

５　例　子

下面给出用本文的方法构造满足数据点切向约

束的二次Ｂ样条插值曲线的一些例子，并通过这些

例子将本文方法与其它一些插值方法进行比较．在

下面的例子中，在插值曲线两端点狆１和狆狀处的切向

狏１和狏狀预先给定，除两端点外其余数据点处的切向

按下面式（３３）或（３４）计算：

犜犻＝（１－β犻）Δ狆犻－１＋β犻Δ狆犻，狏犻＝
犜犻
犜犻
，

犻＝２，３，…，狀－１ （３３）

犜犻＝（１－γ犻）
Δ狆犻－１

｜Δ狆犻－１｜
＋γ犻

Δ狆犻

｜Δ狆犻｜
，狏犻＝

犜犻
犜犻
，

犻＝２，３，…，狀－１ （３４）

其中，Δ狆犻＝狆犻＋１－狆犻，犻＝１，２，…，狀－１，０β犻，γ犻１．

显然，β犻＝０α犻＝θ犻，β犻＝１α犻＝０，γ犻＝０α犻＝θ犻

且γ犻＝１α犻＝０．除了本文的插值方法，下面例子中

其它插值方法的参数化与节点向量的选取均相一

致，而且端点约束条件均为指定两端的切线．

例１．　取两组数据点．第一组从一个五线谱高

音谱号曲线上取狀＝２３个数据点：狆１ ＝（７７．２，

１０２．７），狆２＝（７５．３，１０１．０），狆３ ＝（７７．０，９７．５），

狆４＝（８１．５，９５．９），狆５＝（８５．４，９８．０），狆６＝（８６．４，

１００．０），狆７＝（８７．３，０９．６），狆８ ＝（８５．５，１３２．３），

狆９＝（８２．０，１５０．０），狆１０＝（７９．６，１７２．９），狆１１＝（８２．３，

１８８．７），狆１２＝（８７．１，１７５．２），狆１３＝（８１．４，１５８．５），

狆１４＝（７０．５，１４４．１），狆１５ ＝（６４．５，１３３．６），狆１６ ＝

（６７．４，１１８．８），狆１７＝（８５．３，１１１．３），狆１８＝（１０１．１，

１２３．６），狆１９＝（９６．７，１３８．０），狆２０＝（８２．０，１４１．９），

狆２１＝（７５．７，１３４．９），狆２２ ＝（７６．８，１２７．５），狆２３ ＝

（８１．３，１２５．３）．第二组取一个连续之字形折线的顶

点作为数据点：狀＝９，狆１＝（１０，１２５），狆２＝（２０，

１５０），狆３＝（４０，１００），狆４＝（６０，１５０），狆５＝（８０，

１００），狆６＝（１００，１５０），狆７＝（１２０，１００），狆８＝（１４０，

１５０），狆９＝（１５０，１２５）．对每一组数据点分别用本文

的方法和均匀参数化、累加弦长参数化、向心参数

化、Ｆｏｌｅｙ参数化方法以及文献［８］中对应切向约束

的参数化方法构造二次Ｂ样条插值曲线，结果见

图６和图７，其中对于同一组数据点所有的插值方

法都取一样的端点条件，而且本文的方法采用式

（３４）确定数据点处的切向狏犻（犻＝２，３，…，狀－１），并

且取狋犻＋１（犻＝２，３，…，狀－１）为其相应取值区间的中

点（当有两个取值区间时，取值较小的区间中点）．

!"#$

均匀参数化
!%&$

累加弦长参数化
'(&$

向心参数化

)*&+,-./0

参数化
)/&+

文献!

1

"的方法
)2#+

本文的方法

图６　用各种插值方法构造的二次Ｂ样条插值曲线的比较（１）

图６和图７表明，传统的插值方法由于预先参

数化和确定节点向量，难以控制插值曲线在数据点

处的切向，当数据点分布不均匀或由数据点确定的

多边形拐点较多时，可能导致插值曲线形状失控（见

图６（ａ）～（ｄ）和图７（ａ）～（ｄ））；文献［８］的参数化方

法利用了数据点处的切向控制，在数据点分布所建

议的曲线形状拐点不集中且在拐点处弯度较小的情

况下，能较好控制插值曲线的形状（见图６（ｅ）），但

该方法限制数据点必须与曲线段连接点重合，这样

在拐点较多或在拐点处弯度较大的情况下，有可能

致使插值曲线在拐点处形状不自然（见图７（ｅ））；本
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文的方法由于充分利用了参数化和节点向量的自由

度，使得插值曲线在数据点处的切向可预先确定，而

且允许曲线段的连接点位置自然调节，不必与数据

点重合，从而即使在拐点较多且在拐点处弯度较大

的情况下也能有效地控制插值曲线，使之具有预期

的形状（见图６（ｆ）和图７（ｆ））．

!"#$

均匀参数化
!%&$

累加弦长参数化

'(&$

向心参数化
)*&+,-./0

参数化

)/&+

文献
123

的方法
'4#+

本文的方法

图７　用各种插值方法构造的二次Ｂ样条插值曲线的比较（２）

例２．　取狀＝１９个数据点：狆１＝（４０，２００），

狆２＝（５０，２００），狆３＝（５０，２４０），狆４＝（１００，２４０），

狆５＝（１００，２１０），狆６＝（８０，２１０），狆７＝（８０，２２０），

狆８＝（７０，２２０），狆９＝（７０，２００），狆１０＝（１００，２００），

狆１１＝（１００，１６０），狆１２＝（１５０，１６０），狆１３＝（１５０，１９０），

狆１４＝（１３０，１９０），狆１５＝（１３０，１８０），狆１６＝（１２０，１８０），

狆１７＝（１２０，２００），狆１８＝（１５０，２００），狆１９＝（１５０，２１０）．

一方面，在不同的数据点切向约束条件下用本文的

方法构造二次Ｂ样条插值曲线，结果见图８，其中

３条插值曲线在数据点处的切向约束分别是：用

式（３３）确定狏犻，其中β犻根据五点方法
［８］计算（对应点

划线）；用式（３３）确定狏犻，其中β犻＝０．５２（犻＝２，３，…，

狀－１）（对应实线）；用式（３４）确定狏犻，其中γ犻＝０．５

（犻＝２，３，…，狀－１）（对应虚线）．三条曲线的节点

狋犻＋１（犻＝２，３，…，狀－１）均取其相应取值区间的中点

（当有两个取值区间时，取值较小的区间中点）．另一

方面，用式（３４）确定狏犻，其中γ犻＝０．５，犻＝２，３，…，

狀－１，两端切向狏１和狏狀也给定，在数据点切向约束

条件不变的情况下，取不同节点狋犻＋１构造二次Ｂ样

条插值曲线，结果见图９．其中，点划线对应的狋犻＋１＝

０．８×犾犻＋１＋０．２×犺犻＋１，实线对应的狋犻＋１＝０．５（犾犻＋１＋

犺犻＋１），虚线对应的狋犻＋１＝０．３×犾犻＋１＋０．７×犺犻＋１，这

里［犾犻＋１，犺犻＋１）或（犾犻＋１，犺犻＋１）为狋犻＋１的取值区间（当有

两个取值区间时，为值较小的区间）．

图８　用本文的方法构造的满足不同的数据点

切向约束的二次Ｂ样条插值曲线

图９　用本文的方法构造的满足相同的数据点切向

约束但节点向量不同的二次Ｂ样条插值曲线

图８表明，数据点的切向约束具有直观地控制

插值曲线形状的能力．图９表明，在相同的数据点切

向约束条件下，利用节点狋犻＋１还可进一步调控插值

曲线的形状．

例３．　取狀＝１２个数据点：狆１＝（１６５，１５０），

狆２＝（７５，１５０），狆３＝（７５，２２５），狆４＝（１５０，２２５），

狆５＝（１５０，１６５），狆６＝（９０，１６５），狆７＝（９０，２１０），

狆８＝（１３５，２１０），狆９＝（１３５，１８０），狆１０＝（１０５，１８０），

狆１１＝（１０５，１９５），狆１２＝（１２０，１９５）．分别用本文的方

法和均匀参数化、准均匀参数化、累加弦长参数化、

向心参数化以及Ｆｏｌｅｙ参数化方法构造二次Ｂ样条

插值曲线，考察改变一个数据点的位置对插值曲线

形状的影响，结果见图１０，其中所有的插值方法都

取一样的端点条件，而且本文的方法采用式（３４）确

定数据点处的切向狏犻，其中γ犻＝０．５（犻＝２，３，…，

狀－１），并且取狋犻＋１（犻＝２，３，…，狀－１）为其相应取值

区间的中点（当有两个取值区间时，取值较小的区间

中点）．对于每种插值方法都产生三条插值曲线：实

线为对应原数据点的插值曲线；点划线为将数据点

９３１２１２期 潘日晶：满足数据点切向约束的二次Ｂ样条插值曲线



狆８修改为珚狆８＝（１２０，２００）后的插值曲线，虚线为将

数据点狆４修改为珚狆４＝（１７０，２６５）后的插值曲线．

!"#$

均匀参数化
!%&$

准均匀参数化

'(&$

累加弦长参数化
)*&+

向心参数化

!,&$-./,0

参数化
)1&+

本文的方法

图１０　改变一个数据点的位置对二次Ｂ样条

插值曲线形状的影响

图１０表明，用本文的方法构造的二次Ｂ样条

插值曲线对于数据点的改变具有较好的局部性质，

而用传统的插值方法构造的插值曲线局部性能差，

一个数据点的改变会引起整条曲线的较大改变．

６　结　论

以往的整体插值方法往往预先确定数据点的参

数化和节点向量，通过求解线性方程组来确定插值

曲线的控制顶点序列，所构造的插值曲线的形状有

时难以预期．本文给出的二次Ｂ样条曲线插值方法

充分利用数据点的参数化和节点向量的自由度，通

过数据点处的切向约束来直观地控制插值曲线的形

状，使得所构造的插值曲线在各数据点具有指定切

向，达到预期形状．本文方法允许插值曲线各段的连

接点与数据点不一致，使得二次Ｂ样条插值曲线的

形状更自然．

用本文方法构造插值曲线是一个递推过程，在

插值过程中根据数据点及其切向的约束条件递推地

确定数据点的参数值、节点和控制顶点，不必解线性

方程组．

用本文方法构造二次Ｂ样条插值曲线时，在满

足数据点切向约束的条件下，还有一定的自由度：可

利用节点狋犻＋１进一步调控插值曲线的形状．另外，用

本文的方法构造的二次Ｂ样条插值曲线对于数据

点的改变具有较好的局部性质，这种性质在几何设

计中是十分有用的，而用传统的插值方法构造的插

值曲线不具有局部性质．通过实验结果的比较，本文

方法在插值曲线的形状控制、局部性等方面都体现

出良好的性质．

以用本文方法构造的具有预期形状的二次Ｂ

样条插值曲线为基础，进一步构造更高阶的可控制

形状的Ｂ样条插值曲线，是今后要研究的内容．
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