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子空间搜索广义主成分分析
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摘　要　ＧＰＣＡ（ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）是近几年提出的一种数据聚类和降维方法，它通过将样

本聚类为不同的子空间得到样本的低维表达．ＧＰＣＡ方法已经被应用于图像分割、图像聚类等问题．原有的ＧＰＣＡ

算法具有指数计算复杂度，很难应用于高维数据的实际处理．文中针对此问题，提出了基于子空间搜索的ＳＧＰＣＡ

算法，将聚类问题分解为单个平面的单个垂直向量的搜索问题，对不同子空间分别搜索，从而实现多项式复杂度算

法．实验表明，新方法不仅计算复杂度低，而且对噪声的鲁棒性也更强．
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１　引　言

ＧＰＣＡ是由Ｖｉｄａｌ等人提出的数据聚类和降维

算法［１］．ＧＰＣＡ根据样本所在子空间对其进行聚类，

每类数据可在其子空间内得到低维表示．它主要应

用于基于运动的图像分割［２３］、基于纹理的图像分

割［４］、混合线性时不变系统的辨识［５］和图像压缩［６］

等问题．

假设样本集犡 由犖 个犓 维样本组成，需要聚

类为狀个不同的子空间，ＧＰＣＡ用一个高维曲面统

一表示所有狀个子空间，并通过数据拟合得到曲面

方程，再将曲面分解为不同子空间得到低维子空间

表达．由于ＧＰＣＡ算法在第一步中采用曲面拟合的

方法，所以要求对一个犆
犓－１

狀＋犓－１×犖 维的矩阵进行

ＳＶＤ分解，具有指数计算复杂度，随着计算空间的

增长问题将很快无法计算．文献［６７］的作者提出先

对样本集犡降维，再用ＧＰＣＡ聚类，从而减小计算



量的方法．但这种方法在降维过程中可能造成不同

子空间的混叠，使混叠的子空间不可区分．

本文针对现有方法计算复杂度高的问题，提出

了基于子空间搜索的ＳＧＰＣＡ算法．新算法对所有

子空间单独计算，将计算量降低到多项式复杂度．本

文第２节将对原有ＧＰＣＡ算法进行简单介绍；第３

节提出新的ＳＧＰＣＡ算法，文中将由特殊到一般地

逐步解决子空间聚类问题，３．１节求解单个 犓－１

维子空间的问题，３．２节求解多个犓－１维子空间，

３．３节求解多个低维子空间的问题；第４节将给出

实验结果．

２　犌犘犆犃

ＧＰＣＡ算法考虑如下问题：假设犓 维空间犚犓

中的样本集犡＝｛狓犼∈犚
犓｝犖
犼＝１
分别处于狀个未知的

线性子空间犛＝｛犛犻犚
犓｝狀犻＝１，要求犛犻与犡犻，其中

犡犻＝｛狓犼∈犡：狓犼∈犛犻｝．

２．１　犌犘犆犃算法
［７］

设子空间犛犻的维数为犓－犽犻，则犛犻可以用犽犻个

线性方程来表示：

犛犻＝｛狓∈犚
犓：犅Ｔ犻狓＝０｝＝｛狓∈犚

犓：∧

犽犻

犼＝１

（犫Ｔ犻犼狓＝０）｝

（１）

其中犅犻［犫犻１，…，犫犻犽犻
］∈犚

犓×犽犻是犛犻正交补的一组

基．任意点狓必属于一个子空间，即

∨
狀

犻＝１
∧

犽犻

犼＝１

（犫Ｔ犻犼狓＝０）∧
σ
∨
狀

犻＝１

（犫Ｔ犻σ（犻）狓＝０）

∧
σ∏

狀

犻＝１

（犫Ｔ犻σ（犻）狓）＝０

∧
σ
狆狀σ（狓）＝０ （２）

其中，σ表示一种选取犫犻σ（犻）的组合方式．设ν狀：犚
犓
→

犚犕狀
（犓）是狀维Ｖｅｒｏｎｅｓｅ映射

［１］，其中犕狀（犓）＝犆
犓－１

狀＋犓－１
，

则犓 元狀次多项式可表示为狆狀σ（狓）＝犮
Ｔ
狀σν狀（狓），其

中犮狀σ为各单项式系数．

综上所述，狓∈犡，犮
Ｔ
狀σν狀（狓）＝０，即

犮Ｔ狀σ犞狀＝０ （３）

其中，犞狀＝［ν狀（狓１），ν狀（狓２），…，ν狀（狓犖）］．通过求解

方程（３）可以得到犮狀σ．

设狓犼∈犛犻，则有犇狆狀σ（狓犼）＝∑
狀

犻＝１

（犫犻σ（犻））∏
犾≠犻

（犫Ｔ犾σ（犾）狓犼），

即犫犻σ（犻）＝
犇狆狀σ（狓犼）

犇狆狀σ（狓犼）
．只要为每个子空间犛犻选定一

个样本狓犼（犻），对所有多项式犮
Ｔ
狀σν狀（狓）在点狓犼（犻）处求

导，即可得到犛犻的所有垂直向量犫犻犼．对样本点的分

类结果为 犡^犻＝｛狓∈犡：犱（狓，犛犻）＝ｍｉｎ
犼
犱（狓，犛犼）｝，其

中犱（狓，犛狋）表示点狓到子空间犛狋的距离．

２．２　犌犘犆犃算法的不足

已有的 ＧＰＣＡ算法能够很好地解决数据聚类

和降维问题，但计算复杂度高，当狀，犓 较大时不可

计算．

ＧＰＣＡ算法中运算复杂度最高的部分是求解方

程（３）和选择样本狓犼（犻）．前者对犕狀（犓）×犖 维的矩

阵犞狀进行ＳＶＤ分解，时间复杂度为犗（狀
２犓犖），空间

复杂度为犗（狀犓犖），后者对每个样本求犿狀维矩阵广

义逆，计算复杂度为犗（犖犿３狀），其中犿狀为方程（３）的

解个数．当犓 增大时，计算量呈指数增长，而且随着

计算空间的增长将导致问题无法计算．文献［７］的作

者建议先对犡 降维，再在低维空间中聚类．文中证

明了能够保证子空间不混叠的映射方向集是稠密开

集，但也指出不能判断一个特定映射是否能够保留

样本特性，所以必须取各种不同映射方向进行计算，

从中选取最好的解作为最终结果．

３　犛犌犘犆犃

针对上面提出的问题，本文提出一种新的具有

多项式计算复杂度的ＳＧＰＣＡ算法．新算法将空间

聚类问题转换为优化问题，通过求解问题的各个极

小解得到各个子空间的垂直向量．下面将由特殊到一

般地解决子空间分解问题：由单个子空间到多个子空

间的问题，由犓－１维子空间到低维子空间问题．

３．１　单个子空间犽犻＝１的情况

设犛１＝｛狓∈犚
犓：（犫Ｔ１狓＝０）｝，且样本被加性噪

声狓狀＝［狓狀（１），狓狀（２），…，狓狀（犓）］Ｔ∈犚
犓污染．只要

噪声分布满足如下条件：狉狊，使得犫，犮≠０满足

犘（｜犫
Ｔ狓狀｜＜狉狊）＞犘（｜犫

Ｔ狓狀－犮｜＜狉狊）．则对犫有

犘（｜犫
Ｔ
１狓｜＞狉狊）＜犘（｜犫

Ｔ狓｜＞狉狊），所以子空间垂直向

量是如下问题的解：

犫１＝ａｒｇｍｉｎ
｜犫｜＝１
∑
狓∈犡

犺（｜犫
Ｔ狓｜－狉狊） （４）

其中，犺（狊）＝
０，狊０

１，狊＞｛ ０
．可以证明，常用的零均值广

义高斯分布满足上述条件，所以上述条件并不影响

算法适用范围．

由于函数犺（狊）不可导，很难求式（４）的最小解．

为了使用基于梯度的优化算法，使用可导的Ｓｉｇｍｏｉｄ

函数犺狊（狊）＝
１

１＋ｅｘｐ －
狊（ ）λ
代替阶跃函数，从而使
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问题（４）可导，其中λ只影响目标函数的平滑性，只

要目标函数可解，其取值对结果影响不大，在实验

中，当λ∈［１０，１０００］时，计算结果基本相同，本文实

验中取λ＝２０．对于引入犺狊（狊）函数导致的误差，我

们使用迭代算法使计算结果只受置信区间内的样本

影响．每次迭代中抛弃距离上次搜索的子空间较远

的样本，逐步得到精确解，具体算法见算法１，其中α

为样本中单个子空间样本所占比例，β为每次迭代

保留的样本比例，实验中取β＝α
０．２．

算法１．　搜索算法．

１．狑＝１，犢狑＝犡；

２．求解犫＝ａｒｇｍｉｎ
｜犫｜＝１ ∑狓∈犢狑

犺狊（｜犫
Ｔ狓｜－狉狊）；

３．若｜犢狑｜＜α·｜犡｜，算法结束，否则继续；

４．计算样本到子空间的距离犾犼＝｜犫
Ｔ狓犼｜；

５．设犾（犼）为犾犼的顺序统计量，狑＝狑＋１，犢狑＝｛狓犼：狓犼∈

犢狑－１，犾犼＜犾（β·｜犢狑－１｜）｝，转步２．

３２　多个子空间犽犻＝１的情况

当问题涉及多个子空间时，每个子空间的垂直

向量都是问题（４）的一个极小解．设共有狀个子空

间，犛犻＝｛狓∈犚
犓：（犫Ｔ犻狓＝０）｝，各子空间样本点数

犖犻＝｜犡犻｜，则

犘（｜犫
Ｔ狓｜＞狉狊）＝∑

狀

犻＝１

犖犻
犖
犘（｜犫

Ｔ狓｜＞狉狊｜狓∈犛犻）．

对某一个子空间的垂直向量犫犻，犘（｜犫
Ｔ
犻狓｜＜狉狊，狓∈

犛犻）犘（｜犫
Ｔ
犻狓｜＜狉狊，狓犛犻），在犫犻的小邻域内忽略其

它子空间的影响有

犘（｜犫
Ｔ狓｜＜狉狊）≈

犖犻
犖
犘（｜犫

Ｔ狓｜＜狉狊｜狓∈犛犻），

可知犫犻是问题（４）的一个极小解．因此每个子空间的

垂直向量对应问题（４）的一个极小解，求各个子空间

的垂直向量即为求问题（４）的各个极小解．

在求出一个极小解后，为了计算其它极小解，这

里需要设计新的不包含已有解的最小化问题，重复

计算直至得到所有解，最后再去掉由噪声造成的

虚假解．新的最小化问题可以通过减少样本点来构

造，算法１中的参数α，β根据剩余样本中的子空间

数量确定，极小解是否已完全找到以及极小解是否

对应真实子空间均可根据剩余点数进行判定．

设噪声 狓狀 满足：狉狋，狆狋对 犫，犮≠０ 满足

犘（｜犫
Ｔ狓狀｜＜狉狋）＞犘（｜犫

Ｔ狓狀－犮｜＜狉狋）且犘（｜犫
Ｔ狓狀｜＜

狉狋）狆狋．当已有犿个子空间时，排除已有子空间的狉狋

半径内的点，则剩余样本中属于已有子空间犛犻的样本

数小于（１－狆狋）犖犻，在剩余样本中重新解问题（４）就可

以得到其它极小解．如果已知全部子空间数量的上界

狀，则剩余样本中包含子空间数上界为狀－犿，单个子

空间样本数比例平均为 １

狀－犿
，由于各子空间样本数

可能不同，实验中取搜索算法参数α＝
１

３（狀－犿＋１）
．

当所有子空间都搜索到时，剩余野值点数量

犖狉为

犖狉∑
狀

犻＝１

（１－狆狋）犖犻＝（１－狆狋）犖 （５）

如果某极小解不对应真实子空间，则置信范围内的样

本点数犖（犛犻）＝｜｛狓：狓∈犡，犱（狓，犛犻）狉狋｝｜应小于

（１－狆狋）犖．本文中将阈值放大γ倍，以增强算法鲁棒

性，实验中取γ＝３．由于子空间数只作为真实子空间

的判据，所以算法不需要子空间的准确数量，只要估

计子空间数量的上界．算法２结合了以上几点，将一

个空间分解为几个子空间．

算法２．　分解算法．

１．犛＝；

２．犢＝｛狓：狓∈犡，犛犻∈犛，犱（狓，犛犻）＞狉狋｝，设α＝

１

３（狀－｜犛｜＋１）
，β＝α

０．２，在犢 内应用算法１，得到新子空间

犛ｎｅｗ；

３．若｜犛｜＜狀或犖（犛ｎｅｗ）＞ｍｉｎ
犛
犻∈
犛
犖（犛犻），则继续；否则算法

结束，搜索结果集合为｛犛犻∈犛：犖（犛犻）＞γ（１－狆狋）犖｝；

４．犛＝犛∪｛犛ｎｅｗ｝，若｜犛｜＞狀，去掉犖（犛犻）最小的｜犛｜－狀

个子空间，转步２．

３．３　多个子空间犽犻１的情况

对于低维子空间，同样符合算法２的使用条件，

算法将得到多个犓－１维子空间，分别包含所有真实

子空间．与文献［４５，７］中提出的方法类似，对任意

犓－１维子空间，只要将其中样本降至犓－１维，就可

以继续使用算法２得到子空间的其它垂直向量，直到

算法２不能满足终止条件（５），则当前子空间不能继

续分解．由于算法２不要求已知子空间准确数量，这

里也只需要子空间数量的上界狀ｍａｘ．ＳＧＰＣＡ在计算

过程中并不预先假设噪声的具体分布，算法中只使用

噪声的两个置信区间狉狊，狉狋和对应的狆狋．

算法３．　ＳＧＰＣＡ算法．

１．设犃＝｛犚犓｝和犅＝；

２．取出 犃 中任意子空间犛狋，设 犃 中剩余子空间为

｛犛犃犻｝
犪
犻＝１，犅为｛犛

犅
犻
｝犫
犻＝１
；

３．设犢＝｛狓∈犡：犱（狓，犛狋）狉狋，犻犪，犱（狓，犛
犃
犻）＞狉狋，

犻犫，犱（狓，犛犅犻）＞狉狋｝；

４．将犢降维到犛狋上，取狀＝狀ｍａｘ－犪－犫，对犢使用算法２，

得到子空间集合｛犛
ｎｅｗ
犻 ｝

犿
犻＝１
；

５．犡狉＝｛狓∈犢：犻犿，犱（狓，犛
ｎｅｗ
犻
）＞狉狋｝，若｜犡狉｜＞

γ（１－狆狋）｜犢｜，则犅＝犅∪｛犛狋｝；否则犃＝犃∪｛犛
ｎｅｗ
犻 ｝

犿
犻＝１
；

６．若犃为空，算法结束，否则转步２．
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３．４　算法复杂度

由于最小化问题可导，所以本文中使用ＳＱＰ

（ＳｅｑｕｅｎｔｉａｌＱｕａｄｒａｔｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）方法求解式（４），

如果限定迭代次数，则求解计算复杂度为犗（犓２＋

犓犖），一般有犖犓，则复杂度为犗（犓犖）．

ＳＧＰＣＡ中每次调用算法１可以将每个子空间

降低一维，所以调用次数为犗 ∑
狀

犻＝１

犽（ ）犻 ，总计算量为

犗 犓犖∑
狀

犻＝１

犽（ ）犻 ．ＳＧＰＣＡ不需要将样本映射到高维空间

中，只需要存储样本原始数据，所以算法空间复杂度

为犗（犓犖）．

４　实验结果

这里使用人工数据进行实验，选择犓＝１２，狀＝３，

犖犻＝１０００，各子空间犛犻＝｛［狓（１），狓（２），…，狓（犓）］∈

犚犓：狓（犻）＝０｝，其它各维服从均匀分布犝［－１００，

１００］．设 样 本带 有加性 零均值高斯噪声 狓狀 ～

犖（０，狏２犐），其中方差狏＝５．对高斯噪声，取两组置信

区间狉狊＝狏，狉狋＝２狏，则狆狋＝０．９５．实验１从时间、空

间复杂度以及聚类正确率三方面比较新算法与原有

算法［８］，表１中列出了实验结果．可以看出，新算法

在三个方面均表现出优势．

表１　对子空间过零点问题的计算性能比较

方法 计算时间／ｓ 使用内存／ＭＢ 错分点数

原有算法 ３９．６ ＞１００ ２７２

新方法 １７．５ ＜２ ２４２

实验２测试算法对噪声的鲁棒性，取狏为０，１，

２，…，２５，以错分点数为指标比较新算法与原有算法

的性能．设犛^（狓）表示样本狓的聚类结果，则使用真实

子空间进行分类时分类错误概率如式（６），对方差的

各个取值分别进行数值积分可得错分点数的理论值．

　　 犘（｜犛^（狓）≠犛犻｜狓∈犛犻）＝

　　　　　 １－犘（｜狓
狀（１）｜＜｜狓（２）＋狓

狀（２）｜，

　　　　　 ｜狓
狀（１）｜＜｜狓（３）＋狓

狀（３）｜） （６）

图１显示了两种算法在不同噪声下错分点数以

及理论最优值，原有算法在噪声较大时不稳定，聚类

容易失败，而新算法在较大噪声条件下错分点数仍

然接近理论值．
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图１　不同噪声下算法性能比较

　　图２所示为算法所用内存、时间及错分点数随

犓 增加的变化趋势，实验中仍使用上述数据模型．

可以看出在犖 与犽犻固定的情况下，算法计算量相对

犓线性增长，而错分点数与数据维数基本无关．图３

所示为算法所用内存、时间及错分点数随狀增加的

变化趋势，在实验中固定犓 与犽犻，犖犻＝１０００，可以看

出算法计算量相对犖 呈线性增长，错分点数与理论

值较为接近．
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图３　算法所用内存、时间和错分点数

随子空间数增加的变化

５　结　论

本文针对原有 ＧＰＣＡ算法计算复杂度高的问

题，提出了新的ＳＧＰＣＡ算法．通过将问题分解为单

个子空间的单个垂直向量的搜索，降低了算法的时

间空间复杂度．实验结果证明，新算法计算时间短，

且对噪声的鲁棒性更高．
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