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摘　要　对有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线进行了形状分析，得出曲线上含有奇点、拐点和曲线为局部凸或全局凸的、用控制多

边形边向量相对位置表示的充分必要条件，并讨论了权因子变化对曲线形状图的影响．
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１　引　言

ＣＢéｚｉｅｒ曲线除了具有Ｂéｚｉｅｒ曲线的诸多优

点外，还有一个整体形状调整参数０＜α＜２π，并且

能精确表示圆弧、椭圆弧以及正弦曲线等非代数

曲线［１２］．但是其形状参数的调节能力非常有限，即

ＣＢéｚｉｅｒ曲线只能在相应的（同一控制多边形）Ｂéｚｉｅｒ

曲线和控制多边形首末端点连线之间进行调节，而

且它不能精确表示双曲线和抛物线．本文考虑其有

理形式，即有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线．文献［３］借助Ｃ曲线

与摆线及正弦曲线之间的仿射变换得到了ＣＢéｚｉｅｒ

曲线的奇拐点分布图；文献［４］指出尖点条件线是拐

点区域的包络曲线，并通过连续映射的方法巧妙地

得到了重结点区域，从而给出了划分简单且易于判

断的奇拐点分布图，并讨论了形状参数对分布图中

奇拐点区域的影响；但文献［３４］都没有对曲线的凸

性作深入讨论，即当曲线上无尖点、重结点和拐点时

曲线为局部凸还是全局凸．本文在文献［４］的基础上

对有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线进行了形状分析，进一步发现

局部凸区域与重结点区域的两条边界线之间存在包

络关系，由此得出了有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线的完全形状

分布图，图中除了划分出奇拐点分布区域外，还给出

了局部凸区域和全局凸区域．文中还讨论了权因子



变化对形状图中各区域的影响，置所有权因子相等

便可得ＣＢéｚｉｅｒ曲线的形状图，令形状参数α→０又

可得有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲线的形状图．

２　空间有理犆犅é狕犻犲狉曲线的形状分析

有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线可定义为

狆（狋）＝∑
３

犻＝０

犫犻犚犻（狋），　０狋１

其中，犫犻∈!

３（犻＝０，１，２，３）为控制顶点（用列向量表示），

犚犻（狋）＝
ω犻犣犻（狋）

犚（狋）
（犻＝０，１，２，３），犚（狋）＝∑

３

犼＝０

ω犼犣犼（狋），

权因子ω犻＞０（犻＝０，１，２，３），犣犻（狋）（犻＝０，１，２，３）为

ＣＢéｚｉｅｒ基函数：

犣０（狋）＝
α－α狋－ｓｉｎ（α－α狋）

α－ｓｉｎα
，

犣３（狋）＝
α狋－ｓｉｎ（α狋）

α－ｓｉｎα
，

犣１（狋）＝犕
１－ｃｏｓ（α－α狋）

１－ｃｏｓα
－犣０（狋［ ］），

犣２（狋）＝犕
１－ｃｏｓ（α狋）

１－ｃｏｓα
－犣３（狋［ ］），

犕 ＝
（１－ｃｏｓα）

２

２－２ｃｏｓα－αｓｉｎα
．

当犫０，犫１，犫２，犫３不共面时，狆（狋）为空间曲线，关于空

间有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线有如下定理．

定理１．　空间有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线狆（狋）为挠曲

线，无奇点及泛拐点，并且与其控制多边形的旋转方

向一致．

证明．设犪犻＝犫犻－犫犻－１，犻＝１，２，３，则可将狆（狋）

改写为

狆（狋）＝犫０＋［１－犚０（狋）］犪１＋［犚２（狋）＋犚３（狋）］犪２＋

犚３（狋）犪３，　０狋１ （１）

　　（Ｉ）关于尖点：曲线（１）上的点狆（狋０）（０＜狋０＜１）

为尖点的必要条件是

狆′（狋０）＝－犚′０（狋０）犪１＋［犚′２（狋０）＋犚′３（狋０）］犪２＋

犚′３（狋０）犪３ ＝０ （２）

　　因为犫０，犫１，犫２，犫３不共面，所以犪１，犪２，犪３线性无

关，从而由式（２）可得犚′０（狋０）＝０，犚′２（狋０）＝０，

犚′３（狋０）＝０．又犚′０（狋０）＝０狋０＝１与犚′３（狋０）＝０狋０＝０

矛盾．故曲线狆（狋）无尖点．

（ＩＩ）关于重结点：设有０狋１＜狋２１使狆（狋１）－

狆（狋２）＝０，则有

［犚０（狋２）－犚０（狋１）］犪１＋［犚２（狋１）＋犚３（狋１）－犚２（狋２）－

　　　犚３（狋２）］犪２＋［犚３（狋１）－犚３（狋２）］犪３＝０ （３）

因为犪犻（犻＝１，２，３）线性无关，所以由式（３）可得

犚０（狋１）＝犚０（狋２），犚３（狋１）＝犚３（狋２）．

这显然与基函数犚０（狋）的单调递减性及犚３（狋）

的单调递增性相矛盾．所以曲线狆（狋）无重结点．

（ＩＩＩ）关于泛拐点：泛拐点是指空间曲线上挠率

变号的点．设犵（狋）＝ｄｅｔ（狆′（狋），狆″（狋），狆（狋）），我们有

犵（狋）＝ｄｅｔ∑
３

犻＝０

犫犻犚′犻（狋） ∑
３

犻＝０

犫犻犚″犻（狋） ∑
３

犻＝０

犫犻犚犻（狋［ ］）

＝－

∑
３

犻＝０

犫犻犚犻（狋）∑
３

犻＝０

犫犻犚′犻（狋）∑
３

犻＝０

犫犻犚″犻（狋）∑
３

犻＝０

犫犻犚犻（狋）

∑
３

犻＝０

犚犻（狋） ∑
３

犻＝０

犚′犻（狋） ∑
３

犻＝０

犚″犻（狋） ∑
３

犻＝０

犚犻（狋）

＝－
犫０犫１犫２犫３［ ］
１ １ １ １

犚０（狋）犚′０（狋）犚″０（狋）犚０（狋）

犚１（狋）犚′１（狋）犚″１（狋）犚１（狋）

犚２（狋）犚′２（狋）犚″２（狋）犚２（狋）

犚３（狋）犚′３（狋）犚″３（狋）犚３（狋

熿

燀

燄

燅）

＝－
犫０犪１犪２犪３

１０００

ω０ω１ω２ω３
犚４（狋）

犣０（狋）犣′０（狋）犣″０（狋）犣０（狋）

犣１（狋）犣′１（狋）犣″１（狋）犣１（狋）

犣２（狋）犣′２（狋）犣″２（狋）犣２（狋）

犣３（狋）犣′３（狋）犣″３（狋）犣３（狋）

＝
ω０ω１ω２ω３
犚４（狋）

（犪１，犪２，犪３）犇（狋）．

其中（犪１，犪２，犪３）为向量犪１，犪２，犪３的混合积，犇（狋）＝

犣０（狋）犣′０（狋）犣″０（狋）犣０（狋）

犣１（狋）犣′１（狋）犣″１（狋）犣１（狋）

犣２（狋）犣′２（狋）犣″２（狋）犣２（狋）

犣３（狋）犣′３（狋）犣″３（狋）犣３（狋）

．容易算得犇′（狋）＝０，所

以犇（狋）≡犇（０），直接计算可得犇（０）＝
α
６犕

（α－ｓｉｎα）
２＞

０，０＜α＜２π；又犪１，犪２，犪３线性无关，所以（犪１，犪２，

犪３）≠０；从而对于任意的０＜狋＜１都有犵（狋）≠０，并

且与（犪１，犪２，犪３）同号．所以曲线狆（狋）无泛拐点，并且

与其控制多边形犫０犫１犫２犫３具有相同的旋转方向．

证毕．

３　平面有理犆犅é狕犻犲狉曲线的形状分析

如犫０，犫１，犫２，犫３共面，则狆（狋）为平面曲线，此时

（犪１，犪２，犪３）＝０．

首先不妨设犪１／‖犪３，那么犪２可表示为犪１与犪３的

线性组合犪２＝λ犪１＋μ犪３，代入式（１）可得

狆（狋）＝犫０＋［１－犚０（狋）＋λ（犚２（狋）＋犚３（狋））］犪１＋
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［犚３（狋）＋μ（犚２（狋）＋犚３（狋））］犪３ （４）

３１　关于尖点

曲线狆（狋）有尖点的必要条件是狆′（狋）＝０，０＜

狋＜１．由式（４）得

［－犚′０（狋）＋λ（犚′２（狋）＋犚′３（狋））］犪１＋

［犚′３（狋）＋μ（犚′２（狋）＋犚′３（狋））］犪３ ＝０ （５）

因为犪１与犪３线性无关，由式（５）可得参数曲线

犆：

λ＝
ω０犣′０（狋）－犚０（狋）犚′（狋）

ω２犣′２（狋）－犚２（狋）犚′（狋）＋ω３犣′３（狋）－犚３（狋）犚′（狋）

μ＝
－［ω３犣′３（狋）－犚３（狋）犚′（狋）］

ω２犣′２（狋）－犚２（狋）犚′（狋）＋ω３犣′３（狋）－犚３（狋）犚′（狋

烅

烄

烆 ）

，　０＜狋＜１ （６）

设与狋０（０＜狋０＜１）对应的（λ０，μ０）∈犆，在展开式

狆′（狋）＝狆″（狋０）（狋－狋０）＋狅（狋－狋０）中狆″（狋０）≠０，故

狆′（狋）经过狋０时方向反变，所以曲线犆是尖点条件

曲线．

３２　关于拐点

经计算可得曲线狆（狋）的副法线向量为狆′（狋）×

狆″（狋）＝犳（狋；λ，μ）犪１×犪３，其中

犳（狋；λ，μ）＝－
犚′０（狋） 犚′３（狋）

犚″０（狋） 犚″３（狋）
＋　　　　

λ
犚′２（狋） 犚′３（狋）

犚″２（狋） 犚″３（狋）
＋μ

犚′０（狋） 犚′１（狋）

犚″０（狋） 犚″１（狋）
（７）

点狆（狋０）（０＜狋０＜１）是拐点当且仅当犳（狋；λ，μ）经过

狋０时变号．所以在λμ平面上，使得狆（狋）有拐点的可

能区域必为直线族犳（狋；λ，μ）＝０所覆盖，求此直线

族的包络，即解关于λ，μ的方程
犳（狋；λ，μ）＝０

犳′狋（狋；λ，μ）
｛ ＝０

．恰

好可得曲线犆．经容易但比较烦琐的计算可知曲线

犆是严格凸的连续曲线，因此曲线犆的切线所扫过

的区域为犛∪犇∪犆（如图１），亦即所求的可能拐点
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图１　平面有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线的形状图

过任一点（λ０，μ０）∈犛∪犇∪犆至少有一条λμ平

面上的直线犳（狋０；λ，μ）＝０与曲线犆相切．当（λ０，μ０）∈

犆时，由 Ｔａｙｌｏｒ展式犳（狋；λ０，μ０）＝
１

２
犳″狋狋（狋０；λ０，

μ０）（狋－狋０）
２＋狅（狋－狋０）

２，其中犳″狋狋（狋０；λ０，μ０）≠０，知

犳（狋；λ０，μ０）经过狋０时不变号，故此时狆（狋）无拐点；

当（λ０，μ０）∈犛∪犇 时，设过它与曲线犆相切的直线

之一为犳（狋０；λ，μ）＝０，则由犳（狋；λ０，μ０）＝犳′狋（狋０；λ０，

μ０）（狋－狋０）＋狅（狋－狋０），犳′狋（狋０；λ０，μ０）≠０，知犳（狋；λ０，

μ０）经过狋０时变号，从而狆（狋０）是拐点．进一步，当

（λ０，μ０）∈犛时，过它只能作曲线犆的一条切线，对

应狆（狋）只有一个拐点；当（λ０，μ０）∈犇 时，过它可作

曲线犆的两条切线，对应狆（狋）有两个拐点．

３３　关于重结点

曲线狆（狋）有重结点，当且仅当存在０狋１＜狋２

１，使得狆（狋１）－狆（狋２）＝０，这等价于λ，μ，狋１和狋２满足

方程组：

λ＝
犚０（狋２）－犚０（狋１）

犚２（狋２）＋犚３（狋２）－犚２（狋１）－犚３（狋１）

μ＝
犚３（狋１）－犚３（狋２）

犚２（狋２）＋犚３（狋２）－犚２（狋１）－犚３（狋１

烅

烄

烆 ）

，（狋１，狋２）∈Δ

（８）

其中，Δ＝｛（狋１，狋２）∈犈
２ ０狋１＜狋２１｝．容易验证

式（８）定义了１个拓扑映射犉：Δ犈
２
→犈

２，因此象

域犔＝犉（Δ）是λμ平面上的单连通区域，象域犔的３

条边界线与Δ的３条边界线狋１＝狋２，狋１＝０和狋２＝１

相对应，即分别为曲线犆（不属于犔），犔１和犔２（都属

于犔）．犔中的点（λ０，μ０）所对应的曲线狆（狋）有且只

有１个二重结点．其中犔１和犔２的参数方程如下：

犔１：

λ＝－
ω１犣１（狋）＋ω２犣２（狋）＋ω３犣３（狋）

ω２犣２（狋）＋ω３犣３（狋）

μ＝－
ω３犣３（狋）

ω２犣２（狋）＋ω３犣３（狋

烅

烄

烆 ）

，０＜狋１

（９）

犔２：

λ＝－
ω０犣０（狋）

ω０犣０（狋）＋ω１犣１（狋）

μ＝－
ω０犣０（狋）＋ω１犣１（狋）＋ω２犣２（狋）

ω０犣０（狋）＋ω１犣１（狋

烅

烄

烆 ）

，０狋＜１

（１０）

　　由分析学可推知曲线犔１和犔２均为单调下降的、

严格凸的连续曲线．犔１和犔２相交于点（－１，－１），犔１

以λ轴为渐近线，犔２以μ轴为渐近线；曲线犆以λ轴

和μ轴为渐近线，并且犆与犔１，犔２不相交．
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３４　关于凸性

狆′（狋）×狆″（狋）＝犳（狋；λ，μ）犪１×犪３ （１１）

狆′（０）×［狆（狋）－狆（０）］＝

ω１α（１－ｃｏｓα）

ω０（α－ｓｉｎα）
［犚３（狋）＋μ（犚２（狋）＋犚３（狋））］犪１×犪３

（１２）

［狆（狋）－狆（０）］×狆′（狋）＝φ（狋；λ，μ）犪１×犪３ （１３）

其中

φ（狋；λ，μ）＝（１－犚０）犚′３＋犚′０犚３＋λ（犚２犚′３－犚′２犚３）＋

μ［（１－犚０）（犚′２＋犚′３）＋犚′０（犚２＋犚３）］．

　　对于任意的狋０∈（０，１），如果由式（１１）～式（１３）

分别所确定的向量经过狋０时其方向都不发生反变，

则曲线狆（狋）为全局凸；如果由式（１１）所确定的向量

经过狋０时方向不发生反变，而由式（１２）或式（１３）所

确定的向量经过狋０时方向反变，则曲线狆（狋）为局部

凸（参见文献［５］）．

由３．２节中的讨论可知当（λ，μ）∈犖＝犖０∪犖１∪

犖２＝犈
２
＼（犆∪犛∪犇∪犔）（如图１所示）时犳（狋；λ，μ）

不变号，所以由式（１１）所确定的向量经过狋０时方向不

发生反变．由式（１２）可知当μ＝－
ω３犣３（狋）

ω２犣２（狋）＋ω３犣３（狋）

时 ，由式（１２）所确定的向量经过与μ相对应的参

数狋时方向反变，容易算得μ的取值范围为－１＜

μ＜０，所以当（λ，μ）∈犖１（如图１所示）曲线狆（狋）为

局部凸．实际上还可以证明：犖１恰好是犔２的切线所

覆盖区域在犖 中的部分．

解关于λ，μ的方程
φ（狋；λ，μ）＝０

φ′狋（狋；λ，μ）
｛ ＝０

，求得直线族

φ（狋；λ，μ）＝０的包络线恰好就是曲线犔１．设犔１的切

线在犖 中所扫过的区域为犖２（如图１所示），由类

似于３．２节中的讨论可知，当（λ，μ）∈犖２时曲线

狆（狋）为局部凸．

显然，当（λ，μ）∈犖０＝犖＼（犖１∪犖２）时，曲线

狆（狋）为全局凸．

最后，当犪１‖犪３时，类似于３．１节～３．３节中的

讨论易得：平面有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线狆（狋）无奇点；当

且仅当犪１与犪３方向相同时，狆（狋）有且只有一个

拐点．

综上所述我们有如下定理．

定理２．　当犪１‖犪３时，平面有理ＣＢéｚｉｅｒ曲线

狆（狋）无奇点；当且仅当犪１与犪３方向相同时，狆（狋）有

且只有一个拐点．当犪１／‖犪３时，设犪２＝λ犪１＋μ犪３，则

狆（狋）的几何特征取决于点（λ，μ）在λμ坐标系中的如

下分布（见图１）．

（λ，μ）∈

犖０（含边界｛（λ，０）λ０｝∪ ｛（０，μ）μ０｝∪

　｛（λ，－１）λ－１｝∪ ｛（－１，μ）μ－１｝）：狆（狋）为全局凸曲线，无奇拐点；

犖１ ∪犖２：狆（狋）为局部凸曲线，无奇拐点；

犛（含边界｛（λ，０）λ＜０｝∪ ｛（０，μ）μ＜０｝）：狆（狋）有一个拐点，无奇点；

犇：狆（狋）有两个拐点，无奇点；

犆：狆（狋）有一个尖点，无拐点和重结点；

犔（含边界犔１ 和犔２）：狆（狋）有一个重结点，无尖点和拐点

烅

烄

烆 ．

３５　权因子对形状图的影响

由形状图中各区域的划分可知：固定参数α后，

调节权因子ω犻不影响单拐点区域犛 和全局凸区域

犖０，所以当狆（狋）上仅有一个拐点时，不能通过调节

权因子来除掉它；而当狆（狋）为全局凸时，无论如何

修改权因子（ω犻＞０）曲线仍为全局凸．

权因子变化对重结点区域犔、双拐点区域犇 和

局部凸区域犖１∪犖２的影响如下：

（１）ω０的变化不影响曲线犔１和局部凸区域犖１，

随着ω０的增大，曲线犔２逐渐远离μ轴，曲线犆逐渐

靠近犔１和犔２；重结点区域犔缩小，双拐点区域犇相

应扩大，局部凸区域犖２缩小（如图２所示）．

（２）随着ω１的增大，曲线犆逐渐远离λ轴并且靠

近μ轴，曲线犔１逐渐远离曲线犆，曲线犔２逐渐靠近

曲线犆；局部凸区域犖１缩小犖２扩大（如图３所示）．

图２　形状图随着ω０增大而发生的变化

图３　形状图随着ω１增大而发生的变化
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（３）随着ω２的增大，曲线犆逐渐靠近λ轴并且

远离μ轴，曲线犔１逐渐靠近曲线犆，曲线犔２逐渐远

离曲线犆；局部凸区域犖１扩大犖２缩小．

（４）ω３的变化不影响曲线犔２和局部凸区域犖２，

随着ω３的增大，曲线犔１逐渐远离λ轴，曲线犆靠近

犔１和犔２，重结点区域犔缩小，双拐点区域犇 相应扩

大，局部凸区域犖１缩小．

由以上权因子对形状图的影响可知，当（λ，μ）∈

｛（λ，μ）｜－１λ＜０，－１μ＜０｝时，曲线狆（狋）上必

将出现奇点或者双拐点，仅仅通过修改权因子不能

使狆（狋）成为凸曲线或者只有一个拐点．

最后，值得注意的是当形状参数α→０时，狆（狋）

即为有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲线，其形状图仍如图１所示，

其中参数曲线犆，犔１和犔２的分析性质不变（参数方

程应有所区别），修改权因子对有理三次Ｂéｚｉｅｒ曲

线形状的影响与以上讨论完全一致．
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ｐｏｉｎｔｓａｎｄｉｎｆｌｅｃｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓｗｉｔｈｏｕｔｍｕｃｈｄｉｆｆｉｃｕｌｔｙ．Ｆｕｒｔｈｅｒ

ｍｏｒｅ，ｔｈｅｅｎｖｅｌｏｐｅｏｆｔｈｅｒｅｇｉｏｎｓ，ｗｈｉｃｈｉｎｄｉｃａｔｅｌｏｃａｌｃｏｎ

ｖｅｘｉｔｙ，ａｒｅｆｏｕｎｄｔｏｂｅｔｗｏｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆｒｅｇｉｏｎ

ｗｈｉｃｈｉｎｄｉｃａｔｅｓａｌｏｏｐ，ｓｏｔｈｅｃｏｍｐｌｅｔｅｓｈａｐｅｄｉａｇｒａｍ，

ｗｈｉｃｈｉｓｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｖｉｓｕａｌ，ｉｓｇｏｔ，ａｎｄｅａｓｙｔｏｊｕｄｇｅ．
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