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一个高效可靠的三维犃犉犜四面体网格生成算法
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摘　要　针对三维推进波前算法（ＡＦＴＡｄｖａｎｃｉｎｇＦｒｏｎｔＴｅｃｈｎｉｑｕｅ）存在的效率与收敛性问题，文中提出了一整套

改进方案，给出了基于拓扑连接的网格数据结构和基于 Ｈａｓｈ表的网格元素的插入、查找、删除算法，提高了整个算

法的效率．通过在网格生成过程中动态维护前沿的尺寸信息，提高四面体单元的整体质量．在内核回退求解时通过

引入前沿优先因子，改变前沿推进的路径，大大增加了回退求解的成功概率；对于极少数不能回退求解的内核采用

基于线性规划的插点方法加以解决，这样就基本保证了整个算法的收敛．在网格生成以后，通过删除不必要的内部

节点、合并相关四面体单元以及对所有内部节点进行基于角度的优化，从而进一步有效提高了网格质量．数值算例

表明，文中提出的改进算法具有接近线性的时间复杂度，生成网格质量好．该算法已经得到工程应用．
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１　引　言

近年来，有限元方法在工程数值分析领域中得

到了非常广泛的应用［１］．应用有限元方法进行数值

分析的前提是待分析域的网格剖分．由于实际工程

应用中大多数问题是三维实体问题，因此研究建立

一个全自动的、健壮的、快速的三维复杂几何实体的



网格剖分算法就显得尤为重要．较之六面体网格，四

面体网格由于其优良的几何适应性而在实际中获得

了更广泛的应用，因而四面体网格剖分算法也一直

是网格生成研究领域的热点之一．目前比较有代表

的四面体网格生成方法有Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化方法
［２］、

改进八叉树法［３］和波前推进法（ＡＦＴ）
［４５］．Ｄｅｌａｕｎａｙ

三角化方法首先在剖分域内产生一些点，然后利用

著名的Ｄｅｌａｕｎａｙ空心球原理把这些点连接成四面

体．Ｄｅｌａｕｎａｙ方法速度快，产生的单元质量较高，其

主要问题是边界恢复．改进八叉树法几何适应性强，

网格密度可控制，且算法效率较高，该方法的主要问

题是边界网格质量差．
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图２　模型及其单元在 Ｈａｓｈ表桶中的元素个数统计

三维ＡＦＴ方法生成四面体单元是从待剖分区

域的表面三角形单元的集合开始的．这些表面三角

形单元构成初始前沿队列．ＡＦＴ方法是一个反复迭

代，直到整个前沿队列为空的过程，它是一种局部方

法，具有如下特点：（１）它在生成节点的同时生成单

元，如果能有效地控制生成节点的位置，就可以控制

单元的形状和尺寸，从而达到单元质量控制、局部加

密以及网格过渡等多种要求．这是 ＡＦＴ方法的一

个突出的优势；（２）效率低是ＡＦＴ方法的一个突出

问题，因为它在生成新单元的同时需要进行大量的

有效性检查，如体积检查、相交检查、包含检查等．这

些有效性检查占用了该算法绝大多数的机时，因此

在实施ＡＦＴ方法时，数据结构的设计就尤为重要；

（３）收敛性问题是三维ＡＦＴ方法的另一个突出问题，

因为ＡＦＴ方法是一种启发式算法，其收敛性没有理

论基础的保证，而仅仅依靠算法的收敛策略或开发者

的直觉，并且ＡＦＴ算法的失败原因是多种多样的，很

难定位．这些困难都使得很多开发者放弃这种方法．

本文主要针对三维ＡＦＴ四面体剖分算法存在

的效率与收敛性问题，提出一些改进方案，并给出算

法实现的详细步骤．数值算例和大量的实际测试和

应用表明，本算法有较好的稳定性并具有接近线性

时间的复杂度，能有效地满足实际工程的需要．

２　数据结构的设计

如前所述，三维ＡＦＴ方法中，涉及大量的几何

相交判断、单元质量判断以及包含判断等，为了提高

算法的效率，必须尽量减少这些判断的数量；另外在

该算法中，点、线段、三角面等几何元素的增加、查找

和修改操作是频繁发生的，为了能根据当前前沿三

角形的位置，迅速得到给定区域的所有元素，就需要

设计一个满足该算法需要的特定的网格数据结构．

一个典型网格数据结构应该包括节点、边、面、体单

元这些子结构．Ｇａｒｉｍｅｌｌａ
［６］仔细比较了１０种不同

的网格数据结构，对于不同的应用网格数据结构的

设计不尽相同．本文的网格数据结构主要用于四面

体单元的生成和优化，综合时间和空间两个方面，本

文采用Ｒ４这种数据结构，如图１所示．在网格元素

的搜索、插入、删除方面，比较有代表性的是Ｂｏｎｅｔ

等提出的ＡＤＴ
［７］数据结构．理论上 ＡＤＴ具有对数

平均时间的表现，但这是建立在一个假设上：输入数

据有足够的随机性．本文采用开链法完成 Ｈａｓｈ表

（Ｈａｓｈｔａｂｌｅ）
［８］来实现相同的功能．使用 Ｈａｓｈ表的

关键是要选取一个好的 Ｈａｓｈ函数使冲突最少．对

于节点，其 Ｈａｓｈ函数只要返回其Ｉｄ就可以了．而

对于边、面以及单元，由于它们是由两个或多个节点

构成，其Ｈａｓｈ值应该是其构成元素Ｈａｓｈ值的一个

组合．实践证明，按式（１）计算组合类型对象的Ｈａｓｈ

值可以大大减少冲突．

元素

面

边

节点

图１　网格元素间的Ｒ４连接
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其中，犮是组合中每个元素的散列值．

图２是某机械零件的剖分结果采用式（１）计算

得到的前１０００个桶中单元在 Ｈａｓｈ表中的分布情

况统计．可以看出，Ｈａｓｈ表中每个桶中的元素个数

都很少，平均１．３３个，少数几个桶中的元素达到６

个．这样在网格元素的搜索、插入、删除方面具有常

数平均时间的表现，而且这种表现以统计为基础，不

需要依赖输入元素的随机性．

３　四面体网格的生成

与传统的三维四面体 ＡＦＴ方法类似，本文以

实体的表面网格作为输入，生成模型的四面体网格．

ＡＦＴ方法是一个反复迭代，直到整个前沿队列为空

的过程，整个算法的整体流程如下：

（１）生成实体模型的表面三角形网格，具体过程

在作者的文章［９］中有详细的介绍；

（２）完成表面三角形网格初始化，使得表面网

格中每个三角形的法线都指向实体的内部；

（３）根据表面网格初始化前沿队列，进入以下

反复迭代，直到整个前沿队列为空：

（ａ）取出一个前沿作为当前前沿，计算理想点；

（ｂ）得到当前前沿附近的一些节点，按照一定

的顺序（例如，以和当前前沿组成四面体的节点的质

量排序）放到节点队列中，并把一个理想点放到队列

的最后；

（ｃ）在节点队列中找到一个通过相关有效性检

查的节点和当前前沿组成一个四面体单元；

（ｄ）更新前沿队列；

（４）单元优化，导出生成结果．

３１　实体表面三角形网格初始化

在进行实体网格生成之前，首先需要完成表面

网格的初始化：

（１）使表面网格中每个三角形的法线方向都指

向实体的内部．

（２）封闭性检查，即所有的表面三角形是否构成

一个空间封闭的区域，如果否，直接退出，剖分失败．

３．１．１　初始化背景网格

为了尽可能生成局部均匀一致的四面体单元，

并加快相关前沿数据的搜索速度，在剖分过程中需

要维护前沿三角形的单元尺寸和连接关系信息．这

里以节点为中心，在整个剖分过程中维护的数据和

关系与曲面网格生成过程［９］类似，主要有

（１）节点犖犻的坐标（狓犻）；

（２）第狀层前沿上的节点（犖犻）参数：包括参照

高度犺狅犻，搜索半径狉狅犻，所连接的面的集合犉狅犻．这里

节点的参照高度的计算公式为犺狅犻＝１．４２７ 犪槡犻，其

中犪犻＝ ∑
狀

犽＝１

犪（ ）犽 ／狀．犪犽为当前节点所连接的某个面的

面积，狀为连接面的个数．搜索半径狉狅犻首先等于该节

点所连接的最长边的边长．为了得到变化均匀的网

格，参照高度和搜索半径的计算还要考虑到其周边

区域对它的影响．对于节点 犖犻，首先定义一个球

（狓犻，３狉狅犻）（即球心在狓犻，半径为３狉狅犻），如果剖分域中

有节点犖犼在球内，那么节点犖犻和节点犖犼的搜索半

径和参照高度需要调整，调整方法见文献［９］中的

式（１１）．当上述节点参数计算完成以后，就需要把节

点信息的计算结果存到背景网格中去．三维四面体

待剖分域背景网格的构造方法和曲面网格生成过程

中背景网格的构造方法一样［９］，这里就不再赘述了．

３．１．２　初始化前沿队列

本文采用按层推进的方式完成模型的四面体剖

分．然而，实践表明，对于大多数模型，三维ＡＦＴ初

始剖分都会遗留一个或多个不能按照三角剖分的要

求继续剖分的核．此时，一般用回退法来解决，也就

是删除内核附近的一层或多层四面体单元，形成若

干个空腔；然后对这些空腔进行再剖分．经验表明，

ＡＦＴ方法的收敛性速度和前沿推进的路径密切相

关．为了减少回退的次数，提高整个算法的剖分速

度，对于在前沿队列中的三角形，本文引入一个优先

因子γ，默认情况下，γ等于三角形的面积，当进入第

犻次回退过程时，γ值按如下公式计算：

γ犻 ＝

α， 犻∈ ［０，４）

αβ， 犻∈ ［４，８）

β， 犻∈ ［８，１２）

１．０－β， 犻∈ ［１２，１６）

（１．０－β）α，犻∈ ［１６，２０

烅

烄

烆 ）

（２）

其中，α是三角形的面积，β∈（０，１．０］为三角形的质

量系数，可以用三角形的内切圆和外接圆半径之比

表示β＝２狉／犚，对正三角形β＝１．０．三角前沿队列Ω

是一个按γ从小到大排列的优先队列，所有未剖分

区域边界三角形的集合构成初始前沿队列Ω狅．在剖

分过程中还存在暂时不能按照三角剖分要求进行推

进的前沿三角形，这些前沿三角形单独放到前沿队

列Ω犎中．这样本文的前沿队列一共有３个：当前层

的前沿队列Ω犆（初始化完成以后Ω犆＝Ω狅），下一层

的前沿队列Ω犖以及特殊的暂时不可剖分的前沿队
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列Ω犎．初始化前沿队列包括下面操作：

（１）把曲面剖分程序得到的按右手规则编号的

模型表面三角网格放到前沿对队列Ω犆中，这些前沿

三角形的集合形成封闭的待剖分域．

（２）按照３．１．１节介绍的方法，求得每个节点

的参照高度和搜索半径．把Ω犆中所有节点及其参照

高度和搜索半径放到背景网格中．

３２　前沿推进

对当前层的前沿队列Ω犆中的每一个前沿向前

推进，其推进算法如下：

１．计算单元的理想尺寸和理想点．

从Ω犆中取出一个三角形，记为△犃犅犆．那么新生成的

单元的理想尺寸为

犺＝ｍａｘ
犺狅犃 ＋犺狅犅 ＋犺狅犆

３
，α槡犽（ ）
２

（３）

犺狅犃，犺狅犅，犺狅犆，α犽分别表示三角形３个节点的参照高度和面

积．单元理想尺寸确定以后，四面体的理想点为

犖０ ＝犆０＋犵犺犇犽 （４）

犇犽是△犃犅犆的单位法向量，犆狅是计算理想点的基准点．如

图３所示，当△犃犅犆的质量系数β＞０．５时，犆狅是三角形的

重心，否则犆狅是三角形长边的中点．系数犵是一个动态调整

的参数，其初始值是１．０．

!
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以三角形中心为基准
!%&$

以长边中点为基准

图３　理想点的确定

２．形成可见节点集ψ犛、可见边集Φ犛和可见前沿Ω犛．

可见节点集ψ犛是△犃犅犆周围的一系列节点，计算方

法为

２．１．取得△犃犅犆３个节点的搜索半径狉狅犃，狉狅犅，狉狅犮；

２．２．计算：狉３犇＝δ·ｍａｘ（狉狅犃，狉狅犅，狉狅犮），δ是一个经验

值，本文取１．２；

２．３．构造球犛（狓犆，狉３犇），其中狓犮＝０．４犆狅＋０．６犖，犆狅是

△犃犅犆的重心；

２．４．计算Ω犆中落在球犛（狓犆，狉３犇）内的节点，这些节点

构成ψ犛．

在步２．４中，为了加快节点搜索的过程，可以首先构建

球犛（狓犆，狉３犇）的外接立方体，取得落在这个外接立方体的所

有节点，然后判断这些节点是否落在球内．在Ω犆中，和ψ犛中

节点连接的所有三角形构成可见前沿Ω犛，Ω犛中的所有边形

成可见边集Φ犛．

３．形成活动球和活动节点队列ψＡ．

当可见前沿和可见节点集形成以后，根据已有点优先

的原则，接下来的工作是形成活动球和活动节点队列．活动

球为犛（狓犆，犺），即以狓犆为圆心，当前前沿的参照高度犺为半

径的球．把属于搜索节点集并且在活动球内位于△犃犅犆上

方的节点，按照和理想点距离由近及远排序，形成活动节点

队列ψ犃，并把理想点犖０放入ψ犃的最后．

４．在活动节点队列ψ犃中查找合适的点．

依次从ψ犃取出一个节点犘 和当前前沿△犃犅犆组成四

面体单元犜犃犅犆犘．如果犘≠犖０，进行下列所有检查；否则，如

果犘＝犖０只需进行（３～５）的节点可行性检查即可（如图４

所示）．在下列检查中，犘犻表示ψ犛中除犃，犅，犆，犘以外的任何

一个节点．
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图４　可行性检查

４．１．体积检查，即（犃犅×犃犆）．犃犘＞ε，即点犘在△犃犅犆

的上向，且犜犃犅犆犘的体积大于一个最小容许值，本文ε＝０．０１×

犺×α犽，犺是当前前沿的参照高度，α犽是当前三角形的面积；

４．２．距离检查，即点犘到基准点的距离犆狅的距离满足：

犱犘犆＜犱ｍａｘ．默认：犱ｍａｘ＝２犺；若△犃犅犆的质量系数β＜０．５，且

△犃犅犆所连接的最长边的边长犾ｍａｘ＞２犺，则犱ｍａｘ＝犾ｍａｘ．

４．３．不包含其它节点检查，即四面体犜犃犅犆犘中不包含任

何一个搜索节点．也就是说，对于ψ犛中的任一节点犘犻都要在

犜犃犅犆犘的外部．

４．４．夹角检查．假如新生成的四面体犜犃犅犆犘的第４个点

犘离相邻三角前沿的距离过近，势必在后续生成四面体的过

程中生成质量较差的薄元．为此需要进行下列边面、面边

的夹角检查．本文中把在Ω犆中和△犃犅犆共享同一节点的三

角形称为△犃犅犆的相邻三角形．

（ａ）边面夹角检查：当犘犻≠犛犻时，边犃犘犻，犅犘犻，犆犘犻和

△犃犅犆的相邻三角形的夹角α１αｍｉｎ．

（ｂ）面边 夹 角 检 查：△犃犅犘犻，△犅犆犘犻，△犆犃犘犻 和

△犃犅犆的相邻三角形中除边犃犅，犅犆，犆犅以外的所有边的

夹角α２αｍｉｎ．

以上检查中，首次剖分时αｍｉｎ＝１０°，当进入第狀次回退

过程时，αｍｉｎ＝１０° β槡ｍｉｎ．βｍｉｎ是当前前沿队列中质量系数最

小的三角形的质量系数．

４．５．相交检查，这也包括两个方面：
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（ａ）边面相交检查：即犃犘犻，犅犘犻，犆犘犻和可见前沿Ω犛中

的任何一个三角形不能相交．

（ｂ）面边相交检查：即△犃犅犘犻，△犅犆犘犻，△犆犃犘犻和可

见边集Φ犛中任何一条边不能相交．

对活动节点队列中的节点犘，如果以上检查都通过则

进入步８，否则进入步５．

５．在可见节点集ψ犛中查找合适的点．

此时，对ψ犛中剔除ψ犃后的所有剩余节点按照与理想点

的距离由小到大进行排列，形成新的节点队列ψ犔．依次从ψ犔

取出一个节点犘，进入步４．若通过步４的所有检查进入

步８，否则进入步６．

６．重新计算并判断理想点．

将式（６）中的系数犵由１．０改为０．７，０．７
２和０．７３计算

得到３个新的理想点 Ｎ１，Ｎ２，Ｎ３．对这３个点依次进行步４

中（３～５）的节点可行性检查．如果有一个点通过以上检查则

进入步８，否则进入步７．

７．把当前前沿放到Ω犎中．

此时认为当前前沿△犃犅犆在当前条件下不可推进，需

要特别处理．在这里，把前沿△犃犅犆放到Ω犎中，并把它从当

前前沿队列Ω犆中删除．

８．更新前沿队列．

将步４～步６中任一步得到的节点设为可行点犘犉．如

果犘犉＝犖犻（犻＝０，１，…，３），即犘犉是新生成的理想点，那么就

会新生成前沿△犃犅犘犉，△犅犆犘犉，△犆犃犘犉；如果犘犉≠犖犻，那

么就会新生成上述３个前沿三角形中的２个或１个前沿．把

所有新生成的前沿三角形以相应优先因子为序放到下一层

前沿对队列Ω犖中，同时把△犃犅犆从Ω犆中删除．

以上步骤（步１～步８）重复执行，当Ω犆为空时，

互换Ω犆和Ω犖，直到Ω犆和Ω犖都为空时，此时初次剖

分结束．

３３　局部网格重新生成

一般来说，按以上过程完成初始剖分后，都会在

剖分域内留下一些不可剖分的前沿，也就是说一般

Ω犎是一个非空集合．经验表明，在采用ＡＦＴ方法生

成有限元网格时，生成网格质量的高低和成败很大

程度上依赖于前沿推进路径的选择．对于初始剖分

和回退过程中形成的不可剖分的前沿三角形需要删

除后形成新的空腔，对于这些空腔的剖分就需要尝

试不同的推进策略．实践证明，这种方法对绝大多数

情况是快速有效的．

３．３．１　回　退

如前所述，当执行完３．２节所有操作步后如果

Ω犎不为空，说明还存在尚未剖分的区域，需要进入

回退过程，即：删除Ω犎中节点所连接的所有四面体

单元，并形成包围这些四面体单元的外空腔三角形

面，这些三角面形成新的剖分域，这时就可以进入第

１次回退过程．有时回退需要经过多次才可能完成

剖分，设当前进行的是第犻次回退，按式（２）可得到

当前前沿的优先因子γ犻．空腔形成的算法如下：

１．设初始剖分形成的四面体单元集合为Λ（犜）．

２．提取Ω犎中所有节点形成节点表ψ犎．

３．计算和ψ犎相连的所有四面体单元Λ（犜犎）．

４．设包围Λ（犜犎）的空腔面为Ω犮犪，Ω犮犪的形成方法如下

（ａ）循环Λ（犜犎）中的每一个四面体单元犜犎犻∈Λ（犜犎）．

（ｂ）对于构成犜犎犻的每一个三角面Δ犎犻，调整其法线方

向，使其指向犜犎犻内部，如果Δ犎犻Ω犮犪，则Δ犎犻以γ犻为优先序

插入Ω犮犪；如果Δ犎犻∈Ω犮犪但Δ犎犻Ω犗（Ω犗为初始前沿队列），则

从Ω犮犪中删除Δ犎犻．

（ｃ）对于Ω犎中的每一个Δ犎犼，如果Δ犎犼∈Ω犮犪但Δ犎犻

Ω犗，则从Ω犮犪中删除Δ犎犼．

Ω犮犪中所有三角形的几何构成了一个或多个封

闭的剖分域．这时，清空Ω犎，并按照３．１．１节进行数

据更新．使得Ω犮＝Ω犮犪，调用３．２节的剖分过程进行

剖分．值得注意的是，上述回退算法并不能保障三维

ＡＦＴ的收敛性，亦即经过若干次回退（本文设定最

多经过２０次）后仍有可能存在不可剖分的多面体，

这就需要进入内核多面体的剖分过程．

３．３．２　内核多面体的剖分

本文研究发现，对于给定的一类简单形式的内

核多面体，通过建立一个简约的数学模型并采用线

性规划方法求解该模型能够精确可靠地计算出一个

Ｓｔｅｉｎｅｒ节点的位置，该节点能够有效地与内核多面

体的所有三角面片连接生成合法四面体单元，进而

实现该多面体的四面体化．设内核多面体的三角形

表面外法线方向指向多面体外部，欲保证作为新的

插入节点的犘点在多面体内部，就要使犘点与每一

个表面△犞犻犞犼犞犽之间满足犞犻犘·狀犻＜０，其中狀犻为

△犞犻犞犼犞犽的外法线方向向量．设犞犻点坐标为犞犻（狓狏，

狔狏，狕狏），狀犻向量３个分量为（狀狓，狀狔，狀狕），犘点坐标为

（狓，狔，狕），则上述不等式转化为

（狓－狓狏，狔－狔狏，狕－狕狏）·（狀狓，狀狔，狀狕）＜０，

即

狓狀狓＋狔狀狔＋狕狀狕 ＜狓狏狀狓＋狔狏狀狔＋狕狏狀狕 （５ａ）

对于式（５）中提出的不等式，可以归纳为形式犃犡＜

犫，其中

犃＝

狀１狓 狀１狔 狀１狕

狀２狓 狀２狔 狀２狕



狀８狓 狀８狔 狀８

熿

燀

燄

燅狕

，　犡＝

熿

燀

燄

燅

狓

狔

狕

，

犫＝

狓１狏狀１狓＋狔１狏狀１狔＋狕１狏狀１狕

狓２狏狀２狓＋狔２狏狀２狔＋狕２狏狀２狕



狓８狏狀８狓＋狔８狏狀８狔＋狕８狏狀８

熿

燀

燄

燅狕

．
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　　若再构造一个目标函数犳，则可将不等式求解

问题转化为线性规划问题，此线性规划问题的构造

思路如下：

对于不等式约束犃犡＜犫，通过引入一个松弛变

量犛对其进行改造，即

犃犡＋犛＜犫 （５ｂ）

则线性规划问题的完整提法为

ｍｉｎ　犳＝犛

ｓ．ｔ．　犃犡＋犛＜犫

　　犛

烅

烄

烆 ０

（５ｃ）

　　此线性规划问题与原来的不等式方程组是等价

的．解此线性规划问题就得到Ｓｔｅｉｎｅｒ节点的位置．

３４　自适应四面体网格的生成

采用控制度量（ｍｅｔｒｉｃｔｅｎｓｏｒ）来控制单元的尺

寸和方向是自适应网格生成的通用方法．在三维空

间中某一点的控制度量是一个３×３实对称阵
［９］，在

考虑控制度量的情况下线段犃犅＝（犃＋狋犃犅）０狋１

的长度计算公式为

犾（犃犅，犕）＝∫
１

０
犃犅Ｔ犕（犃＋狋犃犅）槡 犃犅ｄ狋 （６）

这里犕（犃＋狋犃犅）是点犃＋狋犃犅处的控制度量．网格

自适应的目标就是按公式计算得到的每条边的长度

为１．这里首先根据用户自适应的要求生成待剖分

域的控制度量，可以在四面体内部、三角面或边上插

入新节点的方法来达到自适应目的．经验表明，在边

上插入节点的方法实现简单而且效果较好，具体实

现方法简述如下：

１．遍历四面体网格中所有的边，如果对于某条边，按照

式（６）计算得到的长度犾＞槡２，则待分裂的边的集合犔中．

２．对犔＝｛犾犻，犻＝１，２，…，狀｝中的边按长度进行排序，使

得犾１犾２…犾狀．

３．依次遍历犔中的所有边，对于当前边犾犻，对分和犾犻连

接的所有四面体单元，对于新产生的边，如果边长犾＞槡２，放

到集合犖 中．如果集合犖 的最长的边大于犾犻，那么这里需要

首先分裂这条最长边，然后继续分裂犔的其它边．

４．清空犔，并使得犔＝犖．

５．重复步２～步４的步骤，直到犔和犖 都为空，自适应

过程结束．

４　四面体网格的优化

在四面体单元生成的过程中，虽然每生成一个

单元都力图使之质量最好，但其最终结果中还是会

存在单元质量很差的单元，四面体的优化包括拓扑

连接和节点位置优化两个方面．对于拓扑连接的优

化这里主要采用ＳｈｅｗｃｈｕｋＪＲ① 给出的边删除和面

删除的方法．除了连接关系优化外，本文对生成的四

面体还进行以下优化．

４１　节点删除

如图５（ａ）所示，如果一个实体内部的节点犘连

接４个四面体，那么这４个四面体可以合并为１个

四面体犜犃犅犆犇，从而删除节点犘．另外一种节点可以

删除的情况如图５（ｂ）所示，如果一个位于实体内部

的节点犘连接６个四面体，那么这６个四面体可以

合并为２个四面体（犜犃犅犇犈，犜犅犆犇犈或者犜犃犅犆犈，犜犃犆犇犈，

取这两种合并中２个四面体质量系数最小的最大者

优先）．
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#
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!"# !$#

图５　节点删除

４２　基于角度的优化

在网格优化中，拉普拉斯优化（Ｌａｐｌａｃｉａｎｓｍｏｏ

ｔｈｉｎｇ）是经常使用的一种优化方法．这种方法的突

出优点是速度快，然而该方法并不能保证单元的合

法性，亦即有时会产生负体积的单元．Ｚｈｏｕ
［１０］等在

不损失计算效率的前提下提出了一种基于角度的二

维单元的优化方法，Ｉｔｏ等
［１１］把这种方法扩展应用

到三维四面体的优化中，现简述如下：

设实体内部的节点犖犻的坐标为狓犻和犖犻相连的

边的个数是狀犲犻．取和节点犖犻相连的节点犖犼，则节点

犖犻，犖犼构成边犈犻犼．设犈犻犼所连接的四面体集合为犜犻犽

（犽＝１，２，…，狀犻犼），犳犻犽（犽＝１，２，…，狀犻犼）是犜犻犽中节点

犖犻对面的集合，即图６中的阴影部分．那么犳犻犽（犽＝１，

２，…，狀犻犼）的平均单位法向量（犖犻犼）及面积和（犪犻犼）为

犖犻犼 ＝
∑

狀犻犼

犽＝１

犖犳犻犽

∑

狀犻犼

犽＝１

犖犳犻犽

，犪犻犼 ＝∑

狀犻犼

犽＝１

犪犳犻犽 （７ａ）
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图６　基于角度的优化

　　如果单独考虑节点犖犼，新节点的坐标为：狓′犻＝

狓犼＋ 狓犼－狓犻 犖犻犼，其中 狓犼－狓犻 表示犈犻犼的长度．因

为一共有狀犲犻边和犖犻相连，以面积和为权求取优化

后新节点的位置（狓犻狀犲狑）：

狓犻狀犲狑 ＝
∑

狀犲犻

犼＝１

犪犻犼（狓犼＋ 狓犼－狓犻 犖犻犼）

∑

狀犲犻

犼＝１

犪犻犼

（７ｂ）

实践证明按上述方法得到的新节点可能会产生负体

积的单元，一旦出现这种情况，该节点就恢复到原

来的位置而不进行上述优化．否则继续节点集合

的下一个内部节点的优化，直到所有内部节点优

化完毕．

５　数值算例

图７（ａ）是一个实体模型的三维四面体剖分算

例，图７（ｂ）是该模型的一个剖视图．表１是在输入

同样表面网格的情况下，本文算法生成的网格和

ＴｅｔＧｅｎ① 及另外一个商业网格生成软件的质量系

数分布对比，图７（ｃ）是和该表对应的质量系数分布

柱形图．这里四面体质量系数：β犜＝３狉／犚，即为内切

圆和外接圆半径比值的３倍．β犜∈（０，１］，β犜越大说

明该四面体质量越好．由上面的统计可以看出本文

算法生成的网格对β犜＜０．２的个数是最少的，占

０．０８５％，而 ＴｅｔＧｅｎ和网格生成软件 １ 分别占

１．６％和３．５％；本文算法单元质量β犜＞０．６的数目

为８６．９５％，而 ＴｅｔＧｅｎ和网格生成软件１分别占

６９．１％和６９．９％．对于单元的生成速度，是很难统

计的，原因有两个：（１）商业ＣＡＥ软件网格生成的

方法往往是 Ｄｅｌａｕｎａｙ、ＡＦＴ 等方法的结合，而

Ｄｅｌａｕｎａｙ由于不需要进行像ＡＦＴ方法如此多的几

何有效性判断，所以Ｄｅｌａｕｎａｙ算法本身比ＡＦＴ方
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图７　数值算例１

法快；（２）商业ＣＡＥ软件往往是几何模型预处理、

曲面网格、四面体网格生成同时进行，很难获取生成

四面体网格究竟所需的时间．图７（ｄ）是本文算法单

５９９１１１期 单菊林等：一个高效可靠的三维ＡＦＴ四面体网格生成算法
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元生成个数和所花费时间的关系曲线，生成单元的

整个过程主要包括单元生成、单元的优化两个方面，

计算环境是１．８６ＧＨｚ主频，５１２ＭＢ内存的ＰＣ计算

机，曲线表明本算法的时间复杂度基本是线性的．经

过对多个实际使用的机械零件的剖分统计，本文给

出的算法生成单元的平均速度是６万单元／分钟，显

然这已经能满足实际工程的需要了．

图８给出的算例是一个复杂的玩具狗模型的自

适应四面体剖分．这个模型在上述两个网格生成软

件中都失败了．图８（ｂ），（ｃ）是这个模型的剖视图，

图８（ｄ）是剖分结果单元质量系数统计．

表１　算例１生成的网格质量系数分布对比

算法
单元个数

β犜＜０．２ β犜＜０．４ β犜＜０．６ β犜＜０．８ β犜＜１．０

β犜

最小值 最大值 平均
总单元个数

ＴｅｔＧｅｎ ８０１ ３１９４ １１０６９ ２２４２７ １１３９３ ０．０００４ ０．９９９ ０．８６７ ４８８８４

网格生成软件１ １４９１ １０９１１ ９５２０ １３９８２ ７１０３ ０．０１３１ ０．９９９ ０．５０９ ４２９０７

本文算法 ４５ ６０２ ６２５８ ２０２３０ ２５７８８ ０．０９２０ ０．９９９ ０．７８５ ５２９２３
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图８　数值算例２

６　结　论

本文给出了采用波前推进方法（ＡＦＴ）实现三

维四面体剖分算法的详细过程，包括数据结构的设

计、背景网格的构造、前沿推进的过程以及剖分后单

元的优化等．采用 ＡＦＴ进行四面体剖分的关键是

内核的剖分，本文对内核剖分主要采用回退的方法，

回退过程中通过设定不同的前沿优先因子来提高成

功回退的可能性，对于少数几个不能用回退完成剖

分的单元采用基于线性规划的在内核内进行强制插

点的方法加以解决．在实体四面体单元剖分完成以

后再进行单元的优化从而提高网格的质量．算例与

工程实践表明，本文给出的三维四面体 ＡＦＴ算法

具有很好的时间特性和健壮性，生成网格质量较好，

能有效地满足工程实际的需要．

参 考 文 献

［１］ ＺｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚＯＣ．Ａｃｈｉｅｖｅｍｅｎｔｓａｎｄｓｏｍｅｕｎｓｏｌｖｅｄｐｒｏｂｌｅｍｓ

ｏｆｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｅｔｈｏｄ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕ

ｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０００，４７（１３）：９２８

［２］ ＤｕＱｉａｎｇ，ＷａｎｇＤｅＳｈｅｎｇ．Ｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

ａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｃｅｎｔｒｏｉｄａｌｖｏｒｏｎｏｉｔｅｓｓｅｌｌａｔｉｏｎｓ．

ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

２００３，５６（９）：１３５５１３７３

［３］ Ｓｈｅｐｈａｒｄ ＭＳ，Ｇｅｏｒｇｅｓ ＭＫ．Ａｕｔｏｍａｔｉｃｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｂｙｔｈｅｆｉｎｉｔｅＯｃｔｒｅｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅ．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９１，３２

（４）：７０９７４９

［４］ ＲａｓｓｉｎｅｕｘＡ．Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅ

ｓｈｅｓｂｙａｄｖａｎｃｉｎｇｆｒｏｎｔｔｅｃｈｎｉｑｕｅ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒ

ＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，１９９８，４１（４）：６４７６５１

［５］ Ｙａｍａｋａｗａ Ｓｏｊｉ，Ｓｈｉｍａｄａ Ｋｅｎｊｉ．Ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ

ｍｅｓｈｉｎｇｖｉａｂｕｂｂｌｅｐａｃｋｉｎｇａｎｄａｄｖａｎｃｉｎｇｆｒｏｎｔ．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎ

ａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００３，５７

（１３）：１９２３１９４２

［６］ ＣｈａＣＴ，ＧａｒｉｍｅｌｌａＲａｏＶ．Ｍｅｓｈｄａｔａｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｅｌｅｃｔｉｏｎｆｏｒ

ｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎａｎｄＦＥＡａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌ

ｆｏｒＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２００２，５５（４）：４５１

４７８

［７］ ＢｏｎｅｔＪ，ＰｅｒａｉｒｅＪ．Ａｎａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇｄｉｇｉｔａｌｔｒｅｅ（ＡＤＴ）ａｌｇｏ

ｒｉｔｈｍｆｏｒ３Ｄｇｅｏｍｅｔｒｉｃｓｅａｒｃｈｉｎｇａｎｄｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ．

ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

１９９１，３１（１）：１１７

［８］ ＨｏｕＪｉｅ．ＴｈｅＡｎｎｏｔａｔｅｄＳＴＬＳｏｕｒｃｅｓ（ｕｓｉｎｇＳＧＩＳＴＬ）．

ＦｉｒｓｔＥｄｉｔｉｏｎ．Ｗｕｈａｎｇ：ＨｕａｚｈｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄ

６９９１ 计　　算　　机　　学　　报 ２００７年



Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ（ＨＵＳＴ）Ｐｒｅｓｓ，２００２：２４７２８２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（侯捷．ＳＴＬ源码剖析．武汉：华中科技大学出版社，２００２：

２４７２８２）

［９］ ＧｕａｎＺｈｅｎＱｕｎ，ＳｈａｎＪｕＬｉｎ，ＧｕＹｕａｎＸｉａｎ．Ｓｕｒｆａｃｅｍｅｓｈ

ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｒｉｅｍａｎｎｉａｎｍｅｔｒｉｃ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆ

Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ，２００６，２９（１０）：１４２３１４３３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（关振群，单菊林，顾元宪．基于黎曼度量的复杂参数曲面有

限元网格生成方法．计算机学报，２００６，２９（１０）：１４２３１４３３）

［１０］ ＺｈｏｕＴ，ＳｈｉｍａｄａＫ．Ａｎａｎｇｌｅｂａｓｅｄａｐｐｒｏａｃｈｔｏｔｗｏｄｉｍｅｎ

ｓｉｏｎａｌｍｅｓｈｓｍｏｏｔｈｉｎｇ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ９ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＭｅｓｈｉｎｇＲｏｕｎｄｔａｂｌｅ．ＮｅｗＯｒｌｅａｎｓ，Ｌｏｕｉｓｉａｎａ，ＵＳＡ，２０００，

３７３３８４

［１１］ ＩｔｏＹ，ＮａｋａｈａｓｈｉＫ．Ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｓｉｎｔｈｅｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙａｎｄ

ｑｕａｌｉｔｙｏｆｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｈｙｂｒｉｄｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

ＪｏｕｒｎａｌｆｏｒＮｕｍｅｒｉｃａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＦｌｕｉｄｓ，２００４，４５（１）：７９

１０８

犛犎犃犖犑狌犔犻狀，ｂｏｒｎｉｎ１９７６，Ｐｈ．Ｄ．．

Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｆｏｃｕｓｏｎｆｉｎｉｔｅｅｌｅ

ｍｅｎｔｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ．

犌犝犃犖犣犺犲狀犙狌狀，ｂｏｒｎｉｎ１９６５，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅ

ｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ，ｖｉｓｕａｌｉｚａ

ｔｉｏｎｉｎｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，ＣＡＤ／ＣＡＥ．

犛犗犖犌犆犺犪狅，ｂｏｒｎｉｎ１９７６，Ｐｈ．Ｄ．．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒ

ｅｓｔｓｆｏｃｕｓｏｎｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱

　　Ｔｈｅａｕｔｏｍａｔｉｃｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｏｆｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｍｅｓｈｅｓｐｌａｙｓ

ａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｒｏｌｅｉｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｅｃｈａｎｉｃｓｅｓｐｅｃｉａｌｌｙｉｎｔｈｅ

ｆｒａｍｅｗｏｒｋｏｆｔｈｅｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ（ＦＥＡ）．Ｆｏｒｔｈｒｅｅ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ，ｓｏｍｅｕｓｅｆｕｌｍｅｔｈｏｄｓｈａｖｅｂｅｅｎ

ｄｅｖｅｌｏｐｅｄ，ｓｕｃｈａｓｔｈｅａｄｖａｎｃｉｎｇｆｒｏｎｔｔｅｃｈｎｉｑｕｅ（ＡＦＴ），

ＤｅｌａｕｎａｙｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎａｎｄｓｐａｔｉａｌｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｒＯｃｔｒｅｅ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ．Ｉｔｉｓｎｏｔｅｄｔｈａｔｍｏｓｔｏｆｔｈｅｓｅｍｅｔｈｏｄｓｈａｖｅｆｏ

ｃｕｓｅｄｏｎｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｅｌｅｍｅｎｔｓｓｉｎｃｅｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｅｌｅｍｅｎｔｓａｒｅ

ｅａｓｉｌｙａｄａｐｔｅｄｆｏｒｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｏｆａｃｏｍｐｌｅｘ，ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎ

ｓｉｏｎａｌｒｅｇｉｏｎ．

Ｏｖｅｒｔｈｅｙｅａｒｓ，ｔｈｅａｄｖａｎｃｉｎｇｆｒｏｎｔｔｅｃｈｎｉｑｕｅ ｈａｓ

ａｃｈｉｅｖｅｄｃｏｎｓｉｄｅｒａｂｌｅｓｕｃｃｅｓｓｉｎｔｗｏａｎｄｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ．Ｉｎｔｈｉｓａｐｐｒｏａｃｈ，ｅｌｅｍｅｎｔｓａｎｄｎｏｄｅｓａｒｅ

ｇｅｎｅｒａｔｅｄｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙｓｔａｒｔｉｎｇｆｒｏｍｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｏｆｔｈｅ

ｄｏｍａｉｎａｎｄｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｉｎｔｏｔｈｅｉｎｔｅｒｉｏｒ．Ｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｄｉｓ

ｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｉｓｔａｋｅｎａｓｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｆｒｏｎｔ，ａｎｄａｓｅｔｏｆｈｅｕｒｉｓｔｉｃｓ

ｄｅｔｅｒｍｉｎｅｓｗｈｅｒｅａｎｅｗｅｌｅｍｅｎｔｉｓｔｏｂｅｃｒｅａｔｅｄ，ｗｈｅｒｅｔｏ

ｐｌａｃｅａｎｅｗｉｎｔｅｒｉｏｒｎｏｄｅ，ａｎｄｈｏｗｔｏｒｅｃｏｎｎｅｃｔｔｈｅｆｒｏｎｔ．

Ｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｅｒｍｉｎａｔｅｓｗｈｅｎｔｈｅｆｒｏｎｔｉｓｅｍｐｔｙ．

Ｔｈｅｍａｉｎｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｆｔｈｉｓｓｔｕｄｙｉｓｔｏｄｅｖｅｌｏｐａｎａｕｔｏ

ｍａｔｉｃｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｏｒｆｏｒＦＥＡ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅ

ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌａｄｖａｎｃｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅｉｎｔｈｒｅｅ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓｉｓｎｏｔａｌｗａｙｓｅｆｆｅｃｔｉｖｅａｎｄｓｔａｂｌｅ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，

ｔｏｐｏｌｏｇｙｂａｓｅｄｍｅｓｈｉｎｇｄａｔａｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓａｒｅｉｍｐｌｅｍｅｎｔｅｄ．Ａ

ｎｏｄｅｉｎｓｅｒｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄｂａｓｅｄｏｎｌｉｎｅａｒｐｒｏ

ｇｒａｍｍｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅＳｃｈｏｅｎｈａｒｄｔｐｏｌｙｈｅｄｒｏｎ

ｐｒｏｂｌｅｍｗｈｉｃｈｉｓｔｈｅｍａｉｎｂａｒｒｉｅｒｏｆＡＦＴｉｎｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎ

ｓｉｏｎａｌｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈｉｎｇ．Ｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆａｄａｐｔｉｖｅｔｅｔｒａ

ｈｅｄｒａｌｇｅｎｅｒａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈｉｎｇ

ａｒｅａｌｓｏｇｉｖｅｎａｔｔｈｅｅｎｄｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒ．

７９９１１１期 单菊林等：一个高效可靠的三维ＡＦＴ四面体网格生成算法


