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小波变换中边界问题对水印算法性能影响的研究

王　刚　　饶妮妮
（电子科技大学生命科学与技术学院　成都　６１００５４）

摘　要　在众多的数字水印算法中，基于离散小波变换的方案得到了广泛应用．然而小波变换中的边界问题通常

会对水印的提取产生影响．通过大量分析，作者得出以下结论：对于基于离散小波变换的数字水印算法，水印应该

避免嵌入小波分解后的边界系数中．理论分析和数值仿真证明了这一点．最后，作者把研究结果应用到３个现有的

水印算法中，仿真结果表明改进的算法可消除边界问题的影响，从而提高原有算法的水印提取能力．
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１　引　言

数字水印作为一种对多媒体数据进行版权保护

或内容认证的工具，令人瞩目．根据嵌入方法的不同，

水印技术可以分为变换域技术［１］和时域技术［２５］两

类．时域水印技术易于实现，但鲁棒性较差；变换域

技术［６７］的基本思想是先选择图像变换后的系数，然

后再把水印信号嵌入到这些系数当中去，典型的变换

方法有离散余弦变换、快速傅立叶变换和离散小波

变换（ＤｉｓｃｒｅｔｅＴｉｍｅＷａｖｅｌｅｔＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＤＴＷＴ）

等．现今的鲁棒性水印算法通常应用了人类视觉

系统（ＨｕｍａｎＶｉｓｕａｌＳｙｓｔｅｍ，ＨＶＳ）的特性来嵌入

水印．最接近 ＨＶＳ处理图像的变换域算法就是



ＤＴＷＴ．因此，近年来基于ＤＴＷＴ的数字水印算法

深为广大研究学者们所重视．

在众多基于ＤＴＷＴ的数字水印算法中
［１，６，８１３］，

不同的算法有不同的侧重点，文献［１０，１３］中的算法

侧重于用扩频思想结合人类视觉系统来嵌入水印；

文献［１１，１３］侧重于盲水印（不需要原始图像）的检

测；文献［１，６，１２］侧重于通过量化小波系数来嵌入

水印等等．不论哪一种算法，都必须修改小波系数以

嵌入水印，并通过逆离散小波变换（ＩｎｖｅｒｓｅＤｉｓｃｒｅｔｅ

ＴｉｍｅＷａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＩＤＴＷＴ）来重构水印图

像．如果把水印嵌入到小波变换的边界系数中，就会

对水印的提取造成影响．这就是所谓的“小波变换中

边界问题对水印算法的影响”．

在小波变换中，如果小波滤波器的长度大于２，

必须要对图像进行延拓，以无失真地恢复原图像．通

常的处理方法是对图像的边界进行延拓，常用的方

法有对称延拓、周期延拓、零延拓和边界重复延拓

等．其中对称延拓方法比较常用，因为它较好地避免

了边界处理带来的高频噪声．所以本文以对称延拓

为例讨论边界问题．同时，由于这些方法的延拓范围

是一样的，因此本文得到的结论同样可以推广到其

他延拓方法．

本文第２节介绍本研究的理论基础：小波分解

与重构公式；在第３节，我们通过一个数据实验例子

描述边界问题对水印信号提取的影响；在第４节，我

们定义边界数据与边界系数，从理论上给出边界问

题影响的范围，指出嵌入水印的合适区域，并建立

４个有关边界问题的定理；第５节给出数值分析结

果，以验证理论分析的正确性；在第６节，我们把研

究结论应用到３个已有的算法中，仿真结果表明考

虑边界问题能够有效地提高水印提取能力；最后

第７节给出结论．
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图１　基于小波变换的数字水印算法框图

２　小波变换理论基础

用犳（犽，犿）表示二维信号，即图像数据，其中犽

或犿 是正整数．在小波滤波器犺（狀）和犵（狀）的帮助

下，犳（犽，犿）的小波变换的分解公式为

犔犔（犻，犾）＝∑
犽，犿

犺（犽－２犻）犺（犿－２犾）犳（犽，犿）

犔犎（犻，犾）＝∑
犽，犿

犺（犽－２犻）犵（犿－２犾）犳（犽，犿）

犎犔（犻，犾）＝∑
犽，犿

犵（犽－２犻）犺（犿－２犾）犳（犽，犿）

犎犎（犻，犾）＝∑
犽，犿

犵（犽－２犻）犵（犿－２犾）犳（犽，犿

烅

烄

烆 ）

，

犻，犾，犖∈犣
＋，犽，犿∈犣，－２犖＋１犽－２犻０，

－２犖＋１犿－２犾０ （１）

在此基础上，对得到的犔犔层数据替代上式的

犳（犽，犿），就可以得到该图像的二层小波分解，依次

类推可以分解到多层．小波重构公式为

犳（犽，犿）＝∑
犻，犾

犺（犽－２犻）犺（犿－２犾）犔犔（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犺（犽－２犻）犵（犿－２犾）犔犎（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犵（犽－２犻）犺（犿－２犾）犎犔（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犵（犽－２犻）犵（犿－２犾）犎犎（犻，犾），

犻，犾，犖∈犣
＋，犽，犿∈犣，－２犖＋１犽－２犻０，

－２犖＋１犿－２犾０ （２）

通常来说，一层小波变换后，原始图像被分解为

犔犔１，犔犎１，犎犔１和 犎犎１四部分．犔犔１可被继续分

解为犔犔２，犔犎２，犎犔２和犎犎２．犔犔２仍可继续分解．

犳（犽，犿）和犔犔１之间的分解与重构关系与犔犔（狀－１）

和犔犔狀之间的相同．

对于正交小波，其分解与重构滤波器是完全相

同的．通常这种小波不具有广义线性相位，而双正交

小波具有广义线性相位．但是后者的分解与重构滤

波器是不同的．只有“Ｈａａｒ”小波同时具有以上两个

性质．由于它的长度只有２，所以不经常使用．

３　边界问题对数字水印算法的影响

３．１　基于小波变换的水印算法模型

基于ＤＴＷＴ的数字水印算法通常可用图１来

进行描述．经过小波变换以后，原始图像被分解为诸
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如犔犔狀，犔犎狀，犎犔狀和犎犎狀的小波子带
［１４］，其中狀

表示分解层数．无论采用什么方法，都要选择小波子

带，然后通过修改相应子带的小波系数来嵌入水印．

这些修改过的系数称为水印系数，并用于重构水印

图像．在水印检测过程中，先对水印图像进行小波分

解，再选择相应的小波系数提取水印．

３．２　边界问题的影响

在没有任何攻击的情况下，“边界问题”使得水

印系数与重构前的不完全相同，即带入了噪声．图２

给出了这样的一个例子．实验中选择Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ
［１５］

发现的小波———“ｄｂ犖”小波，其长度为２犖．
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图２　小波边界问题的影响示意图

在图２的例子中，我们使用了“ｄｂ２”小波，它的

长度为４．图２中，图（ａ）是一幅原始图像数据，图（ｂ）

是其犔犔１层的小波系数，我们选择犔犔１（１，１）和

犔犔１（２，２）进行修改作为水印系数，图（ｃ）显示了修改

后的水印系数；然后由此重构为水印图像．再对水印

图像进行分解得到犔犔１子带，图（ｄ）显示了重分解后

的犔犔１系数．比较图（ｃ）和（ｄ），我们发现两者发生了

很大改变，在３位有效数字下，只有系数犔犔１（２，２）

和犔犔１（３，３）没发生变化．即犔犔１（２，２）的水印数据

可以无失真地提取，而犔犔１（１，１）处嵌入的水印有

较大失真．这将给水印提取带来噪声，而且这个噪声

显然不是他人的攻击引起的，而是小波变换的边界

问题带来的

这个数据实验表明：并不是所有的小波系数都

适合嵌入水印．这就是“边界问题”对基于 ＤＴＷＴ

的水印算法的影响．

４　边界问题的理论分析

由于犳（犽，犿）和犔犔１之间的分解与重构关系与

犔犔（狀－１）和犔犔狀之间的相同，所以我们侧重研究

一层小波分解中犳（犽，犿）和犔犔１的边界问题．然后

再解决狀层小波分解中犳（犽，犿）和犔犔狀的边界问

题．研究中使用不含“０”的正交小波．

４．１　边界数据与边界系数

假设原始图像的大小为 犕×犘，正交小波滤波

器的长度为２犖，从式（１）中可以得到

２犻－２犖＋１犽２犻

２犾－２犖＋１犿２｛ 犾
，犻，犾∈犣

＋，犽，犿∈犣 （３）

对于一层分解的小波系数犠犜（犻．犾）（犠犜 可能

是犔犔１，犔犎１，犎犔１或犎犎１子带），从式（１）可以得

到犻，犾的变化范围：

１犻（犕＋２犖－１）／２

１犾（犘＋２犖－１）／｛ ２
，犻，犾∈犣 （４）

同理，对于狀层分解的小波系数犠犜（犻．犾），犻，犾

的变化范围为

１犻犕／２
狀＋犖∑

狀－１

犼＝０

２－犼－∑
狀

犼＝１

２－犼

１犾犘／２
狀＋犖∑

狀－１

犼＝０

２－犼－∑
狀

犼＝１

２－
烅

烄

烆
犼

，犻，犾∈犣 （５）

在此基础上，我们将给出边界数据与边界系数

的定义．

定义１．　边界数据．

假设图像犳（犽，犿）的大小为犕×犘，小波滤波器

的长度为２犖．当 犖＞１时，从式（３）中可以看出

犽（犿）将会小于１或大于犕（犘），这样我们就面临着

边界问题．通常的处理办法是对图像的边界进行延

拓．图像中被延拓的数据我们称之为边界数据．

可以推出，被延拓的边界数据范围变化如下：

１犽２犖－２或 犕－２犖＋３犽犕

１犿２犖－２或犘－２犖＋３犿｛ 犘
，犽，犿∈犣

（６）

理论上，延拓后的图像大小为（犕＋４犖－４）×

（犘＋４犖－４）．

定义２．　边界系数．

假设图像犳（犽，犿）的大小为犕×犘，小波滤波器

的长度为２犖．当 犖＞１时，我们就面临边界问题．

通过分解式（１）进行狀层小波变换，被边界数据影

响的小波系数犠犜（犻，犾）（犠犜 可能是犔犎１，犎犔１，

犎犎１，犔犎２，犎犔２，犎犎２，…，犎犔狀，犔犎狀，犎犎狀或

犔犔狀子带之一）统称为边界系数．

对于一层小波分解边界系数：犔犔１（犻，犾），犔犎１（犻，

犾），犎犔１（犻，犾）和犎犎１（犻，犾），犻，犾范围变化如下：
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１犻＜２犖－１或

（犕－２犖＋２）／２＜犻（犕＋２犖－１）／２

１犾＜２犖－１或

（犘－２犖＋２）／２＜犻（犘＋２犖－１）／

烅

烄

烆 ２

，犻，犾∈犣

（７）

对于狀层小波分解边界系数：犔犔狀（犻，犾），犔犎狀（犻，

犾），犎犔狀（犻，犾）和犎犎狀（犻，犾），犻，犾范围变化如下：

１犻＜２犖－１或

（犕－２犖＋２）／２狀＜犻犕／２
－狀＋犖∑

狀－１

犼＝０

２－犼－∑
狀

犼＝１

２－犼

１犾＜２犖－１或

（犘－２犖＋２）／２狀＜犾犘／２
－狀＋犖∑

狀－１

犼＝０

２－犼－∑
狀

犼＝１

２－

烅

烄

烆
犼

，

犻，犾∈犣 （８）

图３和图４分别给出了边界数据和边界系数的

区域．在图３中，浅灰色区域指边界数据，深色区域

指延拓后的数据．这些延拓后的数据不属于图像，但

它们是小波变换中必需的．图４给出了一层小波分

解后的示意图，其中浅灰色区域指边界系数．

边界数据

延拓数据

图３　原始图像的边界数据示意图

边界系数

边界系数

边界系数

边界系数

!!" #!"

!$% $$"

图４　小波变换后的边界系数示意图

４．２　理论分析

通过实验分析，我们发现，如果在水印算法中边

界系数不被改变，那么检测前后的这些水印系数就

会相同．即水印应该嵌入图４所示边界系数所围绕

的白色区域中．下面的定理证明了这点：水印嵌入边

界系数并重新回到小波域后由于“边界问题”产生的

噪声情况．

定理１．　假设原始图像犳（犽，犿）的大小为犕×

犘，小波滤波器的长度为２犖（犖＞１）．一层小波分解

后，对于小波系数犠犜（犐，犔），如果犐，犔的变化范围

如下：

２犖－１犐（犕－２犖＋２）／２

２犖－１犔（犘－２犖＋２）／｛ ２
，犐，犔∈犣 （９）

则在此范围内，若该子带中的任何一个系数犠犜（犐，犔）

被嵌入水印，修改为犠犜′（犐，犔）＝犠犜（犐，犔）＋Δ，当

水印检测重新回到相应小波域犠犜″子带后，它们的

对应系数将完全相同：

（１）犠犜″（犐，犔）＝犠犜（犐，犔）＋Δ＝犠犜′（犐，犔）

（１０）

（２）犠犜″（犻，犾）＝犠犜（犻，犾）＝犠犜′（犻，犾）犻≠犐，犾≠犔

（１１）

证明．　首先令犠犜＝犔犔，则犔犔′（犐，犔）＝犔犔（犐，

犔）＋Δ；设重构水印图像为犳′（犽，犿），由小波重构

式（２），我们得到

犳′（犽，犿）＝∑
犻，犾

犺（犽－２犻）犺（犿－２犾）犔犔′（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犺（犽－２犻）犵（犿－２犾）犔犎（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犵（犽－２犻）犺（犿－２犾）犎犔（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犵（犽－２犻）犵（犿－２犾）犎犎（犻，犾）

＝∑
犻，犾

犺（犽－２犻）犺（犿－２犾）犔犔（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犺（犽－２犻）犵（犿－２犾）犔犎（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犵（犽－２犻）犺（犿－２犾）犎犔（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犵（犽－２犻）犵（犿－２犾）犎犎（犻，犾）＋

犺（犽－２犐）犺（犿－２犔）Δ

＝犳（犽，犿）＋犺（犽－２犐）犺（犿－２犔）Δ

＝犳（犽，犿）＋犺（犽－２犐）犺（犿－２犔）Δ，

犻，犾，犖∈犣
＋，犽，犿∈犣，－２犖＋１犽－２犻０，

－２犖＋１犿－２犾０ （１２）

由于条件（９）的限制，对于犳′（犽，犿），犽，犿变化

范围为

犽，犿∈犣，２犖－１犽犕－２犖＋２，

２犖－１犿犘－２犖＋２ （１３）

这就是说犳′（犽，犿）不属于边界数据，也意味着犔犔（犐，

犔）的改变没有影响到边界数据，延拓的数据同样不

会改变．这就避免了边界问题的影响．由小波分解

式（１），我们有

犔犔″（犐，犔）＝∑
犽，犿

犺（犽－２犐）犺（犿－２犔）犳′（犽，犿）

　　＝∑
犽，犿

犺（犽－２犐）犺（犿－２犔）犳（犽，犿）＋
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∑
犽，犿

犺（犽－２犐）犺（犿－２犔）犺（犽－２犐）犺（犿－２犔）Δ

　　＝犔犔（犐，犔）＋∑
２犖－１

犻，犾＝０

犺２（－犻）犺２（－犾）Δ

　　＝犔犔（犐，犔）＋〈犺（狀），犺（狀）〉
２
Δ （１４）

再由小波的正交特性，得到

〈犺（狀），犺（狀）〉＝１ （１５）

则犔犔″（犐，犔）＝犔犔（犐，犔）＋Δ＝犔犔′（犐，犔）．

假设犠犜＝犔犎，犎犔或犎犎，同理我们也可以

得到犔犔″（犐，犔）＝犔犔（犐，犔）＋Δ＝犔犔′（犐，犔）．所以式

（１０）得证．

同样，式（１１）可由小波的正交特性同样得到

犔犔″（犻＋犐，犾＋犐）＝犔犔（犻＋犐，犾＋犔）

＝犔犔′（犻＋犐，犾＋犔）犐，犔≠０；犐，犔∈犣 （１６）

再假设犠犜＝犔犎，犎犔或犎犎，同理可以证得

式（１０）和式（１１）成立．因此，定理１得证． 证毕．

定理２．假设原始图像犳（犽，犿）的大小为犕×犘，

小波滤波器的长度为２犖（犖＞１）．一层小波分解后，

对于小波系数犠犜（犐，犔），如果犐，犔的变化范围如下：

１犐＜２犖－１或（犕－２犖＋２）／２＜犐（犕＋２犖－１）／２，

犐∈犣 （１７）

１犔＜２犖－１或（犘－２犖＋２）／２＜犔（犘＋２犖－１）／２，

犔∈犣 （１８）

则在此范围内，若该子带中的任何一个系数犠犜（犐，犔）

被嵌入水印，修改为犠犜′（犐，犔）＝犠犜（犐，犔）＋Δ，当

水印检测重新回到对应小波域犠犜″子带后，肯定存

在犙，犚∈犣，使得对应系数不相等：

犠犜″（犙，犚）≠犠犜′（犙，犚） （１９）

证明．　首先令犔犔＝犠犜，若犐变化如下：

１犐＜２犖－１ （２０）

则犔犔′（犐，犔）＝犔犔（犐，犔）＋Δ．

设重构水印图像为犳′（犽，犿），则由小波重构

式（２），我们得到

犳′（犽，犿）＝∑
犻，犾

犺（犽－２犻）犺（犿－２犾）犔犔′（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犺（犽－２犻）犵（犿－２犾）犔犎（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犵（犽－２犻）犺（犿－２犾）犎犔（犻，犾）＋

∑
犻，犾

犵（犽－２犻）犵（犿－２犾）犎犎（犻，犾）

＝犳（犽，犿）＋犺（犽－２犐）犺（犿－２犔）Δ

犐，犔，犖∈犣
＋，犽，犿∈犣，－２犖＋１犽－２犐０，

－２犖＋１犿－２犔０ （２１）

于是犽的变换范围为

２犐－２犖＋１犽２犐 （２２）

由式（２０）和式（２２），则必存在犓，使得０＜犓＜

２犖－１．由定义１我们有犳′（犓，犿）属于边界数据．

又由于在水印检测时需要对水印图像犳′（犽，犿）进行

小波分解，其边界数据需要延拓，延拓后的数据

犳′（１－犓，犿）将被修改为犳′（犓，犿）：

　犳′（１－犓，犿）＝犳′（犓，犿）

＝犳（犓，犿）＋犺（１－２犖，犿－２犔）Δ

（２３）

则必定存在犙和犚，使得犔犔″（犙，犚）受到犳′（１－犓，

犿）的影响，而犔犔′（犙，犚）受到犳（１－犓，犿）的影响，

其中犳（１－犓，犿）＝犳（犽，犿）．则有

犔犔″（犙，犚）≠犔犔′（犙，犚） （２４）

至于式（１７）和式（１８）中的其他条件，同理可以

得到相同的结论．

再假设犠犜＝犔犎，犎犔或犎犎，同理可以得到

相同的结论．因此，定理２得证． 证毕．

对于一层小波分解，在修改的小波系数犠犜（犐，

犔）中，犐，犔如果按照式（９）变化，则对于重构后的水

印图像犳′（犽，犿），犽，犿 按照式（１３）变化．这样就使

得边界数据保持不变．对于狀（狀＞１）层小波分解，原

始图像犳（犽，犿）分解为犔犔狀，犔犎狀，犎犔狀，犎犎狀等多

个子带．为了保持边界数据不变，我们可以推导出相

应的小波系数犠犜（犐，犔）应该是边界系数的补集．

２犖－１犐（犕－２犖＋２）／２
狀

２犖－１犔（犘－２犖＋２）／２｛ 狀
，犻，犾∈犣 （２５）

即水印数据嵌入到此区间，就能避免边界问题的

影响．

把条件适当改变，就可以把定理１和定理２推

广到狀（狀＞１）层小波分解的情况，从而得到定理３

和定理４．

定理３．　假设原始图像犳（犽，犿）的大小为犕×犘，

小波滤波器的长度为２犖（犖＞１）．狀层小波分解后，

对于小波系数犠犜（犐，犔），如果犐，犔的变化范围如

式（２５）所示，则若子带中的任何一个系数犠犜（犐，犔）

被嵌入水印，修改为犠犜′（犐，犔）＝犠犜（犐，犔）＋Δ，当

水印检测重新回到相应小波域犠犜″子带后，它们的

对应系数将完全相同：

　（１）犠犜″（犐，犔）＝犠犜（犐，犔）＋Δ＝犠犜′（犐，犔）（２６）

　（２）犠犜″（犻，犾）＝犠犜（犻，犾）＝犠犜′（犻，犾）犻≠犐，犾≠犔（２７）

定理４．　假设原始图像犳（犽，犿）的大小为犕×犘，

小波滤波器的长度为２犖（犖＞１）．狀层小波分解后，

对于小波系数犠犜（犐，犔），如果犐，犔的变化范围如下：

１犐＜２犖－１或 （犕－２犖＋２）／２
狀
＜犐
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犕／２－狀＋犖∑
狀－１

犼＝０

２－犼－∑
狀

犼＝１

２－犼，犐∈犣 （２８）

１犔＜２犖－１或 （犘－２犖＋２）／２
狀
＜犔

犘／２－狀＋犖∑
狀－１

犼＝０

２－犼－∑
狀

犼＝１

２－犼，犔∈犣 （２９）

则在此范围内，若该子带中的任何一个系数犠犜（犐，犔）

被嵌入水印，修改为犠犜′（犐，犔）＝犠犜（犐，犔）＋Δ，当

水印检测重新回到相应小波域犠犜″子带后，肯定存

在犙，犚∈犣，使得对应系数不相等，即

犠犜″（犙，犚）≠犠犜′（犙，犚） （３０）

以上４个定理是针对正交小波的，下面讨论双

正交小波的情况．这类小波不具有式（１１）和式（１２）

那样的正交性，所以它们的分解与重构滤波器是不

同的．假设它们的分解滤波器为犺１（狀）和犵１（狀），重

构滤波器是犺２（狀）和犵２（狀）．这两组滤波器具有双

正交性：

〈犺１（狀－２犽），犺２（狀－２犾）〉＝δ（犽－犾）

〈犵１（狀－２犽），犵２（狀－２犾）〉＝δ（犽－犾｛ ）
，犽，犾，狀∈犣

（３１）

所以定理１和定理３对于双正交小波是适合的，但

通常双正交小波滤波器含有“０”元素，因此定理２与

定理４对双正交小波不一定适合．此外，由于不同延

拓方法的延拓范围是一样的，因此这里得到的结论

同样可以推广到其他延拓方法．

综上所述，对基于ＤＴＷＴ的数字水印算法，如

果需要嵌入水印的小波系数为犠犜（犐，犔），那么犐，犔

的变化范围最好按照式（２５）确定，这就在理论上消

除了边界问题的影响．

５　计算机仿真实验

为了验证理论分析的正确性，我们做了大量的

仿真实验．实验中，我们使用灰度图像“ｗｏｍａｎ”（在

ｍａｔｌａｂ中，可用函数ｌｏａｄｗｏｍａｎ直接调用），采用

不含“０”元素的“ｄｂ犖”小波及对称延拓；图像的大小

是犕×犘，其中犕＝犘＝２５６．

为了验证定理１和定理３的正确性，即验证

犠犜′和犠犜″两个子带的对应系数是否完全相同，

我们比较了这两个子带的所有对应系数相减的绝

对值的最大值犈．由于参与计算的都是浮点数，不

可避免地要产生误差，我们首先计算Δ＝０时的最

大值，即系统误差．通过比较犈与系统误差，我们

可以验证定理１和定理３的正确性．同样，如果犐，

犔的变化范围如式（２８）和式（２９）所示，也可以通

过比较犈与系统误差来验证定理２和定理４的正

确性．

表１和表２分别是１层和２层小波分解的实验

结果．子带的大小，用犓×犓 表示．在表１和表２的

Ｅｘｐ１这一项中，适合嵌入水印的子带区域的所有

小波系数 犠犜（犐，犔）（犠犜 代表犔犔狀）被修改为

犠犜′（犐，犔）＝犠犜（犐，犔）＋Δ（犐，犔），Δ取０～２０之间

的随机数．通过比较Ｅｘｐ１与系统误差，可以发现，

两者非常接近，且都接近于０．由此验证了定理１和

定理３的正确性．

为了验证定理２和定理４，在表１和表２的

Ｅｘｐ２～Ｅｘｐ５中，我们依次改变了每个子带（依次为

犔犔，犔犎，犎犔和犎犎）的一个边界系数：犠犜′（犐，犔）＝

犠犜（犐，犔）＋Δ，其中Δ＝１０．Ｅｘｐ２中，犐＝犔＝１；

Ｅｘｐ３中，犐＝犔＝狇－１；Ｅｘｐ４中，犐＝犔＝狉＋１；Ｅｘｐ５

中，则犐＝犔＝犓．随着小波滤波器长度的增加，滤波

器中有的元素将会接近０，所以Ｅｘｐ４中的数据也接

近于０．从Ｅｘｐ２到Ｅｘｐ５，这些数值远远大于系统误

差（１０倍以上），这也说明边界系数不适合嵌入水

印．即水印嵌入边界系数并重新回到小波域后由于

“边界问题”将产生噪声．

表１　一层小波分解实验

小波

ｄｂ犖

长度

２犖

犐，犔分布（如式（２５））

２犖－１ （犕－２犖＋２）／２

犔犔１范围

犓×犓

系统

误差

所有对应系数相减的绝对值的最大值犈

Ｅｘｐ１ Ｅｘｐ２ Ｅｘｐ３ Ｅｘｐ４ Ｅｘｐ５

ｄｂ２ ４ 狇＝３　 狉＝１２７ １２９×１２９ １．９４Ｅ１０ ２．００Ｅ１０ ９．０４ ８．０８ ０．５８０　 １．１９

ｄｂ３ ６ 狇＝５　 狉＝１２６ １３０×１３０ ２．１４Ｅ９ １．９８Ｅ９ ９．９９ ５．３７ ０．０６０　 １．８４

ｄｂ４ ８ 狇＝７　 狉＝１２５ １３１×１３１ ３．８９Ｅ１０ ３．９８Ｅ１０ １０．０ ３．３０ ０．００７０ ０．１７

ｄｂ５ １０ 狇＝９　 狉＝１２４ １３２×１３２ ５．３７Ｅ１０ ５．３９Ｅ１０ １０．０ １．９３ ８．３９Ｅ４ ２．７８

ｄｂ６ １２ 狇＝１１ 狉＝１２３ １３３×１３３ ４．３２Ｅ１０ ４．３１Ｅ１０ １０．０ １．１０ １．０３Ｅ４ ５．５９

ｄｂ７ １４ 狇＝１３ 狉＝１２２ １３４×１３４ ４．４９Ｅ１０ ４．４８Ｅ１０ １０．０ ０．６２ １．２７Ｅ５ ７．６１

ｄｂ８ １６ 狇＝１５ 狉＝１２１ １３５×１３５ ９．９８Ｅ１０ ９．７４Ｅ１０ １０．０ ０．３４ １．５９Ｅ６ ８．８２

ｄｂ９ １８ 狇＝１７ 狉＝１２０ １３６×１３６ １．１９Ｅ８ １．１６Ｅ８ １０．０ ０．１９ １．９８Ｅ７ ９．４６

ｄｂ１０　 ２０ 狇＝１９ 狉＝１１７ １３７×１３７ １．１２Ｅ９ １．１２Ｅ９ １０．０ ０．１０ ２．４８Ｅ８ ９．７６
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表２　二层小波分解实验

小波

ｄｂ犖

长度

２犖

犐，犔分布（如式（２５））

２犖－１ （犕－２犖＋２）／４

犔犔２范围

犓×犓

系统

误差

所有对应系数相减的绝对值的最大值犈

Ｅｘｐ１ Ｅｘｐ２ Ｅｘｐ３ Ｅｘｐ４ Ｅｘｐ５

ｄｂ２ ４ 狇＝３　 狉＝６３ ６６×６６ ３．５８Ｅ１０ ３．７２Ｅ１０ ９．８８ １２．６ ０．４８１　 ５．４５

ｄｂ３ ６ 狇＝５　 狉＝６３ ６７×６７ ６．１７Ｅ９ ６．１５Ｅ１０ １０．０ ８．５９ ０．０２９３ ２．５２

ｄｂ４ ８ 狇＝７　 狉＝６２ ６９×６９ １．２５Ｅ９ １．２１Ｅ９ １０．０ ６．０８ ０．００６９ ９．５２

ｄｂ５ １０ 狇＝９　 狉＝６２ ７０×７０ １．８５Ｅ９ １．８５Ｅ９ １０．０ ３．６０ ７．７０Ｅ４ ３．７９

ｄｂ６ １２ 狇＝１１ 狉＝６１ ７２×７２ １．１５Ｅ９ １．１５Ｅ９ １０．０ １．８６ １．０９Ｅ４ ９．９７

ｄｂ７ １４ 狇＝１３ 狉＝６１ ７３×７３ １．１９Ｅ９ １．１９Ｅ９ １０．０ ０．８７ １．２７Ｅ５ ８．６９

ｄｂ８ １６ 狇＝１５ 狉＝６０ ７５×７５ ２．７３Ｅ９ ２．７２Ｅ９ １０．０ ０．３２ １．５９Ｅ６ １０．０

ｄｂ９ １８ 狇＝１７ 狉＝６０ ７６×７６ １．７０Ｅ８ １．６７Ｅ９ １０．０ ０．１９ ２．０１Ｅ７ ９．８３

ｄｂ１０　 ２０ 狇＝１９ 狉＝５９ ７８×７８ ２．８６Ｅ９ ２．８６Ｅ９ １０．０ ０．１０ ２．４２Ｅ８ １０．０

６　边界问题对数字水印算法的影响

为了验证边界问题对数字水印算法的影响，我

们选择三种基于ＤＴＷＴ的水印算法
［１１１３］，然后修

改这三种算法的水印嵌入区域，使边界系数不参与

水印的嵌入，也就是把水印嵌入到式（２５）所示的范

围内．原始图像的大小为 犕×犘．在实验中，采用

５１２×５１２的“Ｌｅｎａ”灰度图像，即犕＝犘＝５１２．

水印的鲁棒性检验采用归一化相关性 犖犆

（ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＣｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）这个指标来检测，即

犖犆＝∑
犠犠′

∑犠
２

（３２）

其中，犠 为原始水印，犠′为提取出来的水印．犖犆值

在０和１之间，其值越大，检测效果越好，当它等于

１的时候，表示水印无损．

假设在 Ｗａｎｇ
［１１］的算法中，犔犎３子带的全部系

数嵌入了水印；在 Ｈｓｉｅｈ
［１２］的算法中，犔犎２和犔犎３

子带的全部系数嵌入了水印；在Ｂａｒｎｉ
［１３］的算法中，

犔犎１、犎犔１和犎犎３子带的全部系数嵌入了水印；

我们的改进算法只在式（２５）所示的范围内嵌入水

印．仿真比较结果如表３所示．从中可以发现这三种

算法都不同程度地受到了边界问题的影响，并且随

着小波长度的增加，影响增大．由于我们的改进算法

消除了边界问题的影响，使得嵌入水印的系数在检

测前后相同，因此犖犆值比原来的算法要大，从而降

低了水印检测难度．由此可见，在考虑了边界问题

后，这三种算法检测水印的能力将会提高．

进一步，我们计算了水印嵌入边界系数并重新

回到小波域后由于“边界问题”产生的噪声情况，即

信噪比犛犖犚（ＳｉｇｎａｌＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ）．如表４所示．从

中可以看到：改进后信噪比提高了１０倍左右．这表

明，我们的改进方法几乎完全消除了“边界问题”产

生的噪声．

表３　对“犔犲狀犪”图像在小波域嵌入水印后，

不同方法的犖犆比较

小波

名称

犖犆

改进方法 Ｈｓｉｅｈ的方法 Ｗａｎｇ的方法 Ｂａｒｎｉ的方法

Ｈａａｒ １ １　　 １　　 １　　

ｄｂ２ １ ０．９７０ ０．９５５ ０．９９２

ｄｂ３ １ ０．９２６ ０．８９５ ０．９８４

ｄｂ４ １ ０．８８８ ０．８４４ ０．９７５

ｄｂ５ １ ０．８６０ ０．８１０ ０．９６９

表４　水印嵌入边界系数并重新回到小波域后

由于“边界问题”产生的噪声情况

小波

名称

犛犖犚

Ｈｓｉｅｈ的

水印方案／ｄＢ

原方法 改进方法

Ｗａｎｇ的

水印方案／ｄＢ

原方法 改进方法

Ｂａｒｎｉ的

水印方案／ｄＢ

原方法 改进方法

ｄｂ２ ２３．７ ２２８ ２３．３ ２３７ ２６．７ ２４５

ｄｂ３ ２１．５ ２１６ ２２．１ ２２５ ２６．５ ２３４

ｄｂ４ ２１．１ ２０６ ２１．８ ２１４ ２５．１ ２３２

ｄｂ５ ２０．６ ２０２ ２１．３ ２１０ ２４．８ ２１６

７　结论和展望

小波变换可以很好地与 ＨＶＳ相结合，因此基

于ＤＴＷＴ的水印算法很有研究前景．由于实际图

像的长度有限，又为了无失真地重构图像，这就必须

在小波分解前对图像进行延拓．但是在对嵌入水印的

小波系数进行重构和再分解后，由于延拓的影响，水

印系数可能会失真，这是算法本身带来的噪声．在这

篇文章中，我们研究了小波变换的边界问题对水印算

法的影响，得出结论———水印最好不要嵌入到边界系

数中，并从理论上给予了证明．适合嵌入水印的区域

如式（２５）所示．实验和仿真结果证实了我们的理论．

应该指出的是，我们的定理是建立在理想条件下

的———水印图像没有丝毫改变．一般来讲，我们需要

对嵌入水印后的图像进行四舍五入处理，使得图像数

据保持整数．四舍五入带来的误差不可避免地要传入

到小波系数中．我们将来的研究重点要放在这种误差

传递上，以找到更加适合小波变换的水印算法．
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