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摘　要　子空间聚类的目标是在不同的特征子集上对给定的一组数据归类．此非监督学习方法试图发现数据“在

不同表达下的相似”模式，并且引起了相关领域大量的关注和研究．首先扩展 Ｈｏｆｆ提出的“均值与方差平移”模型

为一个新的基于特征子集的非参数聚类模型，其优点是能应用变分贝叶斯方法学习模型参数．此模型结合Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ

过程混合模型和选择特征子集的非参数模型，能自动选择聚类个数和进行子空间聚类．然后给出基于马尔可夫链

蒙特卡罗的参数后验推断算法．出于计算速度上的考虑，提出应用变分贝叶斯方法学习模型参数．在仿真数据上的

实验结果及在人脸聚类问题上的应用均表明了此模型能同时选择相关特征和在这些特征上具有相似模式的数据

点．在ＵＣＩ“多特征数据库”上应用无需抽样的变分贝叶斯方法，其实验结果说明此方法能快速推断模型参数．
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１　引　言

根据特征子集进行聚类是机器学习领域一项重

要的基础工作．聚类要在没有任何类标签信息的情

况下自动将具有类似模式的目标对象归类，是一项

非监督学习问题．类似图像分割、文本图像归类、网

页语义抽取等都可视作聚类问题．在这些实际应用

中，高维的特征中可能仅少量特征有区分不同类别

的作用，由此引出同时进行聚类与特征选择的研究．

但是许多传统的特征选择算法是面向监督学习问题

的，即知晓目标对象的类别信息，选取对未知类别信

息目标分类准确度最高的若干特征．这些算法一般

分为两类，即ｗｒａｐｐｅｒ方法，根据特定的分类器进行

特征选择；另一类为ｆｉｌｔｅｒ方法，根据不依赖特定分

类器的某目标函数进行特征选择．但是在聚类这类

非监督学习问题中，由于没有类标签信息，因此很难

评价特征子集的相关性．特别地，由于类别数是未知

的，且类别数与特征子集的显著性也是交织相关的，

使得根据特征子集进行聚类更加具有挑战性．

Ｌａｗ等将特征显著性引入到基于高斯混合的

聚类框架中，从而将特征显著性作为一个概率问

题［１］．根据最小消息长度标准（ＭＭＬ），利用期望值

最大化（ＥＭ）算法估计特征显著的概率大小，不相

关的特征显著性概率趋向零．本方法同时也能估计

聚类个数．

Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎｏｐｏｕｌｏｓ等根据上面算法中描述特

征显著性的概率模型，将模型选择与特征选择相结

合，扩充为一个贝叶斯框架［２］．应用变分推断方法能

同时得到聚类个数、特征显著性程度与各混合分量

参数．试验结果表明此方法在高维稀疏数据集上较

前算法更加鲁棒．

Ｒｏｔｈ等在聚类任务中应用 ｗｒａｐｐｅｒ策略即直

接根据某些划分算法的判别能力进行特征选择，并

提出了一个优化算法保证局部最优收敛［３］．在几个

两类问题上的试验结果显示此方法有类似监督学习

算法的分类精度．

以上３个算法都假定所有类别的特征显著程度

是一致的，即对每个聚类都选择相同的特征．然而，

每个聚类可能作用于不同的特征子集，这些子集可

能重叠，不一定相等，这种聚类方法称之为子空间聚

类．１９９８年Ａｇｒａｗａｌ等给出了首个子空间聚类算法

ＣＬＩＱＵＥ
［４］，此后陆续有不少算法问世，这些算法综

述可参考文献［５６］等．

Ｆｒｉｅｄｍａｎ等根据目标加权特征的差异，迭代产

生数据对之间的不相似距离，再应用基于距离的聚

类方法进行子空间聚类［７］．这方法（ＣＯＳＡ）本质上

是一个启发式的聚类算法，不能决定聚类个数，而且

一个潜在的假设是每个聚类的特征子集不重叠．

Ｈｏｆｆ等提出了基于“均值与方差平移”模型的

子空间聚类算法［８］（以下简称 Ｈｏｆｆ模型），并根据多

变量Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ过程混合模型选取聚类个数，根据一

个或更多特征属性均值与方差的不同对目标自动归

类．对比ＣＯＳＡ算法，此算法能发现方差没有变化、

仅均值平移的一类目标，而ＣＯＳＡ 对此类目标不

敏感．

本文的工作建立在Ｈｏｆｆ模型的基础上，主要贡

献如下：

（１）对选择均值或方差平移的特征子集类似进

行聚类的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ过程引入非参数模型．而 Ｈｏｆｆ

的方法则是应用先验优势对数（ｐｒｉｏｒｌｏｇｏｄｄ）法选

取平移的特征子集．因此本方法对模型选择即决定

聚类分量个数和特征子集的选择建立了一个统一的

非参数贝叶斯模型．传统的参数模型对于数据的生

成、分量个数及特征的选择作了较强的先验假设，而

非参数模型的假设条件则较弱，让数据“自己说话”．

许多非参数模型能看作有限参数模型趋向无穷时的

模型，特别地 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ过程是一类重要的非参数

模型．

（２）在利用马尔可夫链蒙特卡罗 （Ｍａｒｋｏｖ

ＣｈａｉｎＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，ＭＣＭＣ）推断模型参数的基础

上，给出了利用变分贝叶斯（ＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＢａｙｅｓ，ＶＢ）

来推断模型参数的算法．利用 ＭＣＭＣ方法特别是

Ｇｉｂｂｓ抽样方法，虽然只要有足够的抽样，可能得到

模型参数的无偏估计，保证能收敛到逼近的后验分

布，但是 ＭＣＭＣ收敛速度慢，而且判断一条马尔可

夫链何时收敛也是一个难以解决的问题．而变分贝

叶斯学习方法则利用易处理的一簇分布来逼近隐变

量的后验分布，最大化变分参数的对数似然目标函

数的下界来求得模型参数，从而加快算法参数推断

速度．

２　子空间聚类的非参数模型

假定要进行聚类的数据集犡＝｛狓犻｜犻＝１，２，…，

犖｝，每个数据狓犻是一个犇 维的特征矢量狓犻＝｛狓犻犼｜

犼＝１，２，…，犇｝．假定这些数据是由一个混合模型生

成的，共犓 个分量，其混合权值为π犽．再进一步假定
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此模型每个混合分量密度可因子分解的，即为各个

特征分量概率密度的乘积．根据 Ｈｏｆｆ等的“均值与

方差平移”模型，狓犻的概率密度也如文献［２］所示，是

一个两层混合模型

狆（狓犻）＝∑
犓

犽＝１

π犽∏
犇

犼＝１
φ（狓犻犼），

φ（狓犻犼）＝ω犽犼犖（狓犻犼狘μ犼＋δ犽犼×狑犽犼，狑
２
犽犼×σ

２
犼）＋

（１－ω犽犼）犖（狓犻犼狘μ犼，σ）．

为便于选择分量个数和每个分量的特征子集，引入

隐变量狕犻犽∈｛０，１｝，且∑
犓

犽＝１

狕犻犽＝１和狉犽犼∈｛０，１｝，数

据犡假定独立地从高斯分布抽取得到

狆（犡狘狕，狉，μ，σ
２，δ，狑）

＝∏
犖

犻＝１
∏
犓

犽＝

［
１
∏
犇

犼＝１

犖（狓犻犼狘μ犼＋δ犽犼×狑犽犼，狑
２
犽犼×

σ
２
犼）
狉犽犼 ×犖（狓犻犼狘μ犼，σ

２
犼）
１－狉犽 ］犼 狕

犻犽 （１）

　　狉犽犼与Ｌａｗ等的特征显著性概率类似，但是由于

此算法是基于子空间的聚类，因此狉犽犼表示某类相对

一基准类别特征是否需要平移δ犽犼，或方差是否伸缩

狑２犽犼，反映的是类别之间一个相对的特征显著概念，

可以认为是对每个聚类进行特征选择，而不是对所

有类别进行相同的特征选择．

根据式（１）在最大似然框架下可以得到模型各

参数值．最大似然法存在过适应问题，另一个更主要

的问题是不能进行模型选择．由于我们试图决定聚

类个数，本文应用贝叶斯方法进行模型选择，因此需

对层次模型参数赋予合适的共轭先验分布假设，一

方面克服最大似然法存在的过适应问题及模型选择

问题，另一方面为了计算方便，特别对于变分贝叶斯

推断方法采用共轭先验分布能求得参数后验期望值

的闭形式解．以下给出模型各参数的先验分布

μ犼～犖（犿犼，犮） （２）

σ
２
犼 ～犐犌（狏１，狏２犼） （３）

其中犐犌（狏１，狏２）表示形状参数为狏１、尺度参数为狏２犼

的倒伽母分布．

聚类过程，即决定每个数据的类别狕犻的过程则

描述为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ过程．由于混合权值π犽必须为正，

且和为１，故取为Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ先验分布

狆（π１，π２，…，π犓狘α）～Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ（α／犓，…，α／犓）＝

Γ（α）

Γ（α／犓）
犓∏

犓

犼＝１

π
α／犓－１
犼 （４）

其中Γ（·）表示伽母函数．先验参数α取形状参数

为犪α、尺度参数为犫α的伽母分布

α～犌（犪α，犫α） （５）

　　在给定混合权值π犽情况下，得到的每个目标狓犻

归属某个类别狕犻的联合分布为多项式分布

狆（狕１，狕２，…，狕犖狘π１，π２，…，π犓）＝∏
犓

犽＝１

π
狀犽
犽

狀犽 ＝∑
犖

犻＝１

犐（狕犻＝犽）

（６）

其中犐（·）为指示函数，如果括号里的条件满足则

为１，否则为０．利用标准Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ积分，则能得到

在先验参数α下目标对象类别狕犻的概率分布

狆（狕１，狕２，…，狕犖狘α）

＝∫狆（狕１，…，狕犖狘π１，…，π犓）狆（π１，…，π犓狘α）ｄπ１…ｄπ犓

＝
Γ（α）

Γ（犖＋α）∏
犓

犽＝１

Γ（狀犽＋α／犓）

Γ（α／犓）
（７）

　　如果考虑聚类个数犽未知，假定为无限类，即

犓→∞，此模型成为无限混合模型．但是实际上由于

观测的数据个数犖 有限，因此至少包含一个目标对

象的类别数犓＋为有限．因此上式在犓→∞的情况

下为［９１０］

狆（狕１，狕２，…，狕狀狘α）＝α
犓
＋ ∏

犓
＋

犽＝１

（狀犽－１）｛ ｝！Γ（α）／

Γ（α＋犖） （８）

　　各个分量参数分布的先验假设为

δ犽犼 ～犖（０，τ
２
犼 ＝η×σ

２
犼） （９）

狑２犽犼 ～犐犌（犪狑，犫狑） （１０）

η～犐犌（犪η，犫η）犪狑 犫狑＋１ （１１）

　　对于二值变量狉犽犼，我们假定第犽类第犼个特征

均值平移或方差伸缩的概率为犵犼，且相互独立．生

成二值变量的概率分布一般用贝努利（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）分

布表示，故有

狉犽犼 ～Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ（犵犼）＝犵
狉犽犼
犼
（１－犵犼）

１－狉犽犼 （１２）

贝努利分布的共轭先验分布为Ｂｅｔａ分布，因此

犵犼～Ｂｅｔａ（β／犇，１）＝ （β／犇）×犵
（β／犇）－１
犼 （１３）

　　由于能将贝努利分布的均值犵犼积分出来

∫∏
犜

犽＝１

狆（狉犽犼狘犵犼）狆（犵犼）ｄ犵犼 ＝

　β
Γ（狋犼＋β／犇）Γ（犜－狋犼＋１）

犇Γ（犜＋１＋β／犇）
，

产生狉犽犼的先验仅依赖于选择特征犼的类别个数狋犼，

因此上述产生狉犽犼的模型也是一个非参数统计模型．

在Ｇｒｉｆｆｉｔｈｓ等的工作中类似Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ过程推广了

当犼→∞即特征个数为无限时选取特征的分布
［９］．

再对Ｂｅｔａ过程先验参数β设定合适的先验

分布
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β～犌（犪β，犫β） （１４）

其形状超参数犪β和尺度超参数犫β控制二值矩阵狉元

素０和１总个数的比例．

３　后验推断

由以上概率模型和先验分布，可得到各个变量

的后验分布．值得一提的是，应用Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ过程进

行Ｇｉｂｂｓ抽样的过程也被称作中餐馆过程（Ｃｈｉｎｅｓｅ

ＲｅｓｔａｕｒａｎｔＰｒｏｃｅｓｓ，ＣＲＰ）．类似地，当假定有无限

特征时各目标对象进行特征选择的过程被形象地称

作印度自助餐过程（ＩｎｄｉａｎＢｕｆｆｅｔＰｒｏｃｅｓｓ，ＩＢＰ）
［９］．

本文的统计模型假定无限分量混合，但特征个数有

限．其抽样算法主要步骤如下．

１．对每个数据，抽样狕犻，犻＝１，２，…，犖；

２．在当前的类别犽＝｛１，２，…，犜｝，抽样狉犽犼，犼＝１，

２，…，犇；

３．抽样狑２犽犼，δ犽犼；

４．抽样μ犼，σ
２
犼，η，α和β等．

迭代执行直至收敛．我们将中间隐变量π犽和犵犼

积分出来，因而不要求后验分布予以抽样更新．文献

［８］已给出了模型部分参数的后验推断结果，为内容

的完整性和易于理解起见，本文仍将其结果附上．限

于篇幅，这里只直接给出各参数的后验分布．

３１　抽样狕犻

假定犜为当前类别数，由于

狆（狕犻＝犽狘狕－犻，狓，θ）∝狆（狓犻狘狕犻，θ）狆（狕犻狘狕－犻），

且有

狆（狕犻＝犽，犽犜狘狕－犻）＝狀－犻，犽／（犖－１＋α），

狆（狕犻＝犽，犽＞犜狘狕－犻）＝α／（犖－１＋α），

狆（狓犻狘狕犻，θ）＝∏
犇

犼＝１

犖（狓犻犼狘μ犼，σ
２
犼，狑

２
狕（犻），犼，δ狕（犻），犼）

狉狕（犻），犼·

　　　　 　　犖（狓犻犼狘μ犼，σ
２
犼）
１－狉狕（犻），犼，

狀－犻，犽为不考虑数据犻时类犽包含的数据个数，因此

在每次抽样过程中有可能增加或减少一个聚类，或

保持不变，完全视当前数据似然及很弱的先验分布

假设而定．

３２　抽样狉犽犼

狆（狓犻犼：狕犻＝犽狘狉犽犼 ＝１，θ）

＝ ｛∫∫∏
犻：狕（犻）＝犽

（２π）－
１／２
×（狑

２
犽犼σ

２
犽犼）

－１／２
×

　ｅｘｐ［－（狓犻犼－μ犼－δ犽犼×狑犽犼）
２／（２狑２犽犼σ

２
犽犼 ｝）］ ×

　（（犫狑）
犪狑／Γ（犪狑））×（狑

２
犽犼）

－犪狑－１ｅｘｐ（－犫狑／狑
２
犽犼）×

　（２π）－
１／２
×（ησ

２
犼）

－１／２
×ｅｘｐ［－δ

２
犽犼／（２ησ

２
犼）］ｄδ犽犼ｄ狑

２
犽犼

＝ （２π）－
狀犽
／２
×（η狀犽＋１）

－１／２
×（σ

２
犼）

－狀犽
／２
×

　 （Γ（犪狑＋狀犽／２）／Γ（犪狑））×（犫狑）
犪狑 ×

　 犫狑＋
狀犽
２σ

２
犼
ξ
２
犽犼－

η

η＋１／狀犽
（珋ξ犽犼）［ ］｛ ｝２

－（犪狑＋狀犽
／２）

．

在将分量参数积分出来后，此概率密度实际上具有

多变量狋分布的概率密度形式．

狆（狓犻犼：狕犻＝犽狘狉犽犼 ＝０，θ）

＝ ∏
犻，狕（犻）＝犽

（２π）－
１／２
×（σ

２
犼）

－１／２
×ｅｘｐ［－（狓犻犼－μ犼）

２／（２σ
２
犼）

＝（２π）－
狀犽
／２
×（σ

２
犼）

－狀犽
／２
×ｅｘｐ［－狀犽×ξ

２

犽犼
／（２σ

２

犼
）］，

其中，ξ犽犼＝｛狓犻犼－μ犼：狕犻＝犽｝，珋ξ犽犼为向量ξ犽犼的均值，

ξ
２
犽犼为ξ犽犼平方的均值．由于

狆（狉犽犼＝１狘狉－犽，犼）＝∫
１

０
狆（狉犽犼狘犵犼）狆（犵犼狘狉－犽，犼）ｄ犵犼＝

　　　　　　　　（狋－犽，犼＋β／犇）／（犜＋β／犇），

狆（狉犽犼＝０狘狉－犽，犼）＝ （犜－狋－犽，犼）／（犜＋β／犇），

其中狋－犽，犼为不考虑类犽情况下选择第犼个特征的类

别个数，特别地考虑到每个特征假定是独立生成的，

则抽样狉犽犼的过程为

狆（狉犽犼 ＝１狘狓，狉－（犽犼），θ）∝

　狆（狓犻犼：狕犻＝犽狘狉犽犼 ＝１，θ）狆（狉犽犼 ＝１狘狉－（犽犼））＝

　狆（狓犻犼：狕犻＝犽狘狉犽犼 ＝１，θ）狆（狉犽犼 ＝１狘狉－犽，犼），

狆（狉犽犼 ＝０狘狓，狉－（犽犼），θ）∝

　狆（狓犻犼：狕犻＝犽狘狉犽犼 ＝０，θ）狆（狉犽犼 ＝０狘狉－（犽犼））＝

　狆（狓犻犼：狕犻＝犽狘狉犽犼 ＝０，θ）狆（狉犽犼 ＝０狘狉－犽，犼）．

此计算过程与Ｈｏｆｆ模型在计算上的主要区别是：抽

样狉犽犼由观测数据、超参数及选择犼特征的聚类个数

决定，因此可以较好地控制聚类之间均值平移或方

差伸缩的特征个数，同时使得一些没有鉴别信息的

特征的狉犽犼设置为０，通过此模型可以得到两类之间

具有判别信息的特征差异．

３３　抽样狑
２
犽犼，δ犽犼

当狉犽犼＝１时，

Σ犼 ＝σ
２
犼犐狀犽×狀犽 ＋τ

２
犼１狀犽×狀犽，

狑２犽犼 ～犐犌（犪狑＋狀犽／２，犫狑＋（ξ′犽犼Σ
－１
犼ξ犽犼）／２），

τ^
２
犽犼 ＝ （狀犽／σ

２
犼 ＋１／τ

２
犼）

－１，

＾
δ犽犼 ＝ ∑

犻：狕（犻）＝犽

（狓犻犼－μ犼）／（狑犽犼×（狀犽＋１／η）），

δ犽犼 ～犖（^δ犽犼，^τ
２
犽犼），

当狉犽犼＝０时

狑２犽犼 ～犐犌（犪狑，犫狑），

δ犽犼 ～犖（０，τ
２
犽犼）．

３４　抽样μ犼，σ
２
犼，η，α和β等

犮^犼 ＝ １／犮＋∑
犖

犻＝１

１／［（狑２狕（犻），犼）
狉狕（犻），犼 ×σ

２
犼｛ ｝］－１

，
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ε犻犼 ＝狓犻犼－狉狕（犻），犼×狑狕（犻），犼×δ狕（犻），犼，

＾
μ犼 ＝犮^犼× 犿犼／犮＋∑

犖

犻＝１

ε犻犼／［（狑
２
狕（犻），犼）

狉狕（犻），犼 ×σ
２
犼｛ ｝］，

μ犼～犖（^μ犼，犮^犼），

σ
２
犼 ～ （犐犌狏１＋（犖＋犜）／２，狏２犼＋∑

犖

犻＝１

（ε犻犼－μ犼）
２／

　 　（２×（狑
２
狕（犻），犼）

狉狕（犻），犼）＋∑
犜

犽＝１

δ
２
犽犼／（２×η ）），

η～犐犌 犪η＋犇×犜／２，犫η＋ ∑
犜

犽＝１
∑
犇

犼＝１

δ
２
犽犼／σ

２（ ）犼 ／（ ）２ ，

狆（α狘…）∝狆（狕１，…，狕狀狘α）狆（α）∝

　α
犜＋犪

α
－１犲－犫ααΓ（α）／Γ（α＋犖），

狆（β狘…）∝狆（狉１１，…，狉犜犇狘β）狆（β）∝

（　 ∏
犇

犼＝１∫∏
犜

犽＝１

狆（狉犽犼狘犵犼）狆（犵犼）ｄ犵（ ）犼 狆（β）∝

　 ∏
犇

犼＝１

（β／犇）Γ（狋犼＋（β／犇））Γ（犜－狋犼＋１）

Γ（犜＋１＋（β／犇
（ ））） ×

　β
犪
β
－１犲－犫β×β，

其中狋犼＝∑
犜

犽＝１

狉犽，犼．

虽然α和β的后验分布没有标准的分布形式，

但可采用自适应拒绝抽样方法或重要抽样方法予以

更新．

４　变分贝叶斯推断方法

设在贝叶斯层次模型中所有超参数集为，所

有中间隐变量集为θ，变分推断方法就是试图找到

一个具有因子分解形式的犙（θ）逼近后验分布狆（θ｜

犡，）
［１０］．因此最小化犙（θ）和狆（θ｜犡，）的ＫＬ散度

目标函数：

犇（犙（θ）‖狆（θ狘犡，））＝犈犙［ｌｎ犙］－

犈犙［ｌｎ狆（θ狘犡，）］＋ｌｎ狆（犡狘），

其中犈狆｛犪｝表示随机变量犪关于概率分布或密度狆

的期望值．应用Ｊｅｎｓｅｎ不等式，最小化 ＫＬ散度目

标函数也即最大化对数边缘似然的下界犔［犙，］：

ｌｎ狆（犡｜）犔［犙，］＝犈犙［ｌｎ狆（θ｜犡，）］－犈犙［ｌｎ犙］

可得到后验狆（θ｜犡，）的逼近犙（θ）．

由于Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ过程是无限混合模型，中间参数

π犽可能有无穷个，故无法直接应用变分推断方法来

求解．因此一般用“断棒”（ｓｔｉｃｋｂｒｅａｋｉｎｇ）表示形式

截断无限混合为有限混合［１１］．引入随机变量

犞犽 ～犅犲狋犪（１，α），

则混合权值π犽可表示为

π犽（犞）＝犞犽∏
犽－１

犼＝１

（１－犞犼），

同时，为减少中间变量的耦合，调整δ犽犼的分布形

式为

δ犽犼 ～犖（０，τ
２
犼 ＝η×狑

２
犽犼×σ

２
犼），

狆（犡狘狕，狉，μ，σ
２，δ，狑）＝

　∏
犖

犻＝１
∏
犓

犽＝

［
１
∏
犇

犼＝１

犖（狓犻犼狘μ犼＋δ犽犼，狑
２
犽犼×σ

２
犼）
狉犽犼 ×

　犖（狓犻犼狘μ犼，σ
２
犼）
１－狉犽 ］犼 狕

犻犽．

　　至此，一个统一的非参数贝叶斯层次模型如

图１所示．
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图１　子空间聚类非参数贝叶斯层次模型

设截断的混合分量个数为犜，一般取较大值，甚

至可为所有数据个数．设各分量中间参数为θ犽，中间

参数的先验超参数为０，则有

犙（犞，狕，θ狘γ，θ，）＝

　　∏
犜－１

犽＝１

犙（犞犽狘γ犽）∏
犜

犽＝１

犙（θ犽狘θ犽）∏
犖

犻＝１

犙（狕犻狘犻），

其中θ


犽
为各分量参数θ犽的后验共轭，犙（犞犽｜γ犽）为

Ｂｅｔａ分布犅犲狋犪（γ犽，１，γ犽，２），犙（狕犻｜犻）为犖维的多项

式分布．因此

犔［犙，］＝∑
犜

犽＝１

犈犙［ｌｎ狆（犞犓狘α
）］＋

∑
犜

犽＝１

犈犙［ｌｎ狆（θ

狘０）］＋

∑
犖

犻＝１

犈犙［ｌｎ狆（狕犻狘犞）］＋

∑
犖

犻＝１

犈犙［ｌｎ狆（狓犻狘θ
，狕犻）］＋

犈犙［ｌｎ狆（α

狘犪α，犫α）］－犈犙［ｌｎ犙（犞，狕，θ

）］，
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其中各分量中间变量可分解为

犙（θ）＝犙（σ
２）犙（η）犙（狑

２）犙（β）犙（犵）犙（δ）犙（μ）犙（狉），

变分推断的任务就是要求得各因子的分布形式．以

下标记〈狔〉为犈犙（狔），Ψ（狔）＝


狔
Γ（狔），设定

犙（狕犻＝犽）＝犻犽，

犙（狕犻＞犽）＝ ∑
犜

狋＝犽＋１

犻狋，

对于犙（犞犽）有

γ犽，１ ＝１＋∑
犖

犻＝１

犻犽，

γ犽，２ ＝ 〈α〉＋∑
犖

犻＝１
∑
犜

!＝犽＋１

犻!，

则犙（犞犽）∝犅犲狋犪（γ犽，１，γ犽，２）

〈ｌｎ犞犽〉＝Ψ（γ犽，１）－Ψ（γ犽，１＋γ犽，２），

〈ｌｎ（１－犞犽）〉＝Ψ（γ犽，２）－Ψ（γ犽，１＋γ犽，２），

因此对于Φ犻犽有

（犻１，犻２，…，犻犜）∝

　　犇犻狉犮犺犾犲狋（ｅｘｐ（犛１），ｅｘｐ（犛２），…，ｅｘｐ（犛犜））

犻犽 ∝ｅｘｐ（犛犽） （１５）

犛犽 ＝ 〈ｌｎ犞犽〉＋∑
犽－１

!＝１

〈ｌｎ（１－犞!

）〉＋

　∑
犇

犼＝１
φ犽犼［－ｌｎ（２π）＋〈ｌｎ（１／狑

２
犽犼）〉＋

　〈ｌｎ（１／σ
２
犼）〉］／２－

　∑
犇

犼＝１
φ犽犼［（狓

２
犻犼＋〈δ

２
犽犼〉＋〈μ

２
犼〉－

　２狓犻犼〈δ犽犼〉－２狓犻犼〈μ犼〉＋

　２狓犻犼〈δ犽犼〉〈μ犼〉）／（〈狑
２
犽犼〉〈σ

２
犼〉）］／２＋

　∑
犇

犼＝１

（１－φ犽犼）［－ｌｎ（２π）＋〈ｌｎ（１／σ
２
犼）〉］／２－

　∑
犇

犼＝１

（１－φ犽犼）［（狓
２
犻犼＋〈μ

２
犼〉－２狓犻犼〈μ犼〉）／〈σ

２
犼〉］／２，

∑
犜

犽＝１

〈ｌｎ狆（犞犓狘α
）〉

　 ＝∑
犜

犽＝１

［ｌｎ（〈α〉）＋（〈α〉－１）〉ｌｎ（１－犞犽）〉］　　

　 ＝犜ｌｎ（〈α〉）＋（〈α〉－１）·

　 　∑
犜

犽＝１

［Ψ（γ犽，２）－Ψ（γ犽，１＋γ犽，２）］；

对于犙（α）有

珘犪α ＝犪α＋犜－１，

珘犫α ＝犫α－∑
犜－１

犽＝１

〈ｌｎ（１－犞犽）〉，

则犙（α）∝犌（珘犪α，珘犫α），

〈α〉＝珘犪α／珘犫α （１６）

〈ｌｎ狆（α｜犪α，犫α）〉＝Ψ（珘犪α）－ｌｎ（珘犫α）．

而求各分量变分参数则可参考基于高斯混合的

聚类ＥＭ 算法，也可看作前面给出的 ＭＣＭＣ抽样

中类别和特征选择软赋值（ｓｏｆｔａｓｓｉｇｎｍｅｎｔ）时的后

验推断．特别地本模型各参数选用的先验分布与后验

分布构成共轭对，因而可容易地写出各变分参数值．

（１）犙（狉犽犼）

犉犛犽犼０ ＝〈ｌｎ（１－犵犼）〉＋∑
犖

犻＝１

犻犼〈ｌｎ（１／σ
２
犼）〉／２－

∑
犖

犻＝１

犻犽［（狓
２
犻犼＋〈μ

２
犼〉－２狓犻犼〈μ犼〉）／〈σ

２
犼〉］／２，　

犉犛犽犼１＝〈ｌｎ犵犼〉＋∑
犖

犻＝１

犻犼［〈ｌｎ（１／σ
２
犼）〉＋〈ｌｎ（１／狑

２
犽犼）〉］／２－

　∑
犖

犻＝１

犻犽［（狓
２
犻犼＋〈δ

２
犽犼〉＋〈μ

２
犼〉－２狓犻犼〈δ犽犼〉－２狓犻犼〈μ犼〉＋

　２狓犻犼〈δ犽犼〉〈μ犼〉）／（〈狑
２
犽犼〉〈σ

２
犼〉）］／２，

犙（狉犽犼）∝犅犲狋犪（ｅｘｐ（犉犛犽犼０），ｅｘｐ（犉犛犽犼１）），

犙（狉犽犼 ＝１）＝φ犽犼，

犙（狉犽犼 ＝０）＝１－φ犽犼，

φ犽犼 ＝ｅｘｐ（犉犛犽犼１）／（ｅｘｐ（犉犛犽犼０）＋ｅｘｐ（犉犛犽犼１））　 　

（１７）

　　（２）犙（犵犼）

珘犪犵犼 ＝ （〈β〉／犇）＋∑
犜

犽＝１
φ犽犼，

珘犫犵犼 ＝１＋∑
犜

犽＝１

（１－φ犽犼），

则犙（犵犼）∝犅犲狋犪（珘犪犵犼，珘犫犵犼），

〈ｌｎ（犵犼）〉＝Ψ（珘犪犵犼）－Ψ（犜＋（〈β〉／犇）＋１）（１８）

〈ｌｎ（１－犵犼）〉＝Ψ（珘犫犵犼）－Ψ（犜＋（〈β〉／犇）＋１）

（１９）

　　（３）犙（β）

珘犪β＝犪β＋犇－１，

珘犫β＝犫β－∑
犇

犼＝１

〈ｌｎ（犵犼）〉／犇，

则犙（β）∝犌（珘犪β，珘犫β），

〈β〉＝珘犪β／珘犫β （２０）

〈ｌｎ狆（β狘犪β，犫β）〉＝Ψ（珘犪β）－ｌｎ（珘犫β）．

　　（４）犙（η）

珘犪η ＝犪η＋犜×犇／２，

珘犫η ＝犫η＋
１

２∑
犜

犽＝１
∑
犇

犼＝１

〈δ
２
犽犼〉／（〈狑

２
犽犼〉〈σ

２
犼〉），

则犙（η）∝犐犌（珘犪η，珘犫η），
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〈η〉＝珘犫η／珘犪η （２１）

　　（５）犙（μ犼）

珓犮犼 （＝ １

犮
＋∑

犖

犻＝１
∑
犜

犽＝１

犻犽φ犽犼／（〈狑
２
犽犼〉〈σ

２
犼〉）＋

∑
犖

犻＝１
∑
犜

犽＝１

犻犽（１－φ犽犼）／〈１／σ
２
犼 ）〉

－１
，

珦犿犼＝珓犮犼 （× 犿犼
犮
＋∑

犖

犻＝１
∑
犜

犽＝１

犻犽φ犽犼×（狓犻犼－δ犽犼）／

（〈狑２犽犼〉〈σ
２
犼〉）＋∑

犖

犻＝１
∑
犜

犽＝１

犻犽（１－φ犽犼）×狓犻犼／〈σ
２
犼 ）〉，

则犙（μ犼）∝犖（珦犿犼，珓犮犼）

〈μ犼〉＝珦犿犼 （２２）

〈μ
２
犼〉＝珓犮犼＋珦犿犼×珦犿犼 （２３）

　　（６）犙（σ
２
犼）

珘狏１犼＝狏１＋ ∑
犖

犻＝１
∑
犜

犽＝１

犻犽＋（ ）犜 ／２，

珘狏２犼＝狏２犼 ［＋ ∑
犖

犻＝１
∑
犜

犽＝１

犻犽φ犽犼（狓
２

犻犼
＋〈δ

２
犽犼〉＋〈μ

２
犼〉－

　２狓犻犼〈δ犽犼〉－２狓犻犼〈μ犼〉＋２〈δ犽犼〉〈μ犼 ］〉）／２＋

［　 ∑
犖

犻＝１
∑
犜

犽＝１

犻犽（１－φ犽犼）（狓
２
犻犼＋〈μ

２
犼〉－２狓犻犼〈μ犼 ］〉）／２＋

［　 ∑
犜

犽＝１

〈δ
２
犽犼〉／（〈η〉〈狑

２
犽犼 ］〉）／２，

则犙（σ
２
犼）∝犐犌（珘狏１犼，珘狏２犼），

〈１／σ
２
犼〉＝珘狏１犼／珘狏２犼 （２４）

〈σ
２
犼〉＝珘狏２犼／珘狏１犼 （２５）

〈ｌｎ（１／σ
２
犼）〉＝Ψ（珘狏１犼）－ｌｎ（珘狏２犼）．

　　（７）犙（δ
２
犽犼）

珓τ
２
犽犼＝∑

犖

犻＝１

犻犽φ犽犼／（〈狑
２
犽犼〉〈σ

２
犼〉）＋１／（〈η〉〈狑

２
犽犼〉〈σ

２
犼〉），

珘δ犽犼＝∑
犖

犻＝１

犻犽φ犽犼（狓犻犼－〈μ犼〉）／（〈狑
２

犽犼
〉〈σ

２
犼〉），

则犙（δ犽犼）∝犖（珘δ犽犼，珓τ
２

犽犼
），

〈δ犽犼〉＝珘δ犽犼／珓τ
２
犽犼 （２６）

〈δ
２

犽犼
〉＝ 〈δ犽犼〉〈δ犽犼〉＋１／珓τ

２
犽犼 （２７）

　　（８）犙（狑
２
犽犼）

珘犪狑犽犼＝犪狑 ＋ ∑
犖

犻＝１

犻犽φ犽犼＋（ ）１／２，

珘犫狑犽犼＝犫狑 ［＋ ∑
犖

犻＝１

犻犽φ犽犼（狓
２
犻犼＋〈μ

２
犼〉＋〈δ

２
犽犼〉－

　２〈μ犼〉狓犻犼－２〈δ犽犼〉狓犻犼＋２〈μ犼〉〈δ犽犼〉狓犻犼）／〈σ
２
犼 ］〉／２＋

　［〈δ
２
犽犼〉／（〈η〉〈σ

２
犼〉）］／２，

则犙（狑２
犽犼
）∝犐犌（珘犪狑犽犼，珘犫狑犽犼），

〈狑２犽犼〉＝珘犫狑犽犼／珘犪狑犽犼 （２８）

〈ｌｎ（１／狑２犽犼）〉＝Ψ（珘犪狑犽犼）－ｌｎ（珘犫狑犽犼）．

　　迭代执行如上步骤，直至下界函数犔［犙，］不

再增加．由于“断棒”法对各分量混合权值先验是按

分量大小有序排列的，因此在每一次迭代后根据逼

近的各分量大小重新排列各分量并调整相应的分量

参数次序．

５　实验结果

以下给出变分法的实验结果．ＭＣＭＣ抽样方法

在文献［８］中显示了此模型的一些优点，但是要经历

几万次的迭代抽样，在当前的模式识别与机器学习

应用领域不是理想的方法．然而一些生物数据的特

征数远远大于样本个数且对聚类准确度要求较高

时，对其进行 ＭＣＭＣ抽样则能够发挥它的优点．

如果两个或更多的分量参数相似，Ｇｉｂｂｓ抽样

易陷入局部模式，收敛速度非常慢，不能正确聚类．

特别地本模型还要抽样狉犽犼，其值与分量参数高度耦

合，如不设定合适的迭代初始值，即使应用ｓｐｌｉｔ

ｍｅｒｇｅ方法
［１２１３］，也很难保证 ＭＣＭＣ抽样收敛．文

献［１４］也注意到Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ混合模型存在的这个严

重问题，应用犃搜索方法求Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ混合的聚类

结果，或将其结果作为 ＭＣＭＣ抽样的迭代初始值．

本文在进行 ＭＣＭＣ抽样试验时的迭代初始值利用

犽均值聚类结果，其类别数犜 一般比真实的类别数

大，采用欧氏距离作为犽均值聚类的距离度量，随机

设定类中心点，迭代１００次．设最后得到的各类中心

为＾δ犽，观测数据均值为μ狓，则μ的先验超参数犿 取

μ狓，各类平移初始值δ犽＝
＾
δ犽－μ狓，参数狑

２和σ
２按先

验分布抽取，η＝１，狉犽犼随机取０或１．而且由于Ｇｉｂｂｓ

抽样每次只移动一个观测数据到一个新的混合分量

中，因此在一遍Ｇｉｂｂｓ抽样后再利用ｓｐｌｉｔｍｅｒｇｅ算

法移动一组观测数据到一个新的混合分量中．在整

个迭代结束后可将只包含很少几个观测数据的分量

去除．

变分法不需抽样，但其性能可能更依赖于初始

值的选择．以下试验各参数初始值选择如下：Φ犻犽≈

１／犜；φ犽犼取标准分布随即数；设μ狓为数据集的均值，

犛狓为数据集各特征的方差，μ的先验超参数犿 取

μ狓，先验超参数犮取 １０
６；狏１ ＝１／２，狏２犼＝犛狓犼／２；

〈σ
２
犼〉＝犛狓犼；犪η＝１／２，犫η＝１／２，〈η〉＝１；犪狑＝３，犫狑＝２，

〈狑２〉＝０．１；〈δ犽犼〉～犖（０，〈η〉〈狑
２
犽犼〉〈σ

２
犼〉）．而α和β

及它们的超参数则根据用户对可能聚类个数及特征
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选择的先验知识而设定．β一般取两类之间可能有

特征均值平移或方差伸缩的特征数．在本文试验中

截断的聚类个数犜一般大于目标聚类个数．在迭代

过程中对于混合权值后验均值很小的分量也予以

去除．

本算法的主要功能是在不同的特征子集上进行

聚类，不是特征选择．评价子空间聚类的标准在文献

［６］中已有一定的研究，本文仍采取校正的Ｒａｎｄ指

数作为性能评价标准［１５］．本文模型是对 Ｈｏｆｆ模型

的扩充，对特征平移或方差伸缩的特征选择引入了

非参数统计模型，但在进行 ＭＣＭＣ抽样时两者聚

类性能没有本质差异，由于是经抽样得到聚类，也很

难比较两者的聚类性能．本文改进的模型对比 Ｈｏｆｆ

模型的一个主要优点是便于利用变分法推断模型参

数，而变分法则无需抽样，在计算速度上得到很大的

提高．因此以下实验给出的 ＭＣＭＣ结果均为根据

本文模型前述参数后验分布抽样迭代的结果．

５１　仿真数据

!"#
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$%'

$%(

#%)

#%*

$"+

$",

$"-

$"!

$

$.............!$............-$............,$...........+$............*$............)$...........($............'$............&$.........!$$

迭代次数

校
正
的
/
0
1
2

指
数

图２　仿真数据校正的Ｒａｎｄ指数

仿真数据类似文献［７８］中的仿真数据，１００个

目标对象，１０００个特征．其中８５个对象为一类，每

个特征服从均值为０、方差为１的标准分布；其余１５

个目标为另一类，其中有１５０个特征服从均值为

１．５、方差为０．２的标准分布，其他特征也服从均值

为０、方差为１的标准分布．两类之间的部分特征既

有均值平移也有方差伸缩．应用变分贝叶斯学习方

法的执行结果如图２所示，迭代执行５０次就能正确

聚类（校正的Ｒａｎｄ指数值为１），约１００次左右目标

函数下界不再增加，对φ犽犼二值化得到狉犽犼，含１５个

目标的类别犽对应有均值平移和方差伸缩的１５个

特征狉犽犼值为１，其余的狉犽犼值都为０．应用 ＭＣＭＣ方

法也只需要１００次左右的迭代就能达到均衡分布．

同时说明对于这样一类具有很强聚类模式的数据，

应用变分贝叶斯方法和 ＭＣＭＣ方法都能很快地得

到正确的聚类结果．

５２　真实数据

首先的实验是一个关于人脸聚类的问题．数据

来源于Ｓｔｉｒｌｉｎｇ人脸数据库①，选择所有的６８个前

视（类１）和１０５个侧视（类２）灰度人脸图像．对这些

人脸进行特征脸抽取的过程如文献［３］所示，选取人

脸在１０个主特征分量上的投影系数为特征值．根据

主分量分析的性质，经主分量分析得到的投影系数

服从高斯分布，故本文的模型很适合此类问题．类１

和类２数据各特征的分布情况分别如图３，４所示，

均用箱线图表示．图５表示观测数据总体及各类均

值．从上述三张图可大致直观地得到两类在各特征

之间的差异：在特征１和４上存在显著的均值平移，

而在特征２、３、５、６、９上两类的方差差异较均值差异

更加明显，在特征７、８和１０上两类则没有均值显著

平移或方差大小显著不同的现象．
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图３　类１各特征分布
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图４　类２各特征分布
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图５　数据总体及各类均值

应用本文提出的变分贝叶斯推断算法根据不同

的初始值运行２０次，平均错误区分前、侧视人脸个

数为４～５个，低于文献［３］的７个．应用 ＭＣＭＣ抽

样方法的准确度更高，只误分其中的３个，聚类结果

的基准均值μ犼和各类均值μ犽犼＝μ犼＋狉犽犼×狑犽犼×δ犽犼，

犽＝１，２；犼＝１，２，…，１０．

如图６所示：在特征７、８和１０上两类均值点重

合 （狉１犼＝狉２犼＝０，犼＝７，８，１０），即两类没有均值平移

或方差伸缩，说明这些特征对所有类别都没有判别

信息．类２特征４的均值与基准均值重合，但类１有

平移（狉２４＝０，狉１４＝１）；类１特征９的均值与基准均

值重合，类２有平移（狉１９＝０，狉２９＝１），因此类１和

类２在不同的特征子集上有判别信息存在，也正是

子空间聚类思想的体现．对于其他特征两类相对基

准均值都有平移项．因此实验结果反映了两类在不

同特征子集上的聚类特性．
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图６　子空间聚类估计的基准均值及各类均值

接下来的试验是对手写数字（“０”～“４”）进行聚

类．数据来自ＵＣＩ的多特征数据库①，每类２００个样

本，共１０００个样本．对每个大小为１６×１６的灰度图

像提取不同的识别特征，如文献［２］所述，本文选取

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩（Ｚｅｒｎｉｋｅ，４７个特征）、傅立叶系数（Ｆｏｕ

ｒｉｅｒ，７６个特征）和轮廓相关系数（Ｐｒｏｆｉｌｅ，２１６个特

征）等三个特征集，在每个特征集上应用本文算法和

犽均值聚类算法，犽均值聚类初始值设定也如前所

述，只是将初始聚类个数设为理想的目标聚类个数，

迭代１００次或收敛标准已满足．两方法分别根据不

同的随机初始值运行２０次，计算平均的校正的

Ｒａｎｄ指数，结果如表１所示．由于进行ＭＣＭＣ抽样

计算时间很长，其主要原因是对高维大规模数据问

题一方面需要同时运行几条马尔可夫链，在迭代过

程交换部分参数，可能还需采用退火技术，否则易陷

入局部模式；另一方面对狉犽犼抽样需利用Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ

Ｈａｓｔｉｎｇｓ接受概率方法，同时更新狉矩阵一行中的

几列值［１６］，也是一个很耗时的过程．故没有给出应

用 ＭＣＭＣ方法的结果．

从表１可看出，当特征维数较低时，本文算法性

能略低于犽均值聚类算法，但是当特征维数较高

时，如在Ｐｒｏｆｉｌｅ特征集上进行聚类时，本算法性能

优于犽均值聚类算法．一方面说明本算法对高维特

征数据集有较好的聚类效果，能发现各个类别在不

同特征子集上均值与方差的差异；另一方面说明由

于本文模型假定各特征独立，而低维特征集之间可

能存在较大的相关性，因此导致聚类性能下降．

表１　应用本文方法与犽均值算法手写数字

聚类校正的犚犪狀犱指数

特征集
Ｒａｎｄ指数

Ｚｅｒｎｉｋｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ Ｐｒｏｆｉｌｅ

犽均值算法 ０．６１ ０．５７ ０．７８

本文的ＶＢ算法 ０．５５ ０．５２ ０．８７

另外，建立统计模型进行聚类相对犽均值聚类

及层级聚类等启发式算法的优势还在于其后验推断

能对聚类结果、各特征均值平移及方差伸缩等的不

确定性进行度量，自动进行模型选择，特别的统计模

型也能对含有缺失数据的目标进行聚类．

６　结语和讨论

在本文中，我们在子空间聚类Ｈｏｆｆ模型的基础

上对特征均值和方差平移引入非参数统计模型，并

给出子空间聚类模型的变分贝叶斯参数推断方法，

在几个模拟和真实数据集上验证了本算法能根据数

据集本身的聚类特性和各特征均值与方差的不同，

１４３１８期 卿湘运等：子空间聚类的非参数模型及变分贝叶斯学习
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进行子空间聚类，运用变分贝叶斯方法逼近各参数

的后验分布，大大减少了算法运行时间．

但是应注意到变分法存在依赖初始值且可能陷

入局部较小的缺点．作者在几个非常高维的生物信

息数据集上运用变分贝叶斯方法不能取得聚类结果

说明了此问题仍值得深入探究．一方面需研究如何

避免陷入局部极小，使得下界逼近更紧．确定性退火

技术是较可行的技术［１７］；另一方面Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ过程和

选择特征均值平移或方差伸缩的非参数过程变分贝

叶斯方法还有待深入研究，特别是生物信息数据特

征在空间上具有马尔可夫特性，研究此类模型的变

分贝叶斯推断方法将是本文接下来的工作．

针对Ｈｏｆｆ模型各特征独立这一假设，已有一些

假定特征非独立生成而同时进行聚类和特征选择的

工作［１８１９］，但是只能应用 ＭＣＭＣ抽样方法进行后

验推断，实验对象只有几十个数据．对大规模数据集

其计算量是难以接受的．如应用变分贝叶斯方法，并

采取自动相关决定（ＡｕｔｏｍａｔｉｃＲｅｌｅｖａｎｃｅＤｅｔｅｒｍｉ

ｎａｔｉｏｎ，ＡＲＤ）框架选取特征，但是协方差更新的计

算量仍是相当大的．
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