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摘　要　蚁群算法（ＡＣＯ）作为一类新型的机器学习技术，已经广泛用于组合优化问题的求解，同时也应用于工业

工程的优化设计．相对于遗传算法（ＧＡ），蚁群算法的理论研究在国内外均起步较晚，特别是收敛速度的分析理论

是该领域急待解决的第一大公开问题．文中的研究内容主要是针对这一公开问题而开展的．根据蚁群算法的特性，

该研究基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程的数学模型，提出了蚁群算法的收敛速度分析理论．作者给出了估算蚁群算法期望

收敛时间的几个理论方法，以分析蚁群算法的收敛速度，并结合著名的 ＡＣＳ算法作了具体的案例研究．基于该文

提出的收敛速度分析理论，作者还提出ＡＣＯ难和ＡＣＯ易两类问题的界定方法；最后，利用ＡＣＳ算法求解ＴＳＰ问

题的实验数据，验证了文中提出的分析结论，得出了初步的算法设计指导原则．
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１　引　言

蚁群算法也称作蚁群优化（ＡｎｔＣｏｌｏｎｙＯｐｔｉ

ｍｉｚａｔｉｏｎ，ＡＣＯ），最早是由Ｄｏｒｉｇｏ及其研究同伴所

提出，用于求解诸如旅行商问题（ＴｒａｖｅｌｉｎｇＳａｌｅｓｍａｎ

Ｐｒｏｂｌｅｍ，ＴＳＰ）之类的组合优化问题
［１２］．自然界蚂

蚁在其经过的路径上会留下某种生物信息物质（信

息素），该物质会吸引蚁群中的其它成员再次选择该

段路径；食物与巢穴之前较短的路径容易积累较多

的信息素，因而使得更多的蚂蚁选择走该段路径，最

终几乎所有的蚂蚁都集中在最短路径上完成食物的

搬运．Ｄｏｒｉｇｏ等从此现象中抽象出路径选择和信息

素积累的数学模型；作为蚁群算法的核心；并通过对

蚂蚁寻找最短路径的计算机模拟，实现了对ＴＳＰ问

题的求解．自此，蚁群算法越来越多地被用于求解其

它的组合优化问题，也被推广到工业工程上应用［３］．

近年来随着 ＡＣＯ的广泛应用，该算法的结构和执

行策略也不断地得到改进和丰富，其中最成功的两

个蚁群算法模型分别是：蚁群系统（ＡＣＳ）
［４］和最大

最小蚂蚁系统（ＭＭＡＳ）
［５］，它们的核心思想对蚁群

算法的设计有着深远的影响．

应用研究的发展促进了学者们对蚁群算法理论

的研究，主要内容在于算法数学模型、收敛性和收敛

速度的分析．Ｇｕｔｊａｈｒ针对一种特殊的蚁群算法

（ｇｒａｐｈｂａｓｅｄａｎｔｓｙｓｔｅｍ）建立了概率转换模型，并

分析了该算法收敛的条件［６８］．受此结果的启发，

Ｓｔüｔｚｌｅ和Ｄｏｒｉｇｏ
［９］进一步给出了保证蚁群算法收

敛的一般性条件：最优解路径对应信息素的下确界

应大于０，以确保算法至少有一次找到全局最优解．

这个结论对于绝大多数蚁群算法的分析都是合适

的，不过结论的证明类似于对非启发式随机搜索算

法的分析，对算法性能评价以及设计方面的指导意

义不明显．Ｄｏｒｉｇｏ等又将蚁群算法的收敛性分为两

种类型［３，１０］：（１）值收敛（ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｉｎｖａｌｕｅ），即

当迭代时间趋于无穷时，蚁群算法至少一次达到最

优解；（２）解收敛（ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｉｎｓｏｌｕｔｉｏｎ），即当迭

代时间趋于无穷时，蚁群算法找到最优解的概率趋

于１．两种收敛性的证明
［３］都类似于文献［９］的分

析，结论充实了蚁群算法的收敛性理论．

上面主要是基于概率模型的收敛性分析，国内

外学者还从随机过程的角度研究了蚁群算法的收敛

性．Ｂａｄｒ和Ｆａｈｍｙ
［１１］利用随机游走模型（ｒａｎｄｏｍ

ｂｒａｎｃｈｉｎｇ）分析了一种特殊蚁群算法的收敛性．但是

由于约束条件较多，其结论难以进行推广．国内Ｋｅ和

Ｙａｎｇ等
［１２１３］则是利用有限 Ｍａｒｋｏｖ链模型（Ｍａｒｋｏｖ

ｃｈａｉｎ）作为研究 ＡＣＯ收敛性的工具；但是，分析结

论只能适用于信息素矩阵状态有限的特殊蚁群

算法．

收敛性分析理论仅仅告诉我们蚁群算法存在最

终找到全局最优解的可能性［２］，较难用于实际算法

性能的对比评价．只有对蚁群算法收敛速度进行分

析，才能知道算法求解最优解的计算消耗时间．然

而，这方面的研究目前在国内外几乎没有．Ｄｏｒｉｇｏ

曾在２００５年将蚁群算法的收敛速度研究问题列为

ＡＣＯ领域的第一大公开问题
［１０］，并建议学者们尝

试对一些简单蚁群算法进行收敛速度的分析，以填

补此项研究空白．２００６年的文献［１４］对此公开问题

作了首次回应，但是，结论仅仅局限于求解线性函数

的二进制单蚁ＡＣＯ算法．

本文主要针对这一公开问题，建立了比以往研

究更具通用性的吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链模型，提出了蚁

群的收敛性和收敛速度分析理论．以期望收敛时

间作为研究蚁群算法收敛速度的主要指标，我们给

出了其估算分析方法，并首次提出了 ＡＣＯ难和

ＡＣＯ易问题的界定方法．本文又以经典的蚁群算

法ＡＣＳ作为案例研究，分析了其收敛速度，并提出

了ＡＣＳ能否在多项式时间内求解具体问题的判定

条件，最后用ＡＣＳ求解ＴＳＰ问题的试验数据，验证

了这一判断条件的正确性．

２　符号说明

先说明本文用到主要符号．

犆：狊犻可取点的集合；

犈γ：蚁群算法的期望收敛时间；

犈μ：首达最优状态的期望时间；

犑（狓犻）：狊犻与狊犻邻接点边集；

犓：蚁群算法的虚拟蚂蚁数目；

狀：ＴＳＰ问题的城市数；

狆ｍｉｎ，狆ｍａｘ：狇
犽（狋，犻，犼）最小、最大值；

狇
犽（狋，犻，犼）：第犽只蚂蚁找到狊中边（犻，犼）的

概率；

狇０：不采用模拟退火选择的概率；

犚＋：正实数集；

犛：优化问题的解空间；

狊：犛中目标函数值最小的解；

狊犻：犛中解狊的第犻个点；
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狊ｂｓ：ＡＣＯ中的当前最优解；

犛ｉｔｅｒ：ＡＣＯ一次迭代找到的解集；

犜（狋）：第狋次迭代的信息素矩阵；

狓犻：解狊的前犻个点；

犡（狋）：第狋次迭代的｛狊ｂｓ｝∪犛ｉｔｅｒ；

犢犡：犡（狋）所属的状态空间；

犢犜：犜（狋）所属的状态空间；

犢：ξ（狋）所属的状态空间；

犢
犡：犡


∈犢


犡都包含狊

；

犢：（犡，犜）∈犢有犡
∈犢


犡；

（犻，犼）：ＴＳＰ中点犻到点犼的边；

α：蚁群算法中信息素的权重；

β：蚁群算法中启发式值的权重；

η犻，犼：边（犻，犼）对应的启发式值；

ηｍｉｎ，ηｍａｘ：启发式值最小、最大值；

λ（狋）：蚁群算法在狋时刻达到最优状态的概率；

θ：信息素局部更新的挥发系数；

ρ：信息素全局更新的挥发系数；

τ犻犼：边（犻，犼）对应的信息素；

τｍｉｎ，τｍａｘ：信息素最小、最大值；

ξ（狋）：（犡（狋），犜（狋））；

｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
：ＡＣＯ对应的随机过程．

３　蚁群算法简介

本节将对蚁群算法的框架和基本内容作简介，首

先参考Ｄｏｒｉｇｏ给出的基本蚁群算法的相关定义
［２］．

定义１（组合优化模型）．　一个组合优化问题

模型（犛，Ω，犳）包含有三方面内容：离散解空间犛、约

束集合Ω和目标函数犳：犛→犚
＋．

运用蚁群算法求解组合优化问题可以视为：搜

索狊∈犛，满足犳（狊）犳（狊），狊∈犛（以极小化问题

为例）．记狊中的组成元素来源于一个离散集犆＝

｛犮１，犮２，…，犮犖｝，狊＝｛狊１，狊２，…，狊狀｝，狊犻∈犆，犻＝１，

２，…，狀．蚁群算法的执行过程可以被看作蚂蚁在图

犌＝（犆，犔，犜）上的随机游走．离散集犆为图犌 的结

点集；犔为边集刻画了图的连通状况；犜为信息素向

量，其中τ犻犼对应结点犮犻到犮犼边（犻，犼）上的信息素．下

面是基本蚁群算法的框架［２］．

算法１．　基本ＡＣＯ算法．

输入：一个组合优化问题（犛，Ω，犳）

输出：当前最优解狊ｂｓ

１．初始化信息素矩阵犜

２．狊ｂｓ←ＮＵＬＬ（狊ｂｓ为当前最优解）

ｗｈｉｌｅ算法终止条件未满足ｄｏ

３．　犛ｉｔｅｒ←

ｆｏｒ犼＝１，２，…，犓ｄｏ

４． 　每只虚拟蚂蚁求解狊

５． 　ｉｆ（犳（狊）犳（狊ｂｓ））ｏｒ（狊ｂｓ＝ＮＵＬＬ）ｔｈｅｎ狊ｂｓ←狊

６． 　犛ｉｔｅｒ←犛ｉｔｅｒ∪｛狊｝

ｅｎｄｆｏｒ

７． 根据犛ｉｔｅｒ，狊ｂｓ更新信息素矩阵犜

ｅｎｄｗｈｉｌｅ

第１步初始化信息素τ犻犼＝τ０τｍｉｎ＞０，可以设

置τ０＝犳（狊
狉）／２，狊狉是一个随机搜索得到的解．第２

步将当前最优解狊ｂｓ变量置空，求解过程中用于记录

当前的最优解．第３步将候选解集犛ｉｔｅｒ清空，用于记

录每次迭代虚拟蚂蚁寻得的解．第４步首先为每只

虚拟蚂蚁（共犓 只）任意选择一个结点作为起点，再

按式（１）选择下一个目标结点，直至完成一个可行解

的搜索：

犘（狊犻＋１＝犮犼｜犜，狓犻）＝

τ
α
犻犼（狋）η

β
犻犼

∑
犮
狔∈犆∧

（犻，狔）∈犑（狓犻
）

τ
α
犻狔（狋）η

β
犻狔

， （犻，犼）∈犑（狓犻）

０，

烅

烄

烆 其它

（１）

其中，狓犻＝｛狊１，狊２，…，狊犻｝和狓犻＋１＝｛狊１，狊２，…，狊犻，狔｝，

狊犻∈犆，犻＝１，２，…，狀．犑（狓犻）表示狊犻与狊犻邻接点构成

的边集，有些问题如ＴＳＰ，不允许有重复边，则会将

已选中的边排除在外．η犻，犼为边（犻，犼）对应的启发式

值，α，β＞０为权重参数．当狊＝狓狀时，虚拟蚂蚁求解完

成．第５步主要记录当前求得的最优解，第６步把新

求得的解纳入犛ｉｔｅｒ．第７步是对信息素向量的更新，

一种方式是用当前最优解狊ｂｓ进行更新（全局更新）：

（犻，犼）∈狊ｂｓ：τ犻犼←（１－ρ）τ犻犼＋狕１（狊ｂｓ） （２）

另外一种方式是用本次迭代所求得的解犛ｉｔｅｒ进行更

新（局部更新）：

（犻，犼）∈狊∈犛ｉｔｅｒ：τ犻犼←（１－θ）τ犻犼＋狕２（狊） （３）

其它（犻，犼）狊∈犛ｉｔｅｒ且（犻，犼）狊ｂｓ，则进行τ犻犼←

（１－ρ）τ犻犼．更新后对所有的边进行调整：

（犻，犼）：τ犻犼←ｍａｘ｛τｍｉｎ，τ犻犼｝ （４）

挥发因子满足０＜θ，ρ＜１，最低信息素满足τｍｉｎ＞０；

信息素增量狕１（狊），狕２（狊）：犛→犚
＋，满足：若狊１优于

狊２，狕２（狊１）狕２（狊２），即更优的解将带来更大的信息

素增量．

大多数蚁群算法均属于以上的框架，只是具体

算法步骤调整和参数设置有所不同而已．
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４　基于吸收态 犕犪狉犽狅狏过程的

蚁群算法数学建模

本节将建立蚁群算法的吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程模

型．本质上，蚁群算法的求解过程是蚂蚁根据信息素

和启发式向量进行随机搜索．启发式向量η一般与

迭代时间狋无关，在算法运行中不作更新；而信息素

向量τ则是在每次迭代中进行更新．根据算法中

第７步的内容，第狋次迭代中的信息素向量状态则

是由第狋－１次迭代中狊ｂｓ和犛ｉｔｅｒ所决定．因此，蚁群

算法的数学模型可以由以下定义描述．

定义２．　｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
称为蚁群算法对应的随机

过程，其中ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋）），犡（狋）＝｛狊ｂｓ（狋）｝∪

犛ｉｔｅｒ（狋）和犜（狋）是第狋次迭代的信息素．

考虑ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋））的状态空间犢，其中

犡（狋）∈犢犡和犜（狋）∈犢犜，有以下引理．

引理１．　 设蚁群算法对应的随机过程为

｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
，满足ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋）），则｛ξ（狋）｝

＋∞
狋 具

有 Ｍａｒｋｏｖ性．

证明．　考虑｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
为离散时间的随机

过程，因为状态（犡（狋），犜（狋））只是由（犡（狋－１），

犜（狋－１））所决定，｛犡（０），犜（０）｝可以任意选择；所

以，犘｛ξ（狋）∈犢′｜ξ（０），…，ξ（狋－１）｝＝犘｛ξ（狋）∈犢′｜

ξ（狋－１）｝，犢′犢，即｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
具有 Ｍａｒｋｏｖ性．

｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
可以视为一个离散时间的 Ｍａｒｋｏｖ过程

（以下简称 Ｍａｒｋｏｖ过程）． 证毕．

当犢 为离散状态空间时，ξ（狋）符合 Ｍａｒｋｏｖ链

的性质．若狊∈犡（狋），狊来源于离散集犆，犢犡是个离

散状态空间；所以，犢 是否为离散状态空间取决于

犢犜是否为离散状态空间，取决于信息素向量犜（狋）的

取值域．下面的定理１给出了蚁群算法能否用

Ｍａｒｋｏｖ链建模的条件．

定理１．　 设蚁群算法对应的随机过程为

｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
，且满足ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋））∈犢，其中

犡（狋）∈犢犡和犜（狋）∈犢犜；若犢犜为离散的状态空间，则

｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
是 Ｍａｒｋｏｖ链．

证明．　由引理１，｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
是 Ｍａｒｋｏｖ过程；

因为犢犡和犢犜均为离散状态空间，所以犢 为离散状

态空间，｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
是 Ｍａｒｋｏｖ链． 证毕．

以往文献研究［１２１３］建立的均为有限状态的

Ｍａｒｋｏｖ链，是满足定理１的特例．下面给出吸收态

Ｍａｒｋｏｖ过程的定义，以进一步刻画蚁群算法的本

质，需要引入最优状态空间的定义．

定义３（最优状态空间）．　犢称为最优状态空

间，如果犢
犢 且对于ξ

＝｛犡，犜｝∈犢，至少

有一个解狊∈犡
，满足犳（狊）犳（狊），狊∈犛．

由定义３，如果蚁群算法达到最优状态空间的

任意一个状态，则蚁群算法至少能找到一次全局最

优解．因为蚁群算法用狊ｂｓ记录当前最优解，所以只

要能一次找到全局最优解，就能永远保留下来．换而

言之，最优状态空间是蚁群算法求解过程要达到的

目标状态空间．根据此性质，定义４给出了吸收态

Ｍａｒｋｏｖ过程的定义．

定义４（吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程）．　给定一个

Ｍａｒｋｏｖ过程｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
（ξ（狋）∈犢）和最优状态空间

犢
犢，若｛ξ（狋）｝

＋∞
狋＝０
满足犘｛ξ（狋＋１）犢


｜ξ（狋）∈

犢｝＝０，则称｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
为一个吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程．

同理，若｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
为一个 Ｍａｒｋｏｖ链，可以给出

吸收态 Ｍａｒｋｏｖ链的定义
［１５］．

引理２．　 设 蚁 群 算 法 对 应 的 随 机 过 程

｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
，若满足ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋））∈犢，则

｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
是一个吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程．

证明．　根据引理１，｛ξ（狋）｝
＋∞
狋 是一个 Ｍａｒｋｏｖ

过程．当狊ｂｓ（狋）为全局最优解时，ξ（狋）属于最优状态

空间犢；根据ＡＣＯ算法第５步，狊ｂｓ（狋＋１）＝狊ｂｓ（狋）

成立，即ξ（狋＋１）∈犢
．因此，犘｛ξ（狋＋１）犢


｜ξ（狋）∈

犢｝＝０，｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
是一个吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程．

证毕．

第５和第６节将基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程模型

给出蚁群算法的收敛性和收敛速度分析理论．

５　蚁群算法的收敛性分析

这一节将给出基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程的蚁群

算法收敛性分析，作为蚁群算法收敛速度研究的理

论准备，首先需要给出收敛性的定义．

定义５（收敛性）．　给定一个吸收态Ｍａｒｋｏｖ过

程｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
（ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋））∈犢）和最优状态

空间犢
犢，记λ（狋）＝犘｛ξ（狋）∈犢

｝表示在狋时刻达

到最优状态的概率，若ｌｉｍ
狋→＋∞

λ（狋）＝１，则称｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０

收敛．

因为 犡（狋）是属于离散状态空间犢犡，所以有

λ（狋）＝ ∑
（狏，狓）∈犢



犘（犡（狋）＝狏）．

根据定义５，基于蚁群算法的Ｍａｒｋｏｖ过程能收

敛，表示该蚁群算法能在无穷次迭代后最终收敛到

最优状态空间，即找到全局最优解的概率趋于１．根
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据吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程的性质，蚁群算法只要在无

穷次迭代中找到一次全局最优解，就能将其保持

到永远．定理２给出了蚁群算法一般的收敛性判断

准则．

定理２．　给定蚁群算法对应的一个吸收态

Ｍａｒｋｏｖ过程｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
（ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋））∈犢）

和最优状态空间犢
犢，若犘｛ξ（狋）∈犢


｜ξ（狋－１）

犢｝犱（狋－１）０且ｌｉｍ
狋→＋∞∏

狋

犻＝０

［１－犱（犻）］＝０，则

ｌｉｍ
狋→＋∞

λ（狋）＝１，其中λ（狋）＝犘｛ξ（狋）∈犢
｝．

证明．　根据全概率公式可得，对狋＝１，２，…有

λ（狋）＝［１－λ（狋－１）］犘｛ξ（狋）∈犢


ξ（狋－１）犢
｝＋

λ（狋－１）犘｛ξ（狋）∈犢


ξ（狋－１）∈犢
｝．

因为｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
为吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程，所以

犘｛ξ（狋）∈犢


ξ（狋－１）∈犢
｝＝１，则有

λ（狋）＝［１－λ（狋－１）］犘｛ξ（狋）∈犢


ξ（狋－１）犢
｝＋

λ（狋－１）

１－λ（狋）＝［１－犘｛ξ（狋）∈犢


ξ（狋－１）犢
｝］·

［１－λ（狋－１）］

１－λ（狋）［１－犱（狋－１）］［１－λ（狋－１）］＝

［１－λ（０）］∏
狋－１

犻＝０

［１－犱（犻）］

ｌｉｍ
狋→＋∞

λ（狋）１－［１－λ（０）］ｌｉｍ
狋→＋∞∏

狋－１

犻＝０

［１－犱（犻）］

１－［１－λ（０）］ｌｉｍ
狋→＋∞∏

狋

犻＝０

［１－犱（犻）］

ｌｉｍ
狋→＋∞

λ（狋）１ （因为ｌｉｍ
狋→＋∞∏

狋

犻＝０

［１－犱（犻）］＝０）．

因为概率λ（狋）１，所以ｌｉｍ
狋→＋∞

λ（狋）＝１． 证毕．

定理２是基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程的蚁群算法

收敛性分析结论．当最优解路径对应信息素的下界

大于０时，定理２必成立．因此，Ｇｕｔｊａｈｒ与Ｄｏｒｉｇｏ

等［３，６１０］基于概率模型分析的结论本质上是定理２

的特例．这一理论可以用于分析ＡＣＳ、ＭＭＡＳ等算

法的收敛性．由于类似的研究中外学者已经有较多

的讨论，这里不详细给出基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程

的各类蚁群算法收敛性分析案例，本文重点在于对

蚁群算法收敛速度的分析．

６　蚁群算法的收敛速度分析

本节将基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程，提出蚁群算

法收敛速度分析理论．主要内容包括：提出计算蚁群

算法期望收敛时间的方法以分析其收敛速度；给出

蚁群算法难求解或易求解问题的判别方法，进而给

出蚁群算法设计的指导原则．

６．１　期望收敛时间

以往学者的研究没有给出蚁群算法收敛速度的

严格定义，但是提出的本意是希望研究蚁群算法多

快能收敛到全局最优解［２，１０］，或者可以理解为对蚁

群算法期望收敛时间的估算．

定义６（期望收敛时间）．　蚁群算法对应的

Ｍａｒｋｏｖ过程｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
（ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋））∈犢）

和最优状态空间犢
犢，若γ是一个随机非负整数

变量满足：当狋γ时，犘｛ξ（狋）∈犢
｝＝１，且当０狋＜

γ时，犘｛ξ（狋）∈犢
｝＜１；则称γ称为蚁群算法的收敛

时间，γ的期望犈γ称为蚁群算法的期望收敛时间．

期望收敛时间刻画了蚁群算法首次以概率１达

到全局最优解的期望时间．收敛时间越小表示蚁群

算法的收敛速度越快，效率越高；反之，蚁群算法的

收敛速度越慢．因为蚁群算法对应的随机过程满足

吸收态 Ｍａｒｋｏｖ性，由定义４，我们可使用首达最优

解期望时间（ＥｘｐｅｃｔｅｄＦｉｒｓｔＨｉｔｔｉｎｇＴｉｍｅ，ＥＦＨＴ）

作为研究蚁群算法收敛速度的指标．ＥＦＨＴ并非本

文首次给出定义，文献［１５］在研究进化算法期望时

间复杂度估算时已经给出该定义，这里给出类似的

定义．

定义７（首达最优解期望时间）．　给定一个吸

收态 Ｍａｒｋｏｖ过程｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
（ξ（狋）∈犢）和最优状

态空间犢
犢；若μ是一个随机变量满足：当狋＝μ

时，ξ（狋）∈犢
，当０狋＜μ时，ξ（狋）犢

，则称μ的期

望犈μ为首达最优解期望时间．

引理３．　蚁群算法的收敛时间γ等于首达最

优解时间μ．

证明．　当狋＝μ时，ξ（狋）∈犢
；因为｛ξ狋

犪｝＋∞
狋＝０
是

吸收态过程，则犘｛ξ（μ＋１）犢


ξ（μ）∈犢
｝＝０．又

因为犘｛ξ（μ）∈犢
｝＝１，所以犘｛ξ（μ＋１）∈犢

｝＝１；

同理可证，当狋＞μ时，犘｛ξ（狋）∈犢
｝＝１．根据定义７，

当狋＜μ时，犘｛ξ（狋）∈犢
｝＜１．根据定义６，有γ＝μ．

证毕．

因此，可以通过计算犈μ来得到蚁群算法的期

望收敛时间，定理３给出了计算犈γ的最直接方法．

定理３．　给定蚁群算法对应的吸收态 Ｍａｒｋｏｖ

过程｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
（ξ（狋）∈犢）和最优状态空间犢


犢，

λ（狋）＝犘｛ξ（狋）∈犢
｝且ｌｉｍ

狋→＋∞
λ（狋）＝１；其期望收敛时

间为犈γ＝∑
＋∞

犻＝０

（１－λ（犻））．

证明．　根据定义４和定义５，因为ξ（狋）是一个
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收敛的吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程，假设μ为首达最优解

的时间，对于狋＝１，２，…有

λ（狋）＝犘｛ξ（狋）∈犢
｝＝犘｛μ狋｝

λ（狋）－λ（狋－１）＝犘｛μ狋｝－犘｛μ狋－１｝

犘｛μ＝狋｝＝λ（狋）－λ（狋－１），

则 犈μ＝０·犘｛μ＝０｝＋∑
＋∞

狋＝１

狋·犘｛μ＝狋｝

＝∑
＋∞

狋＝１

狋·（λ（狋）－λ（狋－１））

＝∑
＋∞

犻＝１
∑
＋∞

狋＝犻

（λ（狋）－λ（狋－１））

＝∑
＋∞

犻＝０

［ｌｉｍ
狋→＋∞

λ（狋）－λ（犻）］

＝∑
＋∞

犻＝０

（１－λ（犻））．

根据引理３，犈γ＝犈μ＝∑
＋∞

犻＝０

（１－λ（犻））成立． 证毕．

６．２　期望收敛时间的估算方法

根据定理３，符合基本ＡＣＯ框架的蚁群算法，

如果对于狋＝１，２，…，λ（狋）或犘｛μ＝狋｝＝λ（狋）－

λ（狋－１）是已知的，则可以准确地计算出该蚁群算法

的期望收敛时间，从而可以衡量算法的收敛速度．很

可惜，在实际应用中，对狋＝１，２，…，λ（狋）是很难确

定的．下面通过定理４给出一种稍微简单的方法，就

是对期望收敛时间上下界的估算，首先需引入一个

引理．

引理４．　给定两个离散随机非负整数变量狌

和狏，令犇狌（·）和犇狏（·）为狌和狏 的分布函数，当

犇狌（狋）犇狏（狋）对狋＝０，１，２，…成立，则狌和狏的期

望满足犈狌犈狏．

证明．　因为 犇狌（狋）＝犘｛狌狋｝和 犇狏（狋）＝

犘｛狏狋｝（狋＝０，１，２，…），所以，

犈狌＝０·犇狌（０）＋∑
＋∞

狋＝１

狋［犇狌（狋）－犇狌（狋－１）］＝

∑
＋∞

犻＝１
∑
＋∞

狋＝１

［犇狌（狋）－犇狌（狋－１）］＝∑
＋∞

犻＝０

［１－犇狌（犻）］，

则由已知

犈狌－犈狏＝∑
＋∞

犻＝０

［１－犇狌（犻）］－∑
＋∞

犻＝０

［１－犇狏（犻）］＝

∑
＋∞

犻＝０

［犇狏（犻）－犇狌（犻）］０犈狌犈狏．

证毕．

引理３反映了一个直观的事实：在狋越小时事

件发生的概率越大（犇狌（狋）犇狏（狋）），则事件发生的

期望时刻越小（犈狌犈狏）．类似的引理曾在文献［１５］

用来辅助分析进化算法的ＥＦＨＴ．下面定理４给出

了蚁群算法期望收敛时间上下界估算的方法．

定理４．　给定蚁群算法对应的吸收态 Ｍａｒｋｏｖ

过程｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
（ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋））∈犢）和最

优状态空间犢
犢，若λ（狋）＝犘｛ξ（狋）∈犢

｝满足

０犇犾（狋）λ（狋）犇犺（狋）１（狋＝０，１，２，…）且

ｌｉｍ
狋→＋∞

λ（狋）＝１；则

∑
＋∞

狋＝０

（１－犇犺（狋））犈γ∑
＋∞

狋＝０

（１－犇犾（狋））．

证明．　构造两个离散随机非负整数变量犺和

犾，其分布函数分别为犇犺（狋）和犇犾（狋）；显然，定义７

中的μ也是一个离散随机非负整数变量，其分布函

数为λ（狋）＝犘｛ξ（狋）∈犢
｝＝犘｛μ狋｝．

因为０犇犾（狋）λ（狋）犇犺（狋）１，根据引理３

和引理４，有

犈犺犈μ犈犾∑
＋∞

狋＝０

（１－犇犺（狋））犈γ＝

犈μ∑
＋∞

狋＝０

（１－犇犾（狋））． 证毕．

定理４说明了如果能够知道λ（狋）的上下界，则

期望收敛时间的上下界也能确定．虽然λ（狋）在实际

中很难知道；但是，λ（狋）的上下界相对而言较容易估

算得出的，从而可以得到蚁群算法期望收敛时间至

多或者至少的情况．关键地，蚁群算法收敛速度分析

的精确程度取决于：能否为λ（狋）找到一个足够小的

上界和足够大的下界．因此，下面对λ（狋）进行具体化

的分析，以求得更加精确的结果．

考虑λ（狋）＝犘｛ξ（狋）∈犢
｝＝犘｛μ狋｝较难直接

分析，下面的定理５对λ（狋）进行具体分析，给出关于

期望收敛时间犈γ的实用估算方法．

定理５．　给定蚁群算法对应的吸收态 Ｍａｒｋｏｖ

过程｛ξ（狋）｝
＋∞
狋 （ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋））∈犢）和最优状

态空间犢
犢，若λ（狋）＝犘｛ξ（狋）∈犢

｝满足犪（狋）

犘｛ξ（狋）∈犢

｜ξ（狋－１）犢

｝犫（狋），则

∑
＋∞

狋＝０

［（１－λ（０））∏
狋

犻＝１

（１－犫（狋））］犈γ

∑
＋∞

狋＝０

［（１－λ（０））∏
狋

犻＝１

（１－犪（狋））］．

证明．　因为λ（狋）＝［１－λ（狋－１）］犘｛ξ（狋）∈犢

｜

ξ（狋－１）犢
｝＋λ（狋－１）犘｛ξ（狋）∈犢


｜ξ（狋－１）∈犢

｝

（狋＝０，１，２，…），所以，

１－λ（狋）［１－犪（狋）］［１－λ（狋－１）］＝

［１－λ（０）］∏
狋

犻＝１

［１－犪（犻）］．
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根据定理３，

犈γ＝∑
＋∞

犻＝０

（１－λ（犻））∑
＋∞

狋＝０

［（１－λ（０））∏
狋

犻＝１

（１－犪（狋））］．

同理可得，

犈γ＝∑
＋∞

犻＝０

（１－λ（犻））∑
＋∞

狋＝０

（１－λ（０））∏
狋

犻＝１

（１－犫（狋［ ］））．

证毕．

定理５的结论与文献［１５］的结论有些相似，

不过各自分析侧重点不同：文献［１５］的结论以

∑
狔犢



犘｛ξ（狋）∈犢


ξ狋＝狔｝犘｛ξ（狋－１）＝狔｝为分析

依据；而定理５以犘｛ξ（狋）∈犢

｜ξ（狋－１）犢

｝＝

∑
狔犢



犘｛ξ狋∈犢


ξ狋－１＝狔｝为分析依据．因为犘｛ξ（狋）∈

犢
｜ξ（狋－１）犢

｝比∑
狔犢



犘｛ξ狋＋１∈犢


ξ狋＝狔｝犘｛ξ狋＝

狔｝更易于在实际分析中得到，因此，本文提出的定

理５是将文献［１５］结论应用于蚁群算法分析的改进

版本．

定理５通过犘｛ξ（狋）∈犢

｜ξ（狋－１）犢

｝得到对

λ（狋）和犈γ的分析，与定理３和定理４相比，更容易

用于实际分析．因为犘｛ξ（狋）∈犢

｜ξ（狋－１）犢

｝刻

画了一次迭代从非最优状态到最优状态的变化概

率，根据算法的具体设置，这个概率的取值范围是比

较容易估算的．犘｛ξ（狋）∈犢

｜ξ（狋－１）犢

｝取值范围

的估算精确度将直接影响到对犈γ的精确程度．高

精度的取值估算有利于对蚁群算法收敛速度的精确

衡量，然而，高精度的取值估算往往都是需要高难度

的分析．下面是定理５的一个较实用的推论．

推论１．　给定蚁群算法对应的吸收态 Ｍａｒｋｏｖ

过程｛ξ（狋）｝
＋∞
狋＝０
（ξ（狋）＝（犡（狋），犜（狋））∈犢），最

优状态空间犢
犢 和λ（狋）＝犘｛ξ（狋）∈犢

｝，如果满

足犪犘｛ξ（狋）∈犢

｜ξ（狋－１）犢

｝犫（犪，犫＞０）且

ｌｉｍ
狋→＋∞

λ（狋）＝１，则蚁群算法的期望收敛时间犈γ满足

犫－１［１－λ（０）］犈γ犪
－１［１－λ（０）］．

证明．　由定理５可得，

犈γ［１－λ（０）］犪＋∑
＋∞

狋＝２

狋犪∏
狋－２

犻＝０

（１－犪［ ］）

犈γ［１－λ（０）］犪＋∑
＋∞

狋＝２

狋犪（１－犪）狋［ ］－１

犈γ犪［１－λ（０）］∑
＋∞

狋＝０

狋（１－犪）狋＋∑
＋∞

狋＝０

（１－犪）［ ］狋

犈γ犪［１－λ（０）］
１－犪

犪２
＋
１（ ）犪 ＝

１

犪
［１－λ（０）］．

同理可得犈γ犫
－１［１－λ（０）］，则犫

－１［１－λ（０）］

犈γ犪
－１［１－λ（０）］成立． 证毕．

推论１给出了当概率上下界与时间狋无关时的

一个结论，同时给出了蚁群算法参数优化设计的方

法．若下界犪与蚁群算法的参数有关，则可以通过参

数设计，实现犈γ犪
－１［１－λ（０）］犘（狀），其中犘（狀）

为关于狀的多项式．通过参数设计提高蚁群算法收

敛速度的研究分析将在以后的工作中进一步开展．

因此，有了估算蚁群算法期望收敛时间的方法，

就可以得出相关的算法设计指导原则（推论１的结

果），同时可以衡量蚁群算法是否能有效求解一个问

题（６．３节）．

６３　犃犆犗难与犃犆犗易问题

原则上，凡是如定义１所描述的问题都可以用

蚁群算法进行求解；然而，对问题的求解效果如何是

我们最关心的．以往研究主要是通过实验数据对蚁

群算法求解问题的效果进行评价，至今仍未有理论

上的衡量方法．根据定理４，我们可以给出属于某个

蚁群算法易问题和难问题界定的理论方法．蚁群算

法的难问题（ＡＣＯ难问题）是一类蚁群算法难以求

得全局最优解的问题集合；ＡＣＯ易问题则是蚁群

算法较容易求得全局最优解的问题集合．定义如下．

定义８（ＡＣＯ易问题）．　给定一个蚁群算法犃

和一个组合优化问题犘（规模为狀），如果犃 求解犘

的期望收敛时间至多是关于狀的多项式，则称犘为

犃 的一个ＡＣＯ易问题．

定义９（ＡＣＯ难问题）．　给定一个蚁群算法犃

和一个组合优化问题犘（规模为狀），如果犃 求解犘

的期望收敛时间至少是关于狀的指数式，则称犘为

犃 的一个ＡＣＯ难问题．

由定义８和定义９，犃的ＡＣＯ难问题是一类至

少要花指数时间去求得最优解的问题，无法求得最

优解的问题也属于这一类；犃 的 ＡＣＯ易问题则是

一类至多要花多项式时间去求解的问题，即犃能有

效求解此类问题．可以根据定理３直接做判断，但实

际分析难度很大．

以上两个定义给出了判断ＡＣＯ难和ＡＣＯ易

问题的一种理论方法．设犘（狀）为多项式，犌（狀）为指

数式，γ和μ 分别为蚁群算法的期望收敛时间和

ＥＦＨＴ，如果犘（狀）犈γ＝犈μ犌（狀），则需要继

续寻找更精确的上下界，才能作具体的界定．结合定

理５和推论１还可以给出更加具体的判别方法，关

于ＡＣＯ难和ＡＣＯ易问题的具体分析将在以后做

进一步研究，这里只是给出了一个简单的框架和方

法．第７节将以ＡＣＳ为例，分析该算法的难解和易

解ＴＳＰ问题．
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７　研究案例：犃犆犛算法的收敛速度分析

ＡＣＳ全称为 ＡｎｔＣｏｌｏｎｙＳｙｓｔｅｍ，有学者译为

蚁群系统，由Ｄｏｒｉｇｏ等
［４］所提出．以往研究文献

［２４］

的实验数据显示：ＡＣＳ比其它蚁群算法有着更强的

全局搜索能力．ＡＣＳ符合基本ＡＣＯ算法框架，主要

特征在３个方面：（１）采用模拟退火式选择，即以

１－狇０的概率按式（１）选择邻接点，以狇０的概率选择

τ
α（狋）η

β值最大的邻接点，狇０一般取０．９；（２）采用全

局更新策略如式（２），采用局部更新策略如式（３）；

（３）不采用式（４）且不对所有的边进行τ←（１－ρ）τ

更新．

７１　犃犆犛算法的期望收敛时间

本节将用定理５和推论１对ＡＣＳ算法的收敛

速度进行分析，结论见定理６．

定理６．　ＡＣＳ算法的期望收敛时间犈γ
ａｃｓ满足

１

１－［１－（狆ｍａｘ）
狀］犓 犈γ

ａｃｓ


１

１－［１－（狆ｍｉｎ）
狀］犓
，

其中，０狆ｍｉｎ狆ｍａｘ１．

证明．　假设狊 为 ＡＣＳ算法求解问题的全

局最优解，记第狋次迭代中第犽 只蚂蚁选择边

（犻，犼）∈狊的概率为狇
犽（狋，犻，犼）．根据 ＡＣＳ的

特征之一：以１－狇０的概率按式（１）选择邻接点，以

狇０的概率选择τ
α（狋）η

β值最大的邻接点．狇
犽（狋，犻，犼）

满足

狆ｍｉｎ狇
犽（狋，犻，犼）狆ｍａｘ （５）

其中狆ｍｉｎ和狆ｍａｘ为选择（犻
，犼）∈狊的概率下界和

上界（根据式（１）可得）：

（１－狇０）τ
α
ｍｉｎη

β
ｍｉｎ

（狀－１）ταｍａｘη
β
ｍａｘ＋τ

α
ｍｉｎη

β
ｍｉｎ

＝狆ｍｉｎ狆ｍａｘ＝

狇０＋
（１－狇０）τ

α
ｍａｘη

β
ｍａｘ

（狀－１）ταｍｉｎη
β
ｍｉｎ＋τ

α
ｍａｘη

β
ｍａｘ

（６）

根据文献［９］关于信息素上下界的结论，０＜

τ
α
ｍｉｎτ

α
ｍａｘ＜＋∞；根据ＡＣＳ算法的特性，ηｍｉｎ和ηｍａｘ

是最长和最短边的倒数，所以０＜η
α
ｍｉｎη

α
ｍａｘ＜＋∞．

因为ＡＣＳ算法把当前最优解狊ｂｓ保存，用于全

局更新（见式（２）），所以一旦ＡＣＳ找到了全局最优

解，将永远保留在狊ｂｓ中．因此，ＡＣＳ算法的状态

｛ξ
ａｃｓ（狋）｝＋∞狋＝０

是一个吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程．假设 ＡＣＳ

算法采用了犓 只人工蚂蚁，则

犘｛ξ
ａｃｓ（狋）∈犢

｜ξ
ａｃｓ（狋－１）犢｝＝

１－∏
犓

犽＝１

［１－（狇
犽（狋，犮））狀］（狋＝０，１，２，…）．

由式（５）和（６），

１－［１－（狆ｍｉｎ）
狀］犓犘｛ξ

ａｃｓ（狋）∈犢
｜ξ

ａｃｓ（狋－１）犢｝

１－［１－（狆ｍａｘ）
狀］犓 （７）

取犪＝１－［１－（狆ｍｉｎ）
狀］犓和犫＝１－［１－（狆ｍａｘ）

狀］犓，

因为ＡＣＳ收敛
［９］，即ｌｉｍ

狋→∞
λ
ａｃｓ（狋）＝ｌｉｍ

狋→∞
犘｛ξ

ａｃｓ（狋）∈

犢｝＝１，由推论１可得，犫－１［１－λ（０）］犈γ
ａｃｓ


犪－１［１－λ（０）］．

因为在初始化过程中，犡（狋）＝狊ｂｓ（狋）∪犛ｉｔｅｒ（狋）＝

；所以，λ（０）＝０．因此，犈γ
ａｃｓ


１

１－［１－（狆ｍｉｎ）
狀］犓．

同理可得犈γ
ａｃｓ


１

１－［１－（狆ｍａｘ）
狀］犓．

证毕．

定理６给出了对 ＡＣＳ算法的收敛速度的一般

性分析，由此可以进一步得到７．２节的结论．

７２　犃犆犛易问题

根据定理６，可以给出 ＡＣＳ易问题的判定条

件，第８节将提供相应的实验数据为验证．

推论２．　若ＡＣＳ算法的期望收敛时间犈γ至

多为犘（狀），则必有：当１－狇０－犵１＞０时，τ
α
ｍｉｎ犃；当

１－狇０－犵１＜０时，τ
α
ｍｉｎ犃（犓 为蚂蚁数目，狀为ＴＳＰ

问题的城市数目，犵１＝（１－（１－犘（狀）
－１）１／犓）１／狀，

犃＝犵１（狀－１）τ
α
ｍａｘη

β
ｍａｘη

－β
ｍｉｎ
（１－狇０－犵１）

－１）．

证明． 当犈γ［１－（１－（狆ｍｉｎ）
狀）犓］－１犘（狀），

犘（狀）为关于狀的多项式时，有［１－（１－（狆ｍｉｎ）
狀）犓］－１

犘（狀）狆ｍｉｎ（１－（１－犘（狀）
－１）１／犓）１／狀．

假设犵１＝（１－（１－犘（狀）
－１）１／犓）１／狀，根据不等式

（６），可得

当１－狇０－犵１＞０时，

τ
α
ｍｉｎ犵１（狀－１）τ

α
ｍａｘη

β
ｍａｘη

－β
ｍｉｎ
（１－狇０－犵１）

－１ （８）

当１－狇０－犵１＜０时，

τ
α
ｍｉｎ犵１（狀－１）τ

α
ｍａｘη

β
ｍａｘη

－β
ｍｉｎ
（１－狇０－犵１）

－１ （９）

因此，若ＡＣＳ可以在多项式时间内求解ＴＳＰ问

题，则有：（ｉ）当１－狇０－犵１＞０时，式（８）成立；（ｉｉ）当

１－狇０－犵１＜０时，式（９）成立． 证毕．

推论２表明：若（ｉ）或（ｉｉ）不成立，则意味着ＡＣＳ

算法不可能在多项式时间犘（狀）内求解该 ＴＳＰ问

题．因为参数α，β，η
β
ｍａｘ
，η

－β
ｍｉｎ
和狇０是可知的，τ

α
ｍｉｎ和

τ
α
ｍａｘ由问题的最优解和最差解决定

［９］；所以，我们可

以根据（ｉ）和（ｉｉ）判断某个ＴＳＰ问题是否属于ＡＣＳ

易问题．第８节将用实验数据说明这一判断方法的

有效性．

８　数值实验

本节将以ＡＣＳ算法求解ＴＳＰ问题的数据，验
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证第７节所得出理论分析结果．仿真实验采取的

ＡＣＳ算法参数设置
［３４］如下：α＝１，β＝２，狇０＝０．９

和ρ＝θ＝０．１．ηｍａｘ，ηｍｉｎ为ＴＳＰ问题中两点间最小和

最大距离的倒数．根据更新公式（２），取狕１（狊
）＝ρ·

犔（狊）－１，其中犔（狊）为最优解狊的长度．由文献［９］

的结果，τｍａｘ＝犔（狊
）－１；实验考察的已知最优解长度

犔（狊）的ＴＳＰ问题，所以τｍａｘ可以确定．取犘（狀）＝

狀２，狀为城市数，假设犃＝犵１（狀－１）τ
α
ｍａｘη

β
ｍａｘη

－β
ｍｉｎ
（１－

狇０－犵１）
－１．

如果ＡＣＳ可以在多项式时间犘（狀）＝狀２内求得

ＴＳＰ问题的最优解，根据推论２，７．２节的（ｉ）和（ｉｉ）

必成立．在实验中，ＡＣＳ算法对每个ＴＳＰ分别计算

了２０次，每次运行在达到最大迭代次数时停止，实

验数据如表１所示．

表１　犃犆犛算法求解犜犛犘问题的实验数据观察

ＴＳＰ问题 １－狇０－犵１ 犃
ＡＣＳ最优

路径长度
ＡＣＳ最大

迭代次数
ＴＳＰ问题最

优路径长度

ｋｒｏＡ１００ ＜０ ＜０ ２１２８５．４４ １００×１００ ２１２８２

ｋｒｏＥ１００ ＜０ ＜０ ２２０７８．６６ １００×１００ ２２０６８

ｂｅｒｌｉｎ５２ ＜０ ＜０ ７５４４．３６ ５２×５２ ７５４２

ｋｒｏＢ１５０ ＜０ ＜０ ２６１２７．３５ １５０×１５０ ２６１３０

ｃｈ１５０ ＜０ ＜０ ６５３０．９０ １５０×１５０ ６５２８

ｂｉｅｒ１２７ ＜０ ＜０ １１８７７３．００ １２７×１２７ １１８２８２

ｄ１９８ ＜０ ＜０ １５８８８．００ １９８×１９８ １５７８０

ｔｓ２２５ ＜０ ＜０ １２８８２９．００ ２２５×２２５ １２６６４３

如表１数据所示，对于所有的ＴＳＰ问题，实验

得到的数据都满足１－狇０－犵１＜０且犃＜０．因此，如

果ＡＣＳ能在多项式犘（狀）＝狀２时间内求解这些ＴＳＰ

问题，则由推论２，当１－狇０－犵１＜０时，必有τ
α
ｍｉｎ

犃．因为犃＜０，所以ταｍｉｎ＜０；这与ＡＣＳ算法的参数

τｍｉｎ＞０且α＝１矛盾．因此，假设不成立，ＡＣＳ不能

在多项式犘（狀）＝狀２迭代时间内求解这些 ＴＳＰ问

题．通过平均２０次对８个ＴＳＰ问题的求解，ＡＣＳ算

法在狀２次迭代时间内求得最优路径长度均未能达

到实际问题的最优解长度．实验数据验证了定理６

和推论２理论分析的正确性．文献［４］也正是因为

ＡＣＳ未能达到全局最优解的不足，在算法中加入了

局部搜索等改进策略，最后才得到比单纯ＡＣＳ算法

更佳的效果．关于辅助策略对 ＡＣＯ收敛速度的影

响将在以后的研究中做进一步讨论．

９　结束语

本文针对机器学习领域中的公开难题“蚁群算法

收敛速度分析”，提出了蚁群算法的吸收态 Ｍａｒｋｏｖ

过程模型、收敛速度分析理论、ＡＣＯ难易问题的界

定方法、蚁群参数优化设置理论方法、经典ＡＣＳ算法

收敛速度分析的案例研究和相应的仿真实验数据．

本文建立的吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程数学模型与以

往蚁群算法的 Ｍａｒｋｏｖ链模型相比，有着更加广泛

的适用性．基于吸收态 Ｍａｒｋｏｖ过程模型，本文以期

望收敛时间作为研究指标提出了蚁群算法收敛速度

的分析理论；根据吸收态的性质给出了期望收敛时间

的估算方法，理论上实现了对蚁群算法收敛速度的衡

量，继而提出了 ＡＣＯ易和 ＡＣＯ难问题的界定方

法．本文还给出了蚁群算法参数的优化设计理论方

法，以确保算法能在多项式时间内求解 ＡＣＯ易问

题．我们又以经典ＡＣＳ算法作为分析案例，分析了

算法参数与迭代时间的关系，提出了ＡＣＳ算法易求

解问题的具体判断规则．最后，我们用数值实验数据

验证了这一判断规则的有效性．

基于本文对蚁群算法收敛速度的分析结论，我

们在未来的工作中将集中研究提高蚁群算法收敛速

度的参数优化设计方法以及对比分析蚁群算法性能

的理论与方法．同时，我们的研究会考虑一次迭代的

时间复杂度和 ＡＣＯ算法的辅助策略，从而完善对

收敛速度的分析．

致　谢　伯明翰大学计算机科学学院ＣＥＲＣＩＡ中

心的姚新教授在ＳＥＡＬ′０６国际学术会议上对本研

究提出过方向性的指导意见，《计算机学报》本期“机

器学习与数据挖掘”专辑匿名审稿专家也对本文理

论分析部分提出了宝贵的修改意见．在此，本文作者

一并表示衷心的感谢！
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