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模型的固有复杂度和泛化能力与几何曲率的关系
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摘　要　从微分几何角度考察与参数化形式无关的统计模型流形的固有复杂度，指出模型流形的ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｋｅｒ

曲率可以完全刻画模型流形在一点处的全部性质，进而分析了曲率与体积的关系；给出了基于参数估计量邻域附

近的解轨迹方法的曲率计算方法；证明了用于衡量泛化能力的未来残差可以用模型的曲率来表示，由此给出一种

新的以曲率度量模型复杂度的模型选择准则ＧＫＣＩＣ；对几何方法和统计学习理论进行了分析比较．在人工数据集

和真实数据集上的比较实验结果表明了文中提出的方法的有效性．

关键词　模型选择；泛化能力；固有复杂度；统计流形；ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｋｅｒ曲率

中图法分类号 ＴＰ１８

犜犺犲犚犲犾犪狋犻狅狀犅犲狋狑犲犲狀犐狀狋狉犻狀狊犻犮犆狅犿狆犾犲狓犻狋狔犪狀犱犌犲狀犲狉犪犾犻狕犪狋犻狅狀狅犳

犪犕狅犱犲犾犪狀犱狋犺犲犌犲狅犿犲狋狉犻犮犆狌狉狏犪狋狌狉犲

ＬＵＺｉＡｎｇ　ＬＵＯＳｉＷｅｉ　ＹＡＮＧＪｉａｎ　ＬＩＵＹｕｎＨｕｉ　ＺＯＵＱｉ
（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犪狀犱犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犅犲犻犼犻狀犵犑犻犪狅狋狅狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犅犲犻犼犻狀犵　１０００４４）

犃犫狊狋狉犪犮狋　 Ｔｈｅｐａｐｅｒｕｓｅｓｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｉｏｎｏｆｃｕｒｖａｔｕｒｅｆｒｏｍｔｈｅｐｏｉｎｔｏｆｖｉｅｗｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｇｅｏｍ

ｅｔｒｙｔｏｅｘｐｌｏｒｅｔｈｅｉｎｔｒｉｎｓｉｃｍｏｄｅｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｔｈａｔｉｓｆｒｅｅｏｆｒｅｐａｒａｍｅｔｒｉｚａｔｉｏｎ；ａｎｄｔｈｅｎｔｈｒｏｕｇｈ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ，ｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｋｅｒｃｕｒｖａｔｕｒｅｃａｎｄｅｓｃｒｉｂｅｔｈｅｗｈｏｌｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

ｏｆｔｈｅｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｍａｎｉｆｏｌｄ，ｔｈｕｓｇｉｖｅｓｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｃｕｒｖａｔｕｒｅａｎｄｔｈｅｖｏｌｕｍｅｏｆｔｈｅｍａｎｉ

ｆｏｌｄ．Ａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄｂａｓｅｄｏｎｓｔｕｄｙｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｌｏｃｕｓｉｎｔｈｅｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｏｆｔｈｅｅｘ

ｐｅｃｔａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｃｕｒｖａｔｕｒｅｏｆｔｈｅｍｏｄｅｌ．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｏｖｅｓｔｈａｔｔｈｅｆｕｔｕｒｅ

ｒｅｓｉｄｕａｌｔｈａｔｉｓｑｕａｌｉｆｉｅｄｔｏｍｅａｓｕｒｅｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚａｂｉｌｉｔｙｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｉｎｔｒｉｎｓｉｃ

ｃｕｒｖａｔｕｒｅａｒｒａｙｏｆｍｏｄｅｌ，ｆｒｏｍｗｈｉｃｈａｎｅｗｍｏｄｅｌｓｅｌｅｃｔｉｏｎｃｒｉｔｅｒｉｏｎＧＫＣＩＣｉｓｇｉｖｅｎ．Ｉｔｎｏｔｏｎｌｙ

ｃｏｎｓｉｄｅｒｓｔｈｅｆａｃｔｏｒｓｓｕｃｈａｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ｓａｍｐｌｅｓｉｚｅａｎｄｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｆｏｒｍ，ｂｕｔａｌｓｏ

ｗｉｔｈｖｅｒｙｃｌｅａｒａｎｄｉｎｔｕｉｔｉｖｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇｏｆｍｏｄｅｌｓｅｌｅｃｔｉｏｎ．Ｔｈｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄ

ｏｆｔｈｅｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｍａｎｉｆｏｌｄｉｓｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｌｅａｒｎｉｎｇｔｈｅｏｒｙ，ｉｎｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｔｈｅＶＣ

ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｖｅｒｓｕｓｔｈｅＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｋｅｒｃｕｒｖａｔｕｒｅ．Ｂｙｒｕｎｎｉｎｇｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｎｓｙｎｔｈｅｔｉｃａｎｄｒｅａｌ

ｄａｔａｓｅｔｓ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒａｒｇｕｅｔｈａｔｔｈｅＧＫＣＩＣｗｏｒｋｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　 ｍｏｄｅｌｓｅｌｅｃｔｉｏｎ；ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｂｉｌｉｔｙ；ｉｎｔｒｉｎｓｉｃｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ；ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｍａｎｉｆｏｌｄ；Ｇａｕｓｓ

Ｋｒｏｎｅｋｅｒｃｕｒｖａｔｕｒｅ

１　引　言

从给定的数据样本中发现规律，并将之应用于

对服从同一分布的未来数据的预测是机器学习乃至

科学研究的核心问题，通常这一过程包括对数据建

模和对模型进行选择两大方面．然而，从描述同一给

定数据的几个可能的模型中选择一个好的模型往往



是困难的，这是因为模型选择问题具有很强的不适

定性．其不适定性主要表现为：一方面，由于给定数

据样本的数量是有限的，不足以使我们确定唯一的

模型；另一方面，真实数据必然包含有噪声，如果过

分的追求模型对样本数据的拟合，就会导致模型在

噪声干扰下的不稳定．

模型选择的目的是获得在未来数据集上具有最

佳性能即泛化能力的模型．然而，我们仅能通过减小

模型在给定样本数据集上某种度量意义下的误差达

到对样本数据的最佳拟合．问题是：如果有两个模型

在某种度量意义下对样本数据的拟合程度相同，我

们应当如何选择呢？事实上，模型的任何拟合行为

都同时包含了对真实规律的逼近和对随机噪声的拟

合［１］．模型拟合各种不同数据模式的能力即模型的

复杂度．根据 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ定理导出的通用逼近定理

指出［２］：具有单隐层的多层感知器可以在有限个点

上无限逼近任意有限维连续函数．换言之，总是可以

通过增加复杂度来提高拟合度．然而，模型越复杂，

吸收随机噪声的能力就越强，最终模型拟合的可能

是噪声而并非数据的内在规律．

那么，如何在拟合度和复杂度之间达到最佳平

衡，从而获得最佳的泛化能力呢？换言之，对拟合度

施加什么程度的复杂度惩罚或限制才可能得到最好

的泛化能力？常用的模型选择方法都以达到这一平

衡为目标．ＡＩＣ（ＡｋａｉｋｅＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｒｉｔｅｒｉｏｎ）
［３］复

杂度只考虑了模型参数的个数．基于贝叶斯统计理

论的ＢＩＣ（ＢａｙｅｓｉａｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｒｉｔｅｒｉｏｎ）
［４］，其复

杂度考虑了参数个数和数据样本大小．随机复杂度

ＳＣ（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＣｏｍｐｌｅｘｉｔｙ）
［５］通过模型参数的Ｈｅｓ

ｓｉａｎ矩阵来考虑影响复杂度的各种因素．源于算法

编码理论（ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃｃｏｄｉｎｇｔｈｅｏｒｙ）的最小描述长

度规则 ＭＤＬ（ＭｉｎｉｍｕｍＤｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎＬｅｎｇｔｈＰｒｉｎｃｉ

ｐｌｅ）
［６］认为描述数据的最佳模型是对其进行最大压

缩的描述模型，该方法的复杂度包括参数个数、样本

大小和函数形式．统计学习理论（ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＬｅａｒｎ

ｉｎｇＴｈｅｏｒｙ，ＳＬＴ）
［７８］提出了函数集的ＶＣ维数作为

统计模型复杂度的度量．这些方法在拟合度定义上

区别不大，但在复杂度的形式上有较大的区别．

然而，以上方法都是从模型的解析形式角度考

虑自由参数的个数、函数形式和参数取值范围，作为

复杂度的度量．这种方法的缺点是不具备参数表示

的不变性，不能反映模型内在的物理特性．从几何的

角度，统计模型可以看作微分流形．文献［９］引入了

几何复杂度，从几何角度对模型选择作了较深入的

分析．该文作者认为模型的复杂度正比于流形的体

积，其含义为模型所包含的可区分的分布个数．文献

［１０］中作者认为模型推断的贝叶斯方法中那些比例

于１／犖 的项（犖 是数据样本大小）实质上是为了惩

罚模型的曲率．微分几何表明，在给定度量的流形上

曲率具有内蕴性质，具有清楚和直观几何意义的曲

率可以用来衡量一个模型的非线性程度．而且，从曲

率出发，还可以得到更多的反映模型内蕴物理特性

的几何量．

本文首先介绍统计模型的微分几何方法，重点

分析曲率对统计模型流形的意义，指出高维统计模

型流形上ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｋｅｒ曲率反映了模型的复杂

度，给出了基于参数估计量邻域附近的解轨迹方法

的曲率的计算方法．然后与统计学习理论的进行比

较分析，进一步讨论了统计流形局部与大范围的几

何性质对模型复杂度的作用．最后给出了与其他模

型选择方法的比较实验结果．

２　统计模型的几何方法

２１　犌犪狌狊狊犓狉狅狀犲犮犽犲狉曲率和统计模型的复杂度

一个统计模型是一族概率分布的集合，所有可

能概率分布的集合形成一个概率空间流形，统计模

型是嵌入到这个流形的有限维子流形．虽然真实信

息过程所表示的概率分布，也是这个流形的子流形

（可能退化为一个点），但真实分布可能不在模型内

而是接近它．模型选择就是一个用统计模型去逼近

一个真实信息过程的统计推断问题，为了评价这一

过程，必须研究统计流形在它们的包容流形（可能概

率分布空间）中的几何形状与相对位置等局部和整

体的几何性质．

令犛＝｛狆（狓；θ）｝为一参数化概率分布的统计模

型．其中犡 是样本空间，狓∈犡 为随机变量；Θ是狀

维实空间犚狀的某个开子集中，θ∈Θ是狀维实值参

数；狆（狓；θ）是被θ参数化的概率密度函数．

当狆（狓；θ）在θ处充分光滑，就自然导出在统计

模型犛中以θ为坐标系的一个可微结构．通过分析

坐标可以得到犛的几何性质，而有趣的是内蕴几何

性质与坐标无关．

当样本数量较大时，可以构造全局渐进统计推

断的理论．由于此时模型分布与真实分布非常接近，

即使模型在整个空间中是弯曲的，我们仍可以进行

局部线性化的处理，也就是在一点处用切空间逼近

流形．然而，局部线性化只能描述模型的局部特性，
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为了说明模型的大尺度属性，必须引入模型流形上

两个不同点的切空间之间的仿射联络，这是微分几

何的标准技术．有了仿射联络，还可以研究更多的局

部非线性属性，例如曲率；更进一步的，可以通过不

同点间的切空间的联系获得模型的全局属性．

微分几何方法在统计中的应用始于 Ｒａｏ把

ｆｉｓｈｅｒ信息量作为统计流形的 Ｒｉｅｍａｎｎｎｉａｎ度量，

并且计算了两个不同分布之间的测地距离［１１］；

Ｃｈｅｎｔｓｏｖ引入了统计流形的ａｌｐｈａ联络
［１２］；Ｅｆｒｏｎ

澄清了曲率的统计意义，并且指出了统计曲率在统

计推断的高阶逼近理论中扮演着中心角色［１３］．在此

基础上，Ａｍａｒｉ
［１４１５］进一步提出了一个微分几何的

框架，详细讨论了指数族和混合族的曲率及其对偶

性在统计推断中的重要作用．特别引入了对偶联络，

发展了对偶平坦空间的大范围理论．

为了更好地理解曲率在刻画流形的性质上的重

要性，我们首先介绍经典微分几何犚３中的曲面论中

关于Ｇａｕｓｓ曲率的结论．

（１）曲面上一点狆 处的 Ｇａｕｓｓ曲率 犓 定义

为［１６］

犓 ＝犽１犽２ ＝
犔犖－犕

２

犈犌－犉
２

（１）

其中犽１，犽２是曲面在点狆处所有方向的法曲率的最

大值和最小值，是两个正交共轭主方向上的主曲

率．犈，犌，犉是曲面Ｉ形式的系数，犔，犖，犕 是曲面ＩＩ

形式的系数．

（２）Ｇａｕｓｓ曲率具有重要的几何意义．

设曲面上包含点狆的小区域σ，σ的弯曲程度可

以用σ的Ｇａｕｓｓ映射的像σ
的面积与σ本身的面

积的比值来刻画，当σ收缩到点狆 时这个比值的极

限就表示了曲面在点狆 处的弯曲程度，而这个极限

就是点狆处的Ｇａｕｓｓ曲率，即

狘犓犘狘＝ｌｉｍ
σ→犘

犃狉犲犪（σ）

犃狉犲犪（σ）
（２）

　　这一性质的重要性在于说明了 Ｇａｕｓｓ曲率反

映了曲面在一点处的弯曲程度．曲面在一点处的形

状完全由Ｇａｕｓｓ曲率决定，那么，我们完全可以从

曲率出发得到曲面更多的几何性质．

（３）曲面论最重要的结论是Ｇａｕｓｓ绝妙定理，

即：Ｇａｕｓｓ曲率是内蕴的．

内蕴是指在等距变换下保持不变的性质，内蕴

量具有相同的Ｉ形式，可以完全由度量决定．给定了

度量，内蕴量可以不依赖所嵌入的外部空间而在曲

面上计算获得．

综上所述，Ｇａｕｓｓ曲率反映了曲面的性质，而它

又是内蕴的，与参数变化或坐标变换无关．

在高维空间中，流形的Ｒｉｅｍａｎｎｉａｎ度量张量和

仿射联络决定了Ｒｉｅｍａｎｎｉａｎ曲率张量，Ｒｉｅｍａｎｎｉａｎ

曲率张量可以完全确定流形的几何性质．然而，

Ｒｉｅｍａｎｎｉａｎ张量计算复杂，在统计模型的曲率研究

中，我们选用更直观和便于计算的ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ

曲率．

在狀维流形犕 上给定度量犵，类似曲面的情

况，在犕 上的一点狆 处，有狀－１个主方向和狀－１

个主曲率犽１…犽狀－１，犓＝∏
狀－１

犻＝１

犽犻为流形的ＧａｕｓｓＫｒｏ

ｎｅｃｋｅｒ曲率．和曲面的情况类似，ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ

曲率具有重要的几何意义［１７］．我们定义狀维空间中

的Ｇａｕｓｓ超球映射为 →犕 犝狀－１，它将 犕 上的一

点狆 通过平移过狆 点的单位法矢量映射为单位超

球上的一点，则有

犓ｄ狊＝ｄ狌狀－１ （３）

其中ｄ狊是流形犕 的体元，ｄ狌狀－１是ｄ狊的Ｇａｕｓｓ超球

映射像的体元．说明了ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率反映

了流形在一点处的弯曲程度，流形在一点处的形状

完全由ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率决定．类似的，我们有

高维流形上的 Ｇａｕｓｓ绝妙定理：ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ

曲率是内蕴的，即在坐标变换下保持不变，至多改变

符号［１８］．因此，我们完全可以从 ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ

曲率出发得到流形其它的几何性质．

文献［９］从几何角度分析了文献［６］提出的随机

复杂度的改进版本———基于最小描述长度的具有参

数表示不变性的模型复杂度度量，认为两个不同的

模型复杂度之比相当于流形的体积之比，而体积的

含义为模型所包含的可区分的分布个数．

犕犇犔 ＝－ｌｎ犳（狔狘
＾
θ）＋

犽
２
ｌｎ
犖
２（ ）π ＋ｌｎ∫ｄθ ｄｅｔ犐（θ槡 ）

（４）

其中犐（θ）是Ｆｉｓｈｅｒ信息阵，定义为

犐犻犼（θ）＝－犈θ

２ｌｎ犳狔｜（ ）θ

θ犻θ
［ ］

犼

．

下面着重分析ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率与体积的

关系．定义流形犕 的第狉个平均曲率积分为
［１７］

犕犓狉（犕）＝
狀－１（ ）狉

－１

∫
犕

犽犻１，犽犻２，…，犽｛ ｝犻狉 ｄ狊 （５）

其中 犽犻１，犽犻２，…，犽｛ ｝犻狉 定义了主曲率的第狉阶初等对

称函数．例如 犽１１，犽１２，…，犽１｛ ｝狉 ＝∑
狉

犻＝１

犽犻，｛犽２１，犽２２，…，
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犽２狉｝＝∑
犻＜犼

犽犻犽犼．

流形上ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率的积分称为全绝

对曲率，它等于流形球面映射像的体积［１７］，也就是

单位超球面被流形的 Ｇａｕｓｓ超球映射覆盖的次数

的平均值．

犕犓狀－１ ＝∫
犕

∏
狀－１

犻＝１

犽犻ｄ狊＝∫
犕

犓ｄ狊＝∫
犕

ｄ狌狀－１ （６）

　　在这里我们可以看到，统计模型流形的体积是

可以用ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率表示的．这是因为事

实上 ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率可以用度量矩阵表

示［１８］

犓＝
１

２狀
／２狀！∑犻

１
…犻狀

犼１
…犼狀

犚犻
１
犻
２犼１犼２
…犚犻狀－１犻狀犼狀－１犼狀

ε
犻
１
…犻狀

ｄｅｔ（犵犻犼槡 ）
ε犼１

…犼狀

ｄｅｔ（犵犻犼槡 ）

（７）

　　也就是说度量决定了曲率，反过来曲率也可以

表示度量的积分———体积．

流形相对于欧式空间最重要的性质就是它的弯

曲性．可以看到，曲率可以完全表示流形在一点处的

复杂性，并且曲率是内蕴的，更重要的是，曲率的积

分有着刻画流形全局性质的重要意义．下面讨论曲

率的具体计算．

２２　统计模型曲率的计算

２．２．１　基本概念和计算方法

以随机神经网络为例，可将统计模型用狆维参

数θ参数化为狔狋＝犳（狓狋，θ）＋ε狋（狋＝１，２，…，狀），其中

θ是一个广义参数，其分量对应了网络的权重和门

限，与网络单元的作用函数形式也有关．换言之，取

不同的作用函数（ｓｉｇｍｏｉｄ、三角函数、样条函数、方

向基函数［１９］等），网络的权重和门限值也会发生变

化．狀是用于训练的观测样本维数，ε为随机噪音，犳

是网络中神经元的激活函数的某种整合．上式的向

量形式为犢＝犳（犡，θ）＋ε，其中犢∈犚，犡∈犚
犽，θ∈Θ，

通常假设Θ是狆维欧氏空间犚
狆的一个开或紧的子

集，犳是关于θ的至少犆
２连续函数，ε～犖（０，σ

２犐），

简称ε为犻犻ｄ犖．

曲率的直接计算是比较复杂的，为了便于表示

和计算，我们使用如下记号［２０］．

定义１．　阵列及其方括号乘法．

一个阵列定义为三维数组犡狀狆狇＝（犡狋犻犼）（狋＝１，

２，…，狀；犻＝１，２，…，狆；犼＝１，２，…，狇），其中狋，犻和犼

分别为阵列的面、行和列指标．犢＝［犃］［犡］即矩阵

犃狊狋和阵列犡狋犻犼的方括号乘法，表示犃与犡 的面指标

的相乘，具体运算为犢狊犻犼＝∑
狀

狋＝１

犃狊狋犡狋犻犼．更多细节请参

考文献［２０］．

　　定义２．　模型的导数和解轨迹流形．

模型犳（犡，θ）＝犳（θ）＝（犳狋）的１，２阶导数为

犞（θ）狀狆＝
犳狋（θ）

θ（ ）
犻

，犠 （θ）狀狆狆＝

２
犳狋（θ）

θ犻θ（ ）
犼

，（狋＝１，

２，…，狀；犻，犼＝１，２，…，狆）．模型η＝犳（犡，θ）可以看

成从Θ到犚
狀的映射．该映射在犚狀中定义了一个由

所有向量η＝犳（θ）的端点组成的流形，称为模型的

解轨迹流形（ｓｏｌｕｔｉｏｎｌｏｃｕｓ），记为π．

通过分析π的几何性质可以得到模型的统计特

征．如果模型是线性的，那么π是一个由犡 的列向

量生成的超平面（线性空间），θ的统计特性完全由π

决定．对于一个非线性模型，假设噪音水平相对于π

来讲很小（充分光滑），可以用切平面来逼近π．

定义３．　最小二乘估计（ＬＳＥ）．

对模型犢＝犳（犡，θ）＋ε，称
＾
θ（犢）为θ的犔犛犈，若

估计量＾θ＝
＾
θ（犢）满足犛（^θ）＝ｉｎｆ

θ∈Θ
犛（θ），其中犛（θ）＝

犢－犳（θ）
２＝（犢－犳（θ））′（犢－犳（θ））为犢与犳（θ）间

的距离．

残差向量犲^　＝犢－犳（^θ）在点
＾
θ处与切空间正交，

犳（^θ）是π上最接近犢 的点，这一最短距离即为

‖犲^　‖，Ｊｅｎｎｒｉｃｈ定理
［２１］保证了ＬＳＥ的存在性．若ε

为犻犻ｄ犖，则θ的ＬＳＥ就是θ的最大似然估计 ＭＬＥ．

模型的非线性强度的度量最早是由Ｂｅａｌｅ提出

的［２２］，他提出了４种曲率度量，但尚未揭示模型的

非线性本质．在此基础上，受 Ｅｆｒｏｎ统计曲率定

义［１３］的启发，Ｂａｔｅｓ和 Ｗａｔｔｓ从微分几何观点定义

了如下的关于模型的固有曲率和参数效应曲率［２０］．

定义４．　固有曲率和参数效应曲率．

犓犖
犺 ＝

（犺′犠犺）犖

犺′犞′犞犺
，　犓

Ｔ
犺 ＝

（犺′犠犺）Ｔ

犺′犞′犞犺
（８）

这里犺代表π上的某一方向 （我们可以取其单位向

量），（犺′犠犺）犖和 （犺′犠犺）Ｔ分别表示（犺′犠犺）的法向

量和切向量．Ｂａｔｅｓ和 Ｗａｔｔｓ证明了犓犖犺与参数化形

式无关，只由模型的内在性质决定；而犓Ｔ犺不仅依赖

于模型本身，而且还依赖于参数的选择．事实上，在

某一点θ０处犓
犖
犺的最大值犓

犖＝ｍａｘ
犺
犓犖
犺 就是模型流

形的ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率
［２０］．

为了避免对方向的依赖，采用 ＱＲ分解方法选

择一组标准正交基作为切空间的基：

犞狀狆 ＝ （犙 犖）
犚（ ）０ ＝犙狀狆犚狆狆 （９）
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其中犙和犖 的列向量分别是切空间和法空间的标

准正交基，犚是非退化的上三角矩阵．变换后犞，犠，

犺分别成为犙＝犞犔，犝＝犔′犠犔（犔＝犚
－１）和犱＝犚犺，

相应的得到固有曲率阵列犐（狀－狆）狆狆＝［犖′］［犝］和参

数效应曲率阵列犘狆狆狆＝［犙′］［犝］．

２．２．２　曲率计算举例

我们来看一个简单的例子，假设我们有数据集

犡＝｛２，３｝，犢＝｛２．５，１０｝，回归模型犈（犢）＝犡θ，此

时狆＝１，狀＝２．可以求得最小二乘估计
＾
θ＝２．０５３７．

此时对应的预测值为＾犢＝｛４．１５１７，９．５４６８｝，残

差方差为σ^
２＝［（２．５－４．１５１７）２＋（１０－９．４５６８）２］／

１＝２．９３３４．则

　犞（θ）狀狆＝
犳狋（θ）

θ（ ）
犻

＝ 狓θ犻ｌｎ（ ）θ ＝

４．１５１７ｌｎ２（ ）９．５４６８ｌｎ３
＝
２．８７７７（ ）１０．４８８２

．

ＱＲ 分 解 可 得：犞 ＝犙犚 ＝ 犙　（ ）犖
犚（）０ ＝

－０．２６４６０

－０．９６４３８
　
－０．９６４３８

０．（ ）２６４６０

－６．３５００（ ）０
，则犔＝犚－１＝

－０．１５７４８．

而犠（θ）狀狆狆＝

２
犳狋（θ）

θ犻θ（ ）
犼

＝（狓θ犻ｌｎ
２
θ）

＝
４．１５１７ｌｎ２２

９．５４６８ｌｎ２
烄

烆

烌

烎３
＝
１．９９４７（ ）１１．５２２５

，

犝＝犔′犠犔＝－０．１５７４８
１．９９４７（ ）１１．５２２５

（－０．１５７４８）＝

０．０４９４７

０．（ ）２８５７６
．

则 固 有 曲 率 阵 列 犐（狀－狆）狆狆 ＝ ［犖′］［犝］＝

－０．９６４３８ ０．（ ）２６４６０
０．０４９４７

０．（ ）２８５７６
＝０．０２７９，

参 数 效 应 曲 率 阵 列 犘狆狆狆 ＝ ［犙′］［犝］＝

－０．２６４６０ －０．（ ）９６４３８
０．０４９４７

０．（ ）２８５７６
＝－０．２８８６７．

对于一般的情况，没有计算最大固有曲率的公

式，文献［２３］给出了曲率计算的迭代算法，我们在此

基础上作了进一步的改进．

２３　统计模型复杂度和泛化能力的曲率度量

２．３．１　正则条件

如引言中所分析的，对模型泛化能力的评价应

当是它在测试集上的性能，也就是在统计理论中的

未来残差．下面我们主要讨论未来残差期望和方差

的曲率表示形式．

为了研究模型的性质，通常考虑参数θ及其各

阶渐近矩的最小二乘估计的渐进特性，如相合性和

渐进正态性等．这些性质的分析大多需要一定的正

则条件约束．现将所需的正则条件列举如下
［２１，２３］：

（１）模型犢＝犳（犡，θ）＋ε中，函数犳是紧集Θ 上

关于θ的连续函数，随机误差项ε～犖（０，σ
２犐）．

（２）当狀→∞时，函数犇狀（θ，θ′）＝
１

狀∑
狀

犻＝１

［犳犻（θ）－

犳′犻（θ）］
２在Θ×Θ 上一致收敛到函数犇（θ，θ′），且

犇（θ，θ′）在Θ上存在唯一的极小值点．

（３）函数犳在Θ 上关于θ存在一阶连续偏导

数，且在θ０的某邻域内有ｌｉｍ
狀→∞

１

狀
犞′（θ）犞（θ）＝Ω（θ），

其中Ω（θ）为正定矩阵，这时记犞′（θ）犞（θ）＝犗（狀），

犞（θ）＝犗（狀
１／２）．

（４）函数犳在Θ 上关于θ存在二阶连续偏导

数，且在θ０的某邻域内有ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

狋＝１


２
犳狋（θ）

θ犻θ［ ］
犼

２

＝

犈犻犼（θ）．

（５）假定模型函数犳在Θ 上存在三阶连续导

数，并且下列有关导数的极限存在

　　ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

狋＝１

犳狋（θ）

θ犻


２
犳狋（θ）

θ犼θ犽
＝犈犻犼犽（θ）＜＋∞，

ｌｉｍ
狀→∞

１

狀∑
狀

狋＝１


３
犳狋（θ）

θ犻θ犼θ
［ ］

犽

２

＝犌犻犼犽（θ）＜＋∞．

（６）当狀→∞时，犆（犑１，犑２）＝犗（１）对任意指标

集犑１，犑２成立．其中犑１，犑２表示标号的指标集，

犆（犑１，犑２）＝
１

狀∑
狀

狋＝１

犳狋，犑
１
犳狋，犑

２
＝
１

狀
（犳狋，犑

１
）′（犳狋，犑

２
）．例如

犑＝（犻）则 犳狋，犑＝
犳狋

θ犻
，若 犑＝（犻，犼，犽）则 犳狋，犑 ＝


３
犳狋

θ犻θ犼θ犽
．依此类推．

这些正则条件由弱到强，条件（１～４）是比较基

本的约束，其中条件（２）是保证相合性成立的重要条

件，条件（１～４）保证了渐近正态性．条件（５）是较强

的约束，是对最小二乘估计作二阶随机展开的保证，

条件（６）是最强的约束，是计算参数估计量的各阶矩

的保证．

２．３．２　曲率度量

对模型犢＝犳（犡，θ）＋ε，当给定新数据犡０时，我

们考虑犢０＝犳（犡０，^θ）的预测值．

引理１．若满足正则条件（１）～（５），那么有
［２３］

＾
θ－θ０ ＝犔τ＋犔 λ［ ］′ ［］犐τ－

１

２
τ′犘｛ ｝τ ＋狅狆（狀－３／２）

（１０）
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犲^　＝犖λ－犙λ［ ］′ ［］犐τ－
１

２
犖（τ′犐τ）＋狅狆（狀

－１）

（１１）

Δ犳＝犙τ＋犙λ［ ］′ ［犐］τ＋
１

２
犖（τ′犐τ）＋狅狆（狀

－１）

（１２）

其中犖 的列向量是法空间的标准正交基，τ＝犙′ε，

λ＝犖′ε，犐和犘分别为固有曲率和参数效应曲率阵

列，均在θ０处计算．

上述定理表明犲^　和Δ犳＝犳（^θ）－犳（θ０）都可以仅

用固有曲率阵列犐表示，因此与参数化（坐标变换）

形式无关．

引理２．　如果满足所需的正则条件（１）～（６），

那么犲^　和Δ犳的期望和方差为
［２４］

犈犲^　＝－
σ
２

２
犖狋狉［］犐 ＋犗（狀－

１） （１３）

犞犪狉 犲^（）　 ≈σ
２犘犖 ＋σ

４
犙犞犐犙′＋

１

２
σ
４犖犞

犐犖′（１４）

犈 Δ［ ］犳 ＝
σ
２

２
［］犖狋狉犐 ＋犗（狀－

１） （１５）

犞犪狉 Δ（ ）犳 ≈σ
２犘犜 ＋σ

４
犙犞犐犙′＋

１

２
σ
４犖犞

犐犖′

（１６）

其中犞犐＝∑
狀－狆

狋＝１

犐２狋，犐狋是犐的第狋面；犞

犐＝∑

狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

犐犽犾犐′犽犾，

犐犽犾是 （犽，犾）处犐的（狀－狆）维向量．

同理可得上式均与参数化形式无关，因为它们

仅依赖于固有曲率阵列犐．

以上所讨论的是当前数据集上的残差的曲率度

量，如前所述，为了获得最佳的泛化能力，我们必须

最小化未来数据集上的残差．下面分析未来残差的

曲率度量，我们取由文献［２５］定义的未来残差形式：

犚ｅｘｐ＝犈
 犈 犢

－犳（^θ）［ ］［ ］２ （１７）

上式中，犈［·］和犈［·］分别表示关于未来数据和

当前数据的期望．由于犳（^θ）由当前数据犢 决定，等

式（１７）简化为

犚ｅｘｐ＝犈
 犈 ［犢

－犳（θ０）］－［犳（^θ）－犳（θ０）］［ ］［ ］２

＝犈
 犢

－犳（θ０）［ ］２ ＋犈 犳（^θ）－犳（θ０）［ ］２

（１８）

假设犢和犢独立同分布，则犈［‖犢－犳（θ０）‖
２］＝

犈 犢－犳（θ０）［ ］２ ．那么，

犚ｅｘｐ＝犈 犢－犳（θ０）［ ］２ ＋犈 犳（^θ）－犳（θ０）［ ］２

（１９）

而犲^　＝犢－犳（^θ）＝犢－犳（θ０）－［犳（^θ）－犳（θ０）］＝ε－

Δ犳，最后我们有

犚ｅｘｐ＝犈 ε［ ］２ ＋犈 Δ犳［ ］２

＝犈 犲^　＋Δ犳［ ］２ ＋犈 Δ犳［ ］２ （２０）

至此，我们可以利用前面的定理得到犚ｅｘｐ与曲率的

关系如下．

定理１． 如果满足所需的正则条件（１）～（６），

那么有

犚ｅｘｐ≈ （狀＋狆）σ
２
＋
１

４
狋狉［］犐 ２

＋
３

２
σ
４

∑
狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

犐犽犾
２

（２１）

　　证明．　首先有

犈 
２
＝ 犈

２
＋狋狉犞犪狉（｛ ｝） （２２）

其中代表向量．

由等式（１５）有

犈Δ犳
２
＝
１

４
σ
４狋狉［］犐 ２．

由等式（１６）有

　狋狉｛犞犪狉（Δ犳）｝≈σ
２狋狉（犘犜）＋σ

４狋狉犞犐（ ）犙′犙 ＋

　
１

２
σ
４狋狉犞

犐（ ）犖′犖

≈狆σ
２＋σ

４狋狉犞（ ）犐 ＋
１

２
σ
４狋狉犞（ ）犐 ，

而

狋狉犞（ ）犐 ＝狋狉 ∑
狀－狆

狋＝１

犐２（ ）狋 ＝∑
狀－狆

狋＝１

狋狉犐２（ ）狋

＝∑
狀－狆

狋＝１
∑
狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

犐２狋犽犾 ＝∑
狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

犐犽犾
２，

狋狉犞（ ）犐 ＝狋狉 ∑
狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

犐犽犾犐′（ ）犽犾 ＝∑
狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

狋狉犐′犽犾犐（ ）犽犾

＝∑
狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

犐犽犾
２．

将以上等式代入（２２）可得

犈 Δ犳
２
≈狆σ

２
＋
３

２
σ
４

∑
狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

犐犽犾
２
＋
１

４
σ
４狋狉［］犐 ２

（２３）

同样的计算容易得到犈ε
２＝狀σ

２，那么

犚ｅｘｐ＝犈 ε［ ］２ ＋犈 Δ犳［ ］２

≈（狀＋狆）σ
２
＋
１

４
狋狉［］犐 ２

＋
３

２
σ
４

∑
狆

犽＝１
∑
狆

犾＝１

犐犽犾
２．

证毕．

由定理知未来残差只依赖于固有曲率阵列犐，

与参数化无关．对于给定的数据样本，固有曲率阵列

的几何意义就是ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率，它真实地

反映了模型的内在复杂程度，我们可以把它作为模

型的复杂度衡量标准．
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２４　基于犌犪狌狊狊犓狉狅狀犲犮犽犲狉曲率的模型选择准则

如引言所述，模型的泛化能力可以分解成对样

本的拟合度和模型的固有复杂度，我们的目标是在

二者间达到一个平衡．因此由定理得到如下基于

ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率的模型选择准则（ＧａｕｓｓＫｒｏ

ｎｅｃｋｅｒＣｕｒｖａｔｕｒｅＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｒｉｔｅｒｉｏｎ，ＧＫＣＩＣ）．在

给定的模型中，最佳的选择是使下式最小化［２６］：

犌犓犆犐犆＝－ｌｎ犳（狓狘
＾
θ）＋

狆
２
ｌｎ
狀
２（ ）π ＋犌犓犆

（２４）

其中犌犓犆即拟合点θ０处犓
犖
犺的最大值犓

犖＝ｍａｘ
犺
犓犖
犺，

也就是模型流形的ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率．

这说明给定狀个数据样本时，若模型的拟合程

度相同，应当选择具有尽可能少的参数和在拟合点

附近具有尽可能小的固有曲率的模型，换言之在情

况允许的条件下倾向于选择尽可能逼近线性的

模型．

３　统计模型的几何方法和统计学习

理论比较

　　近年来，Ｖａｐｎｉｋ等人提出的统计学习理论
［７８］

和基于该理论的支持向量机（ＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａ

ｃｈｉｎｅ，ＳＶＭ）算法在机器学习领域掀起了一场革命．

和传统的统计模式识别方法相比，统计学习理论不

再是在估计分布的基础上的演绎推理，而是强调在

有限样本条件下的从数据到分布的归纳推理，其推

理依据也不再是传统统计学的大数定律，而是可能

近似正确（ＰｒｏｂａｂｌｙＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙＣｏｒｒｅｃｔ，ＰＡＣ）

框架［２７］．统计学习理论认为，在大样本条件下，几乎

所有的学习机器都可以通过经验风险最小化（Ｅｍ

ｐｉｒｉｃａｌＲｉｓｋＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＥＲＭ）达到最优的泛化

能力．但在有限样本的条件下，必须考虑模型的复杂

度，通过结构风险最小化（ＳｔｒｕｃｔｕｒａｌＲｉｓｋＭｉｎｉｍｉ

ｚａｔｉｏｎ，ＳＲＭ）对给定数据逼近的精度和逼近函数的

复杂性之间取得折中．Ｖａｐｎｉｋ提出了函数集的ＶＣ

维数作为对统计模型复杂度的度量，它是描述函数

集或学习机器的复杂性或学习能力的一个重要指

标．以指示函数集为例，如果存在犺个样本能够被函

数集中的函数按所有可能的２犺种形式分开，则称函

数集能够把犺个样本打散，函数集的ＶＣ维就是它

能打散的最大样本数目犺．考虑一系列嵌套的函数

子集犛１犛２犛３…，随着函数集的扩大ＶＣ维随之

增大，学习机器也就更复杂（容量越大），泛化能力将

随之下降．因此必须考虑最小化结构风险或者说综

合考虑经验风险和置信区间以求达到最佳的学习效

果．为了避免过学习，应当在保持经验风险的前提

下，选择ＶＣ维较小的学习器．参见图１．ＳＶＭ 算法

是建立在ＳＬＴ的ＶＣ维理论和ＳＲＭ原理基础上的

实际应用，对于非线性问题其主要思路是通过构造

核函数将问题通过非线性变换转换到高维的线性空

间，在高维空间中构造线性判别函数来实现原空间

中的非线性判别．然而，在实践中对于一个实际的学

习机器的ＶＣ维的分析尚没有通用的方法，理论分

析主要是对线性判别函数有结论犺＝狀＋１，对于非

线性函数，除了一些特殊函数之外，主要是将其与线

性判别函数进行类比．对于特定结构的神经网络也

有一些研究成果．

欠拟合
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过拟合
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!

"

#
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图１　ＶＣ维和ＳＲＭ
［７］

本文提出的基于ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｃｋｅｒ曲率的模型

选择的理论基础是 Ａｍａｒｉ创立的信息几何（Ｉｎｆｏｒ

ｍａｔｉｏｎＧｅｏｍｅｔｒｙ）理论
［１４１５］，该理论是在对概率分

布流形几何特性研究的基础上，将流形上的微分几

何方法引入到统计学．从信息几何的角度看，统计模

型是嵌入在所有可能概率分布空间中的一个有限维

分布流形，流形上的每个点表示一个分布．模型选择

就是一个统计推断的过程，为了评价这一过程必须

考察模型流形的几何性质，分析由具有微分结构和

参数结构的概率分布族表示的信息系统的统计流形

的内在几何结构，了解统计模型在所有可能概率分

布空间中的位置和形状，从而揭示系统的信息处理

能力．位置信息给出了分布流形与真实分布的接近

程度，反映的是模型的几何拟合度，形状信息则反映

了模型的内蕴几何复杂度．对形状信息最自然的度

量就是流形的曲率，微分几何理论指出流形的黎曼

曲率张量完全确定了流形的性质［１８］．在实际应用
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中，由于黎曼曲率计算较为复杂，高斯曲率是在流形

上一点处的微元面积与其在该点处单位超球体上的

高斯映射的像的面积的比值的极限［１７］，反映了流形

上该点处的弯曲程度．高斯曲率是流形的第二基本

形式与第一基本形式的比，是不依赖于坐标选择的

参数无关的内蕴几何量．从几何上看，固有曲率犓犖
犺

是向量方向上期望曲面最好的近似圆的半径的倒

数［２８］，考虑样本特性因素后可以得到相对固有曲

率，其几何意义就是高斯曲率．相对曲率反映了对数

据的依赖，该方法在预测问题中的实际应用在于找

到相对固有曲率最小的模型，对于参数效应曲率较

大的模型，可以进行重参数化，在固有曲率保持不便

的条件下减少参数效应曲率．由此可以看出，基于曲

率的模型复杂度度量强调了数据集对模型复杂度的

影响，即不同数据集上的同一模型会有不同的曲率．

一个有趣的结论是正弦函数族的ＶＣ维为无穷

大［７］，对于这一问题，基于信息几何方法的模型曲率

复杂度理论解释如下：对于给定值域区间［－１，１］上

的正弦函数族，在任意点处，由于其必然是正交的，

可得其一阶导数的 ＱＲ分解形式不变，即犚＝犐，

犙＝犞，由此可得犝＝犠．而此时犖 的列向量生成该

点处的法空间没有限制，可以为任意大的值．因此固

有曲率阵列犐（狀－狆）狆狆＝［犖′］［犝］的值也可以为无穷

大，这就是曲率方法对正弦函数族复杂度的解释．

通过以上分析可以看出，几何方法和统计学习

理论都是统计学在机器学习中的应用．在模型选择

方面，基于信息几何理论的模型固有复杂度的曲率

度量方法和统计学习理论的 ＶＣ维度量方法相比

较，二者的理论出发点是一致的，都认为泛化能力是

学习机器的优化目标，而且泛化能力是在拟合度与

复杂度之间的折中．二者的主要区别在于具体的实

现方法，ＳＬＴ的思路是非线性问题的线性化，将主

要矛盾转移到核函数的选取；基于信息几何方法的

非线性模型复杂度分析的研究思路主要是计算模型

解轨迹的曲率，作为对模型非线性强度的评价，直接

将非线性模型用于预测，该方法特别强调了模型对

数据的依赖性．

４　实验和分析

为验证 ＧＫＣＩＣ方法的有效性，我们分别在人

工数据集和真实数据上进行了实验．

４１　人工数据

由于ＶＣ维没有统一的计算方法，而ＡＩＣ显然

性能比ＢＩＣ差，我们选择ＢＩＣ和 ＭＤＬ作为对照．其

准则函数如下：

犅犐犆＝－ｌｎ犳（狓狘
＾
θ）＋狆ｌｎ（狀） （２５）

犕犇犔＝－ｌｎ犳（狓狘
＾
θ）＋

狆

２
ｌｎ
狀
２（ ）π ＋ｌｎ∫ ｄｅｔ犐（θ槡 ）ｄθ

（２６）

其中＾θ是模型参数的最大似然估计 ＭＬＥ，狆是模型

中参数个数，狀是样本大小，犐（θ）是Ｆｉｓｈｅｒ信息矩

阵．以上各式中，第一项为拟合度，余项为复杂度．

实验方案如下：

（１）选用心理学研究中的两个物理心理对照

模型Ｓｔｅｖｅｎ模型（Ｍ１：狔＝犪狓
犫＋犲狉狉狅狉）和Ｆｅｃｈｅｒ模

型（Ｍ２：狔＝犪ｌｎ（狓＋犫）＋犲狉狉狅狉）
［９］．

（２）对于每个模型，在相同的犡＝（１，２，３，４）上

分别采样生成容量为２００，６００，１０００的样本集，误差

区均值为０，方差为１的随机噪声．模型参数为 Ｍ１：

犪＝２，犫＝２；Ｍ２：犪＝２，犫＝５．

（３）对样本集中的每个样本进行模型选择，即

对该样本计算用 Ｍ１和 Ｍ２拟合时的准则函数值，

选择较小的一个为恢复模型．

（４）对样本集计算正确选择和错误选择的百

分比．

选择准则的比较是基于它们多大程度恢复产生

样本数据的真实模型的能力，即各准则选择真实模

型的样本数占总样本数的百分比．从表１中数据可

以看出：由于ＢＩＣ方法没有考虑模型的函数形式对

复杂度的影响，总是倾向于选择 Ｍ２为恢复模型；而

ＭＤＬ和ＧＫＣＩＣ都考虑了影响复杂度的样本容量、

参数个数及函数形式．因此可以选择出正确的恢复

模型．随着样本容量的增加，三种方法恢复正确模型

的能力也随之增加．ＭＤＬ方法是目前公认的最有效

的方法，我们的方法和 ＭＤＬ相比差别不大．但是从

另一角度揭示了模型选择的内在本质，它使我们能

够更直观、更清晰地理解模型选择的几何意义．

表１　模型选择方法比较（恢复能力／％）

样本

容量

拟合

模型

恢复能力

ＢＩＣ

Ｍ１ Ｍ２

ＭＤＬ

Ｍ１ Ｍ２

ＧＫＣＩＣ

Ｍ１ Ｍ２

２００
Ｍ１ ９２．５ ７０．０ ８５．３ １０．７ ８５．０ １０．０

Ｍ２ ７．５ ３０．０ １４．７ ８９．３ １５．０ ９０．０

６００
Ｍ１ ９６．９ ６５．５ ９０．８ ２．３ ８７．５ ５．０

Ｍ２ ３．１ ３４．５ ９．２ ９７．７ １２．５ ９５．０

１０００
Ｍ１ ９９．０ ６０．３ ９８．６ ０．８ ９６．７ １．０

Ｍ２ １．０ ３９．７ １．４ ９９．２ ３．３ ９９．０

４２　犌犓犆犐犆在知觉组织中的应用

我们将 ＧＫＣＩＣ模型选择方法应用于知觉组
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织，实现了基于自然图像统计特性的格式塔规则模

型的选择［２９］．以接近律为例，需要进行模型选择的

问题可描述为“已知两条边缘间的接近程度，这两条

边缘属于同一轮廓编组的概率服从怎样的分布

函数”．

模型选择算法的流程如下：

（１）产生样本数据，即边缘属于同一轮廓编组

时接近律的取值．对某一类自然图像形成重要边缘

图，测量某两条属于同一轮廓编组的边缘之间的距

离作为一个样本．对该类中不同的自然图像采样，当

样本数量达到预定规模时停止采样；

（２）作出样本分布图，根据总体分布走势，选择

若干个含有待定参数的函数作为候选模型；

（３）根据ＧＫＣＩＣ模型选择准则，从候选模型中

选出最适合的函数并确定待定参数，作为该条格式

塔规则在该类自然图像下的统计模型．

根据这一准则，我们确定最佳的高斯函数、拉普

拉斯函数和幂函数分别为

犳（狓）＝
２

２．２ ２槡π
ｅｘｐ －

（狓－１．４）
２

２×２．２｛ ｝２
，狓１．４

（２７）

犳（狓）＝０．４８ｅｘｐ｛－（０．８２狘狓－１．４狘／１．９１）
１．６３｝，

　　　　　　 　 　狓１．４ （２８）

犳（狓）＝０．６８狓
－１．５６，狓１．４ （２９）

　　根据这３个函数在 ＧＫＣＩＣ准则下的适应值，

我们选取幂函数式（２９）为最佳模型．

５　总　结

模型选择是机器学习理论研究中重要而又困难

的一个领域，ＬｅｏＢｒｅｉｍａｎ指出的机器学习有３个

基本问题，其中模型多样性的Ｒａｓｈｏｍｏｎ问题和简

单性与精度的冲突的 Ｏｃｃａｍ问题都与模型选择相

关［３０］．模型选择的任务就是选择具有最佳泛化能力

的模型，为此必须做到拟合度与复杂度的平衡．本文

从几何角度对曲率在刻划统计模型流形性质中的作

用进行了深入研究，指出了与参数化无关的模型的

固有特性度量，即ＧａｕｓｓＫｒｏｎｅｋｅｒ曲率的复杂度如

何影响模型的泛化能力．提出了ＧＫＣＩＣ模型选择准

则并将至应用于实际任务，对于模型选择的Ｏｃｃａｍ

规则给出了清晰而直观的理解．正如文献［１］中所

说：现有的模型选择方法只是一些协助了解事实过

程的工具，它们不是事实的仲裁者，但当考虑了其它

关于选择的因素时我们能够使之更为有用．
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