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一种适用于小样本问题的基于边界的特征提取算法

黄　睿　何明一　杨少军
（西北工业大学电子信息学院　西安　７１００７２）

摘　要　特征提取技术是模式识别领域进行数据降维和强化判别信息的有效方法．线性判别分析是监督特征提取

方法的典型代表，获得广泛应用，但受到小样本问题的制约．对此提出一种适用于小样本问题的基于边界的特征提

取算法．算法利用高维数据小样本情况下线性可分概率增加以及其低维投影趋于正态分布的特点，定义了新的类

别边界，不但考虑了由线性判别分析提出的类内、类间离散度，也兼顾各类别的方差差异性．通过极大化该边界获

得最优投影向量，同时避免因类内离散度矩阵奇异导致的小样本问题．进一步将算法推广到多类问题．高光谱数据

特征提取与分类实验表明，算法在小样本情况下对于两类和多类问题均具有良好的推广性能，优于多种线性判别

分析的改进算法，并且在样本较多时也取得了满意结果．
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１　引　言

特征提取技术可广泛应用于数据降维和强化判

别信息，能降低数据分类计算量，且在标记样本有限

的情况下有效克服 Ｈｕｇｈｅｓ现象
［１］．线性判别分析

（ＬｉｎｅａｒＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＬＤＡ）是监督特征

提取方法的典型代表，通过定义类内离散度矩阵和

类间离散度矩阵，将线性变换矩阵的求解转换为极

大化Ｆｉｓｈｅｒ准则（一种Ｒａｙｌｅｉｇｈ系数）问题，获得广

泛应用．但在小样本（ｓｍａｌｌｓａｍｐｌｅｓｉｚｅ）情况下，因

类内离散度矩阵接近奇异或奇异，ＬＤＡ失效．

近年来，小样本问题得到人们的关注，已经提出

了一系列修正方案．ＰＣＡ＋ＬＤＡ
［２］方法是首先利用

ＰＣＡ降维，保证类内离散度矩阵非奇异；再用ＬＤＡ

提取特征．由于ＰＣＡ降维很可能丢失一些有关判别

的关键信息，因此对接下来的ＬＤＡ特征提取影响

较大．近年来出现了一些利用零空间改进ＬＤＡ的

方法．Ｃｈｅｎ等
［３］提出的ＬＤＡ＋ＰＣＡ首先将数据变

换到类内离散度的零空间，接着在该空间最大化类

间离散度，是在类内离散度矩阵的零空间寻找最优

投影．Ｈｕａｎｇ等
［４］对该方法进行改进，在移除类内

离散度矩阵与类间离散度矩阵的共同零空间后，再

应用ＬＤＡ＋ＰＣＡ．ＤｉｒｅｃｔＬＤＡ
［５］是另一种零空间方

法，它首先移除类间离散度矩阵的零空间，接着寻找

极小化类内离散度矩阵的投影向量．Ｌｉ等
［６］将ＬＤＡ

准则中类间离散度矩阵与类内离散度矩阵的比值关

系改为相减关系，提出基于最大化边界准则（Ｍａｘｉ

ｍｕｍＭａｒｇｉｎＣｒｉｔｅｒｉｏｎ，ＭＭＣ）的特征提取方法．这

些改进都基于原始Ｆｉｓｈｅｒ准则，没有考虑类别间方

差差异的影响．

本文提出一种适用于小样本问题的基于边界的

特征提取算法（ＭａｒｇｉｎｂａｓｅｄＦｅａｔｕｒｅＥｘｔｒａｃｔｉｏｎ，

ＭＦＥ）．首先讨论了两类分类问题，利用高维数据小

样本情况下线性可分概率增加以及其低维投影趋于

正态分布的特点，定义了新的类别边界，在考虑类

内、类间离散度的同时也兼顾各类方差的差异性，通

过极大化该边界获得最优投影向量．接着将 ＭＦＥ

算法推广到多类问题．最后通过高光谱数据特征提

取与分类实验证明算法的有效性．

２　高维数据的统计特性

研究表明，高维数据特征空间呈现出不同于低

维空间的特性．随着维数的增长，有以下结论
［７８］：

（１）数据向超立方体的角落、超（椭）球体的外

层聚集，特征空间几乎是空的．数据在高维空间具有

低维结构，可以将其投影到低维空间而不损失过多

分类判别信息．

（２）正态分布数据有向尾部聚集的趋势；均匀

分布数据有向角落聚集的趋势．因此在高维空间估

计数据概率分布更为困难．

（３）高维数据的低维投影有服从正态分布或正

态分布组合的趋势，当维数无穷大时，低维投影数据

以概率１逼近正态分布．

（４）在有限样本情况下，高维空间的线性可分

概率随维数的增加而增加．当样本数接近或小于维

数时，样本的线性可分概率趋于１．

因此，利用高维数据在特征空间具有低维结构

并且低维投影趋于正态分布的特点，在判别信息损

失不大的情况下对其降维，将数据投影到低维子空

间再进行后续处理，这时标记样本相对充裕，往往可

以得到更好的结果．

３　犕犉犈算法描述

３．１　两类分类问题的 犕犉犈算法

根据高维数据的空间特性可知，其低维投影趋

于正态分布，并且维数越高，趋势越明显．因此，当把

高维数据映射到低维空间后，可以认为数据服从正

态分布而不会带来太大误差．

对于小样本问题，数据在高维空间几乎是线性

可分的．对于两类分类问题，存在一个决策超平面，

使得分类在一定准则下最优，因此只需提取一个垂

直于该超平面的特征即可实现分类．ＭＦＥ算法就是

要寻找最优特征向量狆，使得数据投影到一维空间

后类别边界最大．图１说明了 ＭＦＥ算法的原理．

由于正态分布数据可以完全由均值狌和方差

σ
２来描述，因此，一维空间类别边界可直观表示为

犇（犮１，犮２）＝｜狌１－狌２｜－（σ１＋σ２） （１）

可以看到，理想的类别边界应满足均值差较大，并使

各类数据尽可能集中在其均值附近，即方差要小．另

一方面，当类别方差不同时，也有必要将这一差异体

现出来．为此，定义类别边界为

犇（犮１，犮２）＝（１－β）（狌１－狌２）
２＋β｜σ

２
１－σ

２
２｜－（σ

２
１＋σ

２
２）

（２）

其中，参数β∈［０，１］协调均值差异与方差差异对边

界的影响．

４７１１ 计　　算　　机　　学　　报 ２００７年



!

!

!

!

!

!

"

!

"

!

!

!

"

高维空间

图１　ＭＦＥ算法原理示意

原始高维空间数据沿投影向量狆映射到一维

空间，则类别边界可表示为

犇（犮１，犮２）＝（１－β）狆
Ｔ（犿１－犿２）（犿１－犿２）

Ｔ
狆＋

β｜狆
Ｔ（Σ１－Σ２）狆｜－狆

Ｔ（Σ１＋Σ２）狆 （３）

最优特征向量狆的求解可描述为如下优化问题：

ａｒｇｍａｘ
狆
犑ｍｆｅ（狆）＝狆

Ｔ（（１－β）Σ犫＋βΣ
（１－２）－Σ狑）狆

ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ　狆
Ｔ
狆＝１

（４）

其中，Σ犫，Σ狑分别为类间离散度矩阵与类内离散度

矩阵；

Σ
（１－２）＝

Σ１－Σ２， 狆
Ｔ（Σ１－Σ２）狆０

Σ２－Σ１， 狆
Ｔ（Σ１－Σ２）狆＜

烅
烄

烆 ０
．

采用Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法，定义Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

犔（狆，λ）＝狆
Ｔ（（１－β）Σ犫＋βΣ

（１－２）－Σ狑）狆－

λ（狆
Ｔ
狆－１） （５）

上式对狆求偏导数，并使其为零，可得

（（１－β）Σ犫＋βΣ
（１－２）－Σ狑）狆＝λ狆 （６）

优化问题转化为特征值求解，狆为相应特征向量，

犑ｍｆｅ（狆）＝λ．

当不考虑对投影向量模的要求时，投影方向由

下式确定：

犑ｍｆｅ

狆
＝（（１－β）Σ犫＋βΣ

（１－２）－Σ狑）狆＝０ （７）

根据Σ犫的定义，有

Σ犫狆＝（犿１－犿２）（犿１－犿２）
Ｔ
狆＝（犿１－犿２）犚，

其中犚＝（犿１－犿２）
Ｔ
狆为标量．则式（７）写为

（１－β）犚（犿１－犿２）＝（Σ狑－βΣ
（１－２））狆 （８）

去除与方向无关的标量，有

狆ｍｆｅ∝（Σ狑－βΣ
（１－２））－１（犿１－犿２） （９）

算法 ＭＦＥ与 Ｍａｌｉｎａ准则
［９］相似，考虑了影响

判别质量的三个因素，并通过参数β来控制均值差

异与方差差异的影响；但Σ狑以相减的关系引入，不

需计算Σ
－１
狑 ，因而不受小样本问题影响．当类别方差

相同时，ＭＦＥ就是 ＭＭＣ准则；类别方差不同时，算

法通过β调节类别均值差异和方差差异对投影向量

的影响；类别均值相同时，狆由以下方程确定：

（βΣ
（１－２）－Σ狑）狆＝０ （１０）

３．２　犕犉犈算法向多类分类问题的推广

多类分类问题的解决一般采取一对多或一对一

的策略．我们采用后者，将多类问题分解为若干两类

问题．设类别数为犆，数据维数为犔，狆
犮犻
，犮
犼是 ＭＦＥ对

类犮犻与犮犼（１犮犻，犮犼犆，犮犻≠犮犼）分类提取的特征向

量，则共提取了犆（犆－１）／２个特征向量，有投影矩

阵犘＝［狆
１，２，狆

１，３，…，狆
犆－１，犆］，简记为犘＝［狆１，狆２，…，

狆犆（犆－１）／２］．

为便于表述，首先引入分类有效特征向量和ＭＦＥ

特征矩阵的概念［１０１１］：

（１）若特征向量与分类决策面垂直，我们称其

为有效特征向量．

（２）定义 ＭＦＥ特征矩阵为

Σｍｆｅ＝犘犘
Ｔ （１１）

其中，Σｍｆｅ是犔×犔的矩阵．

在所研究的高维数据小样本情况下，分类决策

面可由各两类问题的决策超平面组合而成．我们有

如下结论．

定理１．　Σｍｆｅ非零特征值对应的特征向量是有

效特征向量．对于犆类问题，最多可提取犆（犆－１）／２

个特征．

证明．　设（φ１，φ２，…，φ犕）为Σｍｆｅ非零特征值

对应特征向量，因此有

狆犻＝∑
犕

犼＝１
β
（犻）
犼φ犼，１犻犆（犆－１）／２ （１２）

由于多类问题的分类决策面由各两类问题的决策超

平面组合而成，因此垂直于决策面的任意向量狏⊥可

表示为

狏⊥＝ ∑
犆（犆－１）／２

犻＝１

γ犻狆犻 （１３）

结合式（１２），令α犼＝ ∑
犆（犆－１）／２

犻＝１

γ犻β
（犻）
犼 ，则

狏⊥＝∑
犕

犼＝１

α犼φ犼 （１４）

由于任意线性独立向量集合可从有限维向量空间扩展

为该空间的基，因此，可将（φ１，φ２，…，φ犕）扩展为犔
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维空间的一组正交基（φ１，φ２，…，φ犕，φ犕＋１，…，φ犔）．

对于向量（φ犕＋１，φ犕＋２，…，φ犔），因φ
Ｔ
犻φ犼＝０（犻≠犼），

有

φ
Ｔ
犻狏⊥＝φ

Ｔ
犻∑

犕

犼＝１

α犼φ犼＝∑
犕

犼＝１

α犼φ
Ｔ
犻φ犼＝０，犕＋１犻犔

（１５）

可见，向量（φ犕＋１，φ犕＋２，…，φ犔）正交于狏⊥．由于它

们与任意垂直于决策面的向量正交，因此是与分类

无关的冗余向量；而（φ１，φ２，…，φ犕）是有效特征向

量．另一方面，由于ｒａｎｋ（Σｍｆｅ）＝犕犆（犆－１）／２，因

此，对于犆类问题，最多可提取特征数为犆（犆－１）／２．

证毕．

对于犆（犆＞２）类分类问题，ＭＦＥ算法可提取多

于犆－１的特征，可达到ＬＤＡ准则的犆／２倍．

４　实验结果与分析

实验数据来自美国 ＡＶＩＲＩＳ多光谱扫描仪

１９９２年在印第安纳北部一块农业区获取的２２０波

段高光谱数据．从中筛除掉受大气污染严重、低信噪

比的波段，最终实验采用１９０波段高光谱数据．

分别研究 ＭＦＥ算法在样本数不同时解决两类

问题和多类问题的性能，并与ＰＣＡ＋ＬＤＡ、３种零

空间方法、ＭＭＣ算法进行比较．所有特征提取方法

均采用极大似然分类器进行分类．选择４种地物进

行多类实验，并以地物Ｓｏｙｂｅａｎｓｍｉｎ分别与Ｃｏｒｎ

ｎｏｔｉｌｌ和Ｃｏｒｎｍｉｎ构成两类实验的数据．表１列出

了实验样本情况．

表１　样本描述

类别

小样本实验

训练

样本

测试

样本

较大样本实验

训练

样本

测试

样本

Ｃｏｒｎｎｏｔｉｌｌ（Ｃ１）

Ｃｏｒｎｍｉｎ（Ｃ２）

Ｓｏｙｂｅａｎｓｎｏｔｉｌｌ（Ｃ３）

Ｓｏｙｂｅａｎｓｍｉｎ（Ｃ４）

４３

３６

３４

５１

３４１

２８８

２７２

４０８

２５７

２１６

２０４

３０７

２５６

２１６

２０４

３０６

总计 １６４　 １３０９　 ９８４ ９８２

４．１　两类分类实验

我们主要研究小样本情况下特征提取方法的性

能，表２、表３是对两个数据集分别采用６种方法提取

特征后的分类精度情况比较．其中，数据集Ｃ１～Ｃ４

由 Ｃｏｒｎｎｏｔｉｌｌ和 Ｓｏｙｂｅａｎｓｍｉｎ构成；Ｃ２～Ｃ４由

Ｃｏｒｎｍｉｎ和Ｓｏｙｂｅａｎｓｍｉｎ构成．３种零空间方法分

别记为Ｃ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ，Ｈ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ和ＤＬＤＡ．

实验中，除 ＭＭＣ外的６种方法均提取一个特征．

ＭＭＣ根据其提取规则，可获得几十个特征，本实验规

定最多提取１０个特征，最终特征数由分类性能确定．

表２　６种特征提取方法用于数据集犆１～犆４的性能比较

训练精度／％ 测试精度／％

ＰＣＡ＋ＬＤＡ １００００ ８０．７７

Ｃ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ １００００ ８２．５１

Ｈ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ １００００ ８２．３８

ＤＬＤＡ ５３．１９ ５８．３４

ＭＭＣ ９３．６２ ９０１２

ＭＦＥ ９４．６８ ８５．５８

表３　６种特征提取方法用于数据集犆２～犆４的性能比较

训练精度／％ 测试精度／％

ＰＣＡ＋ＬＤＡ １００００ ８０．０３

Ｃ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ １００００ ７８．８８

Ｈ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ １００００ ７９．８９

ＤＬＤＡ ６８．９７ ６７．６７

ＭＭＣ ８７．３６ ８２．０４

ＭＦＥ ９８．８５ ８３３３

从表２、表３可以看到，利用 ＭＦＥ算法提取的

特征取得了最好的推广性能；ＭＭＣ在两个实验中

分别提取了１０和７个特征，虽然测试精度较高但训

练精度偏低；ＤＬＤＡ性能最差，这是由于算法需首

先移除Σ犫的零空间，对于两类问题，其零空间维数

为犔－（犆－１）＝犔－１，因此造成大量有用判别信息

的丢失；其它３种方法的性能较为接近．

４．２　多类分类实验

我们考察了小样本情况下，ＰＣＡ＋ＬＤＡ，Ｃ＿ＬＤＡ＋

ＰＣＡ，Ｈ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ，ＤＬＤＡ，ＭＭＣ和 ＭＦＥ的性

能．表４为６种特征提取方法的分类精度比较．其

中，ＭＭＣ提取了１２个特征．

表４　小样本情况６种特征提取方法的特征值和分类精度比较

特征

数

ＰＣＡ＋ＬＤＡ

训练

精度／％

测试

精度／％

Ｃ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ

训练

精度／％

测试

精度／％

Ｈ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ

训练

精度／％

测试

精度／％

ＤＬＤＡ

训练

精度／％

测试

精度／％

ＭＭＣ

训练

精度／％

测试

精度／％

ＭＦＥ

训练

精度／％

测试

精度／％

１ １００００ ４１．０２ １００００ ３９．８０ １００００ ３９．８０ ４６．９５ ４９．６６ ３２．３２ ３５．１４ ４９．３９ ５０．２７

２ １００．００ ４３．７０ １００．００ ４３．３９ １００．００ ４２．９３ ４７．５６ ５２．３３ ３７．８０ ４０．２６ ６７．６８ ６６．７７

３ １００．００ ４４．７７ １００．００ ４８．７４ １００．００ ４８．４３ ５１．２２ ５５．６９ ５０．００ ４９．２０ ８３．５４ ７９．９８

４ － － － － － － － － ５７．９３ ５７．９８ ８９．０２ ７９．２２

５ － － － － － － － － ６７．０７ ６２．３４ ９４．５１ ８５４９

６ － － － － － － － － ６８．９０ ６４．１７ ９６．９５ ８４．８０

７ － － － － － － － － ７０．７３ ６４．３２ － －
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（续　表）

特征

数

ＰＣＡ＋ＬＤＡ

训练

精度／％

测试

精度／％

Ｃ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ

训练

精度／％

测试

精度／％

Ｈ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ

训练

精度／％

测试

精度／％

ＤＬＤＡ

训练

精度／％

测试

精度／％

ＭＭＣ

训练

精度／％

测试

精度／％

ＭＦＥ

训练

精度／％

测试

精度／％

８ － － － － － － － － ８１．１０ ７６．３９ － －

９ － － － － － － － － ８２．９３ ７６．５５ － －

１０ － － － － － － － － ８６．５９ ７６．４７ － －

１１ － － － － － － － － ８９．６３ ７６．８５ － －

１２ － － － － － － － － ８９．０２ ７７．０１ － －

从表４中可以看到，算法ＰＣＡ＋ＬＤＡ，Ｃ＿ＬＤＡ＋

ＰＣＡ和 Ｈ＿ＬＤＡ＋ＰＣＡ性能表现比较一致，它们虽

然在提取一个特征时训练精度就达到１００％，但测

试误差都很大；ＤＬＤＡ在测试精度上有所提高，但

对训练样本的学习并不充分；ＭＭＣ的性能随提取

特征的增多而上升，但在１２个特征时测试精度也仅

为７７．０１％；ＭＦＥ在较好地学习了训练样本类别信

息的同时，提取５个特征时取得最好的测试精度

８５．４９％，体现出令人满意的学习能力．

此外，对 ＭＦＥ算法在较大样本情况下的性能

也作了验证，并同 ＬＤＡ 和 ＭＭＣ算法作了比较．

表５是３种方法的分类精度比较．其中，ＭＭＣ提取

６个特征．可以看到，虽然 ＭＦＥ是针对小样本问题

设计的，但在大样本情况下也能取得较好的性能，与

ＬＤＡ相比，它可提取６个特征，获得了最好的测试

精度．

表５　较大样本情况３种特征提取方法的

特征值和分类精度比较

特征

数

ＬＤＡ

训练

精度／％

测试

精度／％

ＭＭＣ

训练

精度／％

测试

精度／％

ＭＦＥ

训练

精度／％

测试

精度／％

１ ６８．０９ ６２．２２ ５１．４２ ５０．９２ ５４．９８ ５６．２１

２ ８８．７２ ８２．９９ ７８．０５ ７７．６０ ７５．３０ ７５．６６

３ ９２８９ ８７．２７ ８７．０９ ８２．９９ ８５．０６ ８３．４０

４ － － ８７．０９ ８２．６９ ８８．１１ ８５．５４

５ － － ８６．８９ ８２．６９ ８９．７４ ８６．５６

６ － － ８６．８９ ８２．６９ ９２．３８ ８９９２

５　结束语

本文提出了一种适用于小样本情况的 ＭＦＥ算

法．算法利用高维数据小样本情况下线性可分概率

增加以及其低维投影趋于正态分布的特点，定义了

新的类别边界，不但考虑类内、类间离散度，也兼顾

各类方差的差异性，同时又避免了因类内离散度矩

阵奇异导致的小样本问题．并进一步将 ＭＦＥ算法

推广到多类问题，指出对于犆类数据分类，算法可

最多提取犆（犆－１）／２个特征，是基于ＬＤＡ准则算

法的犆／２倍．高光谱数据特征提取实验表明小样本

情况下 ＭＦＥ算法具有良好的推广性能，优于多种

ＬＤＡ改进算法；并在样本较多时也取得较好结果．
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