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摘　要　经典Ｐ狀Ｐ问题是以摄像机内参已知为前提条件的，然而对未标定摄像机Ｐ狀Ｐ问题的研究更具有实际意

义．文中对未标定四参数针孔摄像机Ｐ５Ｐ问题的解析解进行了研究，不仅可以求出摄像机相对于世界坐标系的位

姿，而且还能得到摄像机的内参．首先根据投影方程和旋转矩阵的性质，利用１６个变量构造出了１６个约束方程，

然后通过消元推导出只含一个未知数的４次多项式方程，分析证实一般情况下未标定摄像机Ｐ５Ｐ问题最多有４组

解．大量的仿真实验表明该算法在确定摄像机位姿上精度很高，且鲁棒性很强．该算法在物体定位、手眼定标、路标

导航等领域具有比较重要的实际应用价值．

关键词　Ｐ５Ｐ问题；摄像机方位；摄像机内参数；析配消元法；解析解
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１　引　言

在人工路标的单目视觉导航中，求解机器人的

位姿是最基本任务之一．在１９８１年，Ｆｉｓｃｈｌｅｒ和

Ｂｏｌｌｅｓ首先提出了Ｐ狀Ｐ问题
［１］，然后利用几何方法

对机器人的位姿进行了求解．直到今天，Ｐ狀Ｐ问题已

受到了世界各国学者的广泛关注［２８］．

一般Ｐ狀Ｐ问题都是以假设摄像机的内参是已

知为前提的，然而正如吴福朝等人所指出的，有时不

能假定摄像机内参是已知的［９］．因此对未标定摄像

机Ｐ狀Ｐ问题的研究就更具有实际意义．

未标定摄像机Ｐ狀Ｐ问题是指已知狀个控制点

在世界坐标系及图像坐标系中的坐标，在摄像机内

参未知的情况下，求出摄像机在世界坐标系中的位

姿，同时求出摄像机的内参［９］．在文献［９］中，吴福朝

等首先提出了这个问题，并利用ＳＶＤ分解方法较系

统地研究了未标定四参数摄像机Ｐ５Ｐ问题解的情

况，取得了如下结论：当５个控制点中任意４点不共

面，或者存在４点共面但任意３个图像点不共线时，

未标定的Ｐ５Ｐ问题解仅有两种可能：（１）至多有４

个解；（２）有无穷多解．同时，文献［９］中也给出了一

种求解方法，但是由于利用了矩阵的奇异值分解理

论，因此实际应用起来容易受奇异值变化的影响．本

文也以未标定四参数摄像机Ｐ５Ｐ问题为研究对象，

利用消元法提出了一种解析解．文中首先利用１６个

变量构造了１６个约束方程，然后运用消元法推导出

只含一个未知数的４次多项式方程，并进行了计算

机模拟实验，验证了在图像坐标有噪声的情况下文

中算法的鲁棒性．

２　约束方程

设５个控制点在图像坐标系中的坐标为犔ｐ犻＝

（狓ｐ犻，狔ｐ犻）
Ｔ（犻＝１，２，…，５），而在世界坐标系中的坐

标为犔ｗ犻＝（狓ｗ犻，狔ｗ犻，狕ｗ犻）
Ｔ（犻＝１，２，…，５）．摄像机为

四参数针孔模型，令 犕＝

犳狌 ０ 狌０

０ 犳狏狏０

烄

烆

烌

烎０ ０ １

为内参矩阵，

其中犳狌，犳狏分别为图像平面狌，狏轴的尺度因子，

（狌０，狏０）
Ｔ为主点坐标．从世界坐标系到摄像机坐标

系的刚体变换为犔ｃ犻＝犚（犔ｗ犻－犘０）（犻＝１，２，…，５），

其中犔ｃ犻＝（狓ｃ犻，狔ｃ犻，狕ｃ犻）
Ｔ（犻＝１，２，…，５）表示５个控

制点在摄像机坐标系中的坐标，犚＝

犪１１犪１２犪１３

犪２１犪２２犪２３

犪３１犪３２犪

烄

烆

烌

烎３３

为

旋转矩阵；犘０＝（犡０，犢０，犣０）
Ｔ为摄像机坐标系原点

（镜头光心）在世界坐标系中的坐标，犚，犘０常被称为

摄像机的外参．为了方便，我们令犪１＝（犪１１，犪１２，犪１３），

犪２＝（犪２１，犪２２，犪２３）和犪３＝（犪３１，犪３２，犪３３）．如果犗犆犣犆

是摄像机的光轴，那么从摄像机坐标系到图像坐标

系的投影变换可表示为狓ｐ犻－狌０＝犳狌
狓ｃ犻
狕ｃ犻
，狔ｐ犻－狏０＝

犳狏
狔ｃ犻
狕ｃ犻
（犻＝１，２，…，５）．于是从世界坐标系到图像坐

标系的变换可写为如下：

狓ｐ犻－狌０ ＝犳狌
犪１·（犔ｗ犻－犘０）

犪３·（犔ｗ犻－犘０）

狔ｐ犻－狏０ ＝犳狏
犪２·（犔ｗ犻－犘０）

犪３·（犔ｗ犻－犘０

烅

烄

烆 ）

，犻＝１，２，…，５

（１）

式（１）也可重写为

犳狌犪１·犔ｗ犻－犳狌犪１·犘０ ＝ （狓ｐ犻－狌０）犪３·

（犔ｗ犻－犘０），犻＝１，２，…，５ （２）

犳狏犪２·犔ｗ犻－犳狏犪２·犘０ ＝ （狔ｐ犻－狏０）犪３·

（犔ｗ犻－犘０），犻＝１，２，…，５ （３）

由于犚也是正交矩阵，于是我们还能获得另外６个

基本方程：

犪１ ＝１，犪２ ＝１，犪３ ＝１，犪１·犪
Ｔ
２ ＝０，

犪１·犪
Ｔ
３ ＝０，犪２·犪

Ｔ
３ ＝０ （４）

方程组（２）～（４）是由１６个变量构成的１６个方程，

其中１２个变量来自外参，而另外４个是内参．

３　解析解

因为当５个控制点共面时，未标定摄像机Ｐ５Ｐ

问题有无穷解［９］．因此，我们假设５个控制点不共

面．不失普遍性，我们令

犇１ ＝

狓ｗ２－狓ｗ１ 狔ｗ２－狔ｗ１ 狕ｗ２－狕ｗ１

狓ｗ３－狓ｗ１ 狔ｗ３－狔ｗ１ 狕ｗ３－狕ｗ１

狓ｗ４－狓ｗ１ 狔ｗ４－狔ｗ１ 狕ｗ４－狕ｗ１

≠０，

犇２ ＝

狓ｗ２－狓ｗ１ 狔ｗ２－狔ｗ１ 狕ｗ２－狕ｗ１

狓ｗ３－狓ｗ１ 狔ｗ３－狔ｗ１ 狕ｗ３－狕ｗ１

狓ｗ５－狓ｗ１ 狔ｗ５－狔ｗ１ 狕ｗ５－狕ｗ１

≠０．

根据式（２）和式（３）可得

犳狌犪
Ｔ
１ ＝犇

－１
１

狓ｐ２犔
Ｔ
ｗ２－狓ｐ１犔

Ｔ
ｗ１

狓ｐ３犔
Ｔ
ｗ３－狓ｐ１犔

Ｔ
ｗ１

狓ｐ４犔
Ｔ
ｗ４－狓ｐ１犔

Ｔ
ｗ

烄

烆

烌

烎１

犪Ｔ３－
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犇－１１

狓ｐ２－狓ｐ１

狓ｐ３－狓ｐ１

狓ｐ４－狓ｐ

烄

烆

烌

烎１

犪３犘０－狌０犪
Ｔ
３ （５）

犳狌犪
Ｔ
１ ＝犇２

－１

狓ｐ２犔
Ｔ
ｗ２－狓ｐ１犔

Ｔ
ｗ１

狓ｐ３犔
Ｔ
ｗ３－狓ｐ１犔

Ｔ
ｗ１

狓ｐ５犔
Ｔ
ｗ５－狓ｐ１犔

Ｔ
ｗ

烄

烆

烌

烎１

犪Ｔ３－

犇２
－１

狓ｐ２－狓ｐ１

狓ｐ３－狓ｐ１

狓ｐ５－狓ｐ

烄

烆

烌

烎１

犪３犘０－狌０犪
Ｔ
３ （６）

犳狏犪
Ｔ
２ ＝犇

－１
１

狔ｐ２犔
Ｔ
ｗ２－狔ｐ１犔

Ｔ
ｗ１

狔ｐ３犔
Ｔ
ｗ３－狔ｐ１犔

Ｔ
ｗ１

狔ｐ４犔
Ｔ
ｗ４－狔ｐ１犔

Ｔ
ｗ

烄

烆

烌

烎１

犪Ｔ３－

犇－１１

狔ｐ２－狔ｐ１

狔ｐ３－狔ｐ１

狔ｐ４－狔ｐ

烄

烆

烌

烎１

犪３犘０－狏０犪
Ｔ
３ （７）

犳狏犪
Ｔ
２ ＝犇２

－１

狔ｐ２犔
Ｔ
ｗ２－狔ｐ１犔

Ｔ
ｗ１

狔ｐ３犔
Ｔ
ｗ３－狔ｐ１犔

Ｔ
ｗ１

狔ｐ５犔
Ｔ
ｗ５－狔ｐ１犔

Ｔ
ｗ

烄

烆

烌

烎１

犪Ｔ３－

犇２
－１

狔ｐ２－狔ｐ１

狔ｐ３－狔ｐ１

狔ｐ５－狔ｐ

烄

烆

烌

烎１

犪３犘０－狏０犪
Ｔ
３ （８）

分别从式（５）、（６）和式（７）、（８）知：

（（狓ｐ５－狓ｐ１）－ 犔ｗ５－犔（ ）ｗ１
Ｔ犇－１

１

狓ｐ２－狓ｐ１

狓ｐ３－狓ｐ１

狓ｐ４－狓ｐ

烄

烆

烌

烎１

）犪３犘０

烄

烆

＝

（狓ｐ５－狓ｐ１）犔
Ｔ
ｗ５－ 犔ｗ５－犔（ ）ｗ１

Ｔ犇－１
１

（狓ｐ２－狓ｐ１）犔
Ｔ
ｗ２

（狓ｐ３－狓ｐ１）犔
Ｔ
ｗ３

（狓ｐ４－狓ｐ１）犔
Ｔ
ｗ

烄

烆

烌

烎

烌

烎４

犪３

（９）

（（狔ｐ５－狔ｐ１）－ 犔ｗ５－犔（ ）ｗ１
Ｔ犇－１

１

狔ｐ２－狔ｐ１

狔ｐ３－狔ｐ１

狔ｐ４－狔ｐ

烄

烆

烌

烎１

）犪３犘０

烄

烆

＝

（狔ｐ５－狔ｐ１）犔
Ｔ
ｗ５－ 犔ｗ５－犔（ ）ｗ１

Ｔ犇－１
１

（狔ｐ２－狔ｐ１）犔
Ｔ
ｗ２

（狔ｐ３－狔ｐ１）犔
Ｔ
ｗ３

（狔ｐ４－狔ｐ１）犔
Ｔ
ｗ

烄

烆

烌

烎

烌

烎４

犪３

（１０）

从式（９）和（１０）很容易求得：

犪３犘０ ＝ （狊１，狊２，狊３）犪
Ｔ
３ （１１）

（狋１，狋２，狋３）犪
Ｔ
３ ＝０ （１２）

其中狊１，狊２，狊３和狋１，狋２，狋３都是由５个控制点的世界坐

标和图像坐标构成的函数，不含内参和外参变量．如

果我们不能得到式（１１）或（１２），那么未标定四参数

摄像机Ｐ５Ｐ问题将有无穷解．

把式（１１）代回到式（５）和式（７）中将会得到两个

新方程，其矩阵形式如下：

犳狌犪
Ｔ
１ ＝

犲１１

犲１２

犲

烄

烆

烌

烎１３

犪Ｔ３－狌０犪
Ｔ
３ （１３）

犳狏犪
Ｔ
２ ＝

犲２１

犲２２

犲

烄

烆

烌

烎２３

犪Ｔ３－狏０犪
Ｔ
３ （１４）

其中犲犻犼（犻＝１，２；犼＝１，２，３）是１×３的行向量，仅为

各种坐标的函数，而不含任何变量．根据式（４），如果

我们用犪２左乘式（１３）将得到：

犪２

犲１１

犲１２

犲

烄

烆

烌

烎１３

犪Ｔ３ ＝犲１１犪
Ｔ
３犪２１＋犲１２犪

Ｔ
３犪２２＋犲１３犪

Ｔ
３犪２３ ＝０

（１５）

　　为了推导另一个方程，我们把式（１４）具体写为

犳狏犪２１ ＝犲２１犪
Ｔ
３－狏０犪３１，犳狏犪２２ ＝犲２２犪

Ｔ
３－狏０犪３２，

犳狏犪２３ ＝犲２３犪
Ｔ
３－狏０犪３３ （１６）

从中消去犳狏和狏０，将得到

（犪３２犲２３犪
Ｔ
３－犪３３犲２２犪

Ｔ
３）犪２１＋（犪３３犲２１犪

Ｔ
３－犪３１犲２３犪

Ｔ
３）犪２２＋

（犪３１犲２２犪
Ｔ
３－犪３２犲２１犪

Ｔ
３）犪２３＝０ （１７）

把式（４）、式（１５）和式（１７）写成矩阵形式为

犪３１ 犪３２ 犪３３

犲１１犪
Ｔ
３ 犲１２犪

Ｔ
３ 犲１３犪

Ｔ
３

犪３２犲２３犪
Ｔ
３－犪３３犲２２犪

Ｔ
３ 犪３３犲２１犪

Ｔ
３－犪３１犲２３犪

Ｔ
３ 犪３１犲２２犪

Ｔ
３－犪３２犲２１犪

Ｔ

烄

烆

烌

烎３

·

犪２１

犪２２

犪

烄

烆

烌

烎２３

＝０ （１８）

由于犪２是非零向量，因此如果把式（１８）看成为线性

方程组，那么其系数行列式一定为零．于是我们获得

了一个由犪３１，犪３２，犪３３构成的三元四次齐次多项式

方程：

∑
犻＋犼＋犽＝４

狇犻犼犽犪３１
犻犪３２

犼犪３３
犽
＝０，犻，犼，犽＝０，１，２，３，４

（１９）

其中狇犻犼犽（犻，犼，犽＝０，１，２，３，４；犻＋犼＋犽＝４）中不含变

量．有时在式（１９）中所有系数都为零，此时我们断言

未标定四参数摄像机Ｐ５Ｐ问题将有无穷解．

不失普遍性，我们假设式（１２）中有狋１≠０，于是

把犪３１＝－
狋２
狋１
犪３２＋

狋３
狋１
犪（ ）３３ 代入到式（１９）中将得到
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∑
４

犻＝０

犵犻犪
犻
３２犪

４－犻
３３ ＝０ （２０）

其中犵犻（犻＝０，…，４）不含任何未知数．同时，我们也

把犪３１＝－
狋２
狋１
犪３２＋

狋３
狋１
犪（ ）３３ 代入到 犪３

２＝１中，得到

２狋２狋３犪３２犪３３ ＝狋
２
１－（狋

２
１＋狋

２
２）犪

２
３２－（狋

２
１＋狋

２
３）犪

２
３３

（２１）

　　如果狋２狋３≠０，把式（２１）代入到式（２０）的

（犪３２犪３３）犪
２
３３和（犪３２犪３３）犪

２
３２中，那么我们将得到一个由

犪２３２和犪
２
３３所构成的方程．如果把式（２１）两边平方，将

推导出另一个由犪２３２和犪
２
３３所构成的方程．定义狓＝

犪２３２，狔＝犪
２
３３，为了简化，上面得到的两个方程可简

写为

犺０狓
２
＋犺１狓狔＋犺２狓＋犺３狔

２
＋犺４狔＝０　 （２２）

犽０狓
２
＋犽１狓狔＋犽２狓＋犽３狔

２
＋犽４狔＋犽５ ＝０ （２３）

其中犺犻（犻＝０，…，４），犽犻（犻＝０，…，５）不含未知数．

根据式（２２）和（２３），利用析配消元法，我们很容

易得到下面的４×４行列式方程：

犺０ 犺１狔＋犺２ 犺３狔
２＋犺４狔 ０

０ 犺０ 犺１狔＋犺２ 犺３狔
２＋犺４狔

犽０ 犽１狔＋犽２ 犽３狔
２＋犽４狔＋犽５ ０

０ 犽０ 犽１狔＋犽２ 犽３狔
２＋犽４狔＋犽５

＝０

（２４）

式（２４）即为未标定四参数摄像机的闭型解．这是一

个关于狔的一元四次多项式方程．从代数理论知，狔

的所有四个解都可以由方程的系数来表示．这也说

明狔最多有４个正实根．显然，由一个狔＝犪
２
３３可解出

一个狓＝犪２３２和一个犪
２
３１．狔＝犪

２
３３开方后，将得到两个

互为相反数的犪３３．根据式（１２）和式（２１），由一个

犪３３，能够很容易解出一个犪３１和一个犪３２．换句话说，

犪３最多有４对方向互为相反的实根．

如果式（２１）中狋２狋３＝０，我们可重写式（２０）为如

下形式：

犪３２犪３３（犵１犪
２
３３＋犵３犪

２
３２）＝－（犵０犪

４
３３＋犵２犪

２
３２犪

２
３３＋犵４犪

４
３２）

（２５）

把式（２５）两边平方，也得到一个关于犪２３２和犪
２
３３的方

程．如果仍定义狓＝犪２３２，狔＝犪
２
３３，则由式（２１）和式

（２５）的两边平方式得到如下两个方程：

狋１
２
－（狋１

２
＋狋２

２）狓－（狋１
２
＋狋３

２）狔＝０　 （２６）

－犵４
２狓４＋（犵３

２
－２犵２犵４）狓

３
狔＋　　　

（－犵２
２
＋２犵１犵３－２犵０犵４）狓

２
狔
２
＋

（犵１
２
－２犵０犵２）狓狔

３
－犵０

２
狔
４
＝０ （２７）

消去狓，仍会得到一个关于狔的四次多项式方程．同

样可以解出犪２最多有４对方向互为相反的实根．

当犪３确定后，其他未知数可一对一的求出来．首

先由式（１３）和（１４），能解出狌０＝犪３

犲１１

犲１２

犲

烄

烆

烌

烎１３

犪Ｔ３和狏０＝犪３

犲２１

犲２２

犲

烄

烆

烌

烎２３

犪Ｔ３．然后由 犪２ ＝１，犪２·犪
Ｔ
３＝０及式（１５）的犲１１

犪Ｔ３犪２１＋犲１２犪
Ｔ
３犪２２＋犲１３犪

Ｔ
３犪２３＝０知，利用一个犪３可求出

两个方向相反的犪２．根据式（１４），能求出 犳狏＝

犪２

犲２１

犲２２

犲

烄

烆

烌

烎２３

犪Ｔ３－狏０犪２犪
Ｔ
３．由于犳狏是正的，由此可去掉犪２的

一个解．由犪２和犪３及犳狌＝犪１

犲１１

犲１２

犲

烄

烆

烌

烎１３

犪Ｔ３－狌０犪１犪
Ｔ
３，很容易

求出一个犪１．最后为了求解犘０，我们从式（２）、（３）和

式（１１）构造如下三个方程：犳狌犪１·犘０＝犳狌犪１·犔ｗ１－

（狓ｐ１－狌０）犪３·（犔ｗ１－犘０），犳狏犪２·犘０＝犳狏犪２·犔ｗ１－

（狔ｐ１－狏０）犪３·（犔ｗ１－犘０），犪３犘０＝（狊１，狊２，狊３）犪
Ｔ
３．

由以上分析我们知道，从数学角度来看未标定

四参数摄像机的Ｐ５Ｐ问题最多有８个解．但是从物

理角度来看，由于犚作为旋转矩阵有 犚 ＝１，因此

去掉了４个解．最后我们断言未标定四参数摄像机

的Ｐ５Ｐ问题最多有４个实解．这与文献［９］的结论

相一致．

４　模拟实验

例１．　首先给出一个实例，说明利用本文的算

法确实可以求出４组解．已知５个控制点在世界坐

标系中的坐标为犔ｗ１＝（１０，２０，５０）
Ｔ，犔ｗ２＝（３３，５２，

８０）Ｔ，犔ｗ３＝（１７，３７，５７）
Ｔ，犔ｗ４＝（７５，６６，６１）

Ｔ，犔ｗ５＝

（５３，２３，８７）Ｔ，在图像坐标系中的坐标为犔ｐ１ ＝

（－１１４．９０２，－７５．５２７）Ｔ，犔ｐ２ ＝ （－１７２．２９５，

１２．０６７）Ｔ，犔ｐ３ ＝（－１４６．５６２，－６０．８１３）
Ｔ，犔ｐ４ ＝

（－１３８．４１４， － ２０．９１８）Ｔ，犔ｐ５ ＝ （－６７．０８４，

４２．５６７）Ｔ．

根据上面所提出的求解方法，可得到如下４个

实解，如表１所示．
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表１　上例中的所有４个实解

内参 外参

犕＝

３７２．９８８ ０ ２．９８７９３

０ ３７７．９８７ ４．９９１３２
烄

烆

烌

烎０ ０ １

（犚犘０）＝

０．７５４３９７ －０．６３３０３５ －０．１７３６４１ １４９．９９５

０．２４２６０４ ０．０２３０８６８ ０．９６９８５１ １０９．９９７
烄

烆

烌

烎－０．６０９９４１ －０．７７３７７９ ０．１７０９９４ ４７．００１２

犕＝

１７３．３４２ ０ －１４８．８３

０ １５１．１０１ ４６．８１４２
烄

烆

烌

烎０ ０ １

（犚犘０）＝

０．４４６４３３ －０．８９０４４９ －０．０８８３０９３ ８２．８４２７

０．５２６８５ ０．１８１７９７ ０．８３０２８８ ７０．６４３６
烄

烆

烌

烎－０．７２３２７５ －０．４１７１９４ ０．５５０２９３ ５９．５４６８

犕＝

６９．８４３４ ０ －１５６．０３９

０ ５８．８８ １５．７９０２
烄

烆

烌

烎０ ０ １

（犚犘０）＝

０．３２３４５４ －０．９４６２４１ －０．００２４６８０９ ５３．３８７４

０．６２２５５４ ０．２１０８４２ ０．７５３６３９ ５２．９４６２
烄

烆

烌

烎－０．７１２６０３ －０．２４５３０４ ０．６５７２８４ ６４．９６１８

犕＝

３．３８４０７ ０ －１４２．２７９

０ ６．７１７８６ －１７．５１６１
烄

烆

烌

烎０ ０ １

（犚犘０）＝

－０．７０４０１２ －０．１２４５２２ －０．６９９１８７ １７．４７２２

－０．１７４２８４ ０．９８４６９５ ０．０００１１６５７ ３４．７５２３
烄

烆

烌

烎－０．６８８４７２ －０．１２１９３９ ０．７１４９３９ ５７．５６９５

　　例２．　鲁棒性分析

通过计算机模拟实验来验证在图像坐标有噪声

的情况下文中算法在确定摄像机位姿上的鲁棒性．

实验设计如下：摄像机的内参矩阵为

３７３ ０ ３

０ ３７８５

烄

烆

烌

烎０ ０ １

，

所选的５个控制点世界坐标为犔ｗ１＝（１０，６，１００）
Ｔ，

犔ｗ２＝（２０，－１１０，４０）
Ｔ，犔ｗ３＝（３０，－５０，－５７）

Ｔ，

犔ｗ４＝（４５，８２，－３４）
Ｔ，犔ｗ５＝（２７，１１６，６２）

Ｔ．随机选

取不同的摄像机外参，从正视、斜视、近视，远视等不

同视角来观察５个控制点，进行鲁棒性验证．图像坐

标中所加噪声为均匀噪声，幅度从０到１．０个像素，

共１０个噪声级，相邻两个噪声级之间的间隔为０．１

像素．在每个噪声级下，运算本算法１０００次，计算所得

内外参与真实值之间的绝对误差绝对值的平均值．图１

显示了在不同噪声级下，所求得各结果的变化趋势．
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图１　模拟实验结果

　　从图１中可以看出，文中所提出的方法在噪声

级为０时可以得到十分精确的内外参结果，这也说

明该算法理论上是完全正确的．随着噪声的增大，所

求出的各项结果的精度会有所下降，但仍然接近真

实值，特别是外参．通过实验，我们也发现５个控制

点选取的不同对所求外参精度的影响很小，这也说

明本算法在确定摄像机的位姿上精度很高，且鲁棒

性很强，具有重要的实际应用价值．

５　结束语

本文对未标定四参数摄像机Ｐ５Ｐ问题的解析

９９１１７期 郭　阳等：未标定摄像机Ｐ５Ｐ问题的一种解析解



解进行了研究，最终得到了只含一个未知数的四次

多项式方程．分析表明，该问题最多有４个实根，这

与文献［９］的结论一致．本文的解析方法有如下优

点：（１）不需要任何初值就能求出所有的解；（２）有

利于编程求解；（３）很容易判断何时存在无穷解；

（４）与迭代法相比，避免了初值选取不妥给结果带

来的影响．通过计算机模拟实验，本文的方法在假设

图像坐标存在噪声的情况下仍然能够得到非常准确

的结果，特别是外参，鲁棒性很强．因此该算法在物

体定位、手眼定标、路标导航等领域具有比较重要的

实际应用价值．
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