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摘　要　ＬｅｖｅｌＳｅｔ模型将运动界面表示为高维场函数的零等值面，自然而鲁棒地解决了界面演化中拓扑结构改变

的问题，但计算效率不高．文中提出了基于窄带的自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法．自适应方法首先构建粗网格满足界面演化

的整体需求，同时估算粗网格点的曲率值，使用快速扩散法聚类高曲率点，通过主元分析估算点集朝向，构建细网

格捕捉演化中的细节区域．粗、细网格均为独立的计算单元，定义为存储网格中的有向包围盒．这种数据结构可以

有效避免频繁的坐标变换和插值操作，同时保证了数值解的精度．实验结果与误差分析表明，自适应方法能有效减

少计算量，达到更好的界面跟踪效果．
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１　引　言

ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法自然而鲁棒地解决了界面演化

中拓扑结构改变的问题，是跟踪界面演化的重要方

法［１４］．２０世纪９０年代以来，许多学者进行了大量

研究，使得ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法在计算机图形学、计算物

理、图像处理、计算机视觉、化学和控制理论等众多

领域得到了广泛应用．

ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法将运动界面表示为高维场函数

的零等值面，通过ＬｅｖｅｌＳｅｔ方程驱动场函数演化，

从而跟踪运动界面的演化．若运动界面变化较为剧

烈，则需要缩小网格的步长或采用高阶差分格式得

到良好的数值解，但同时ＣＦＬ条件限制了时间步长

的取值，使得求解ＬｅｖｅｌＳｅｔ方程十分耗时，这也是

基于偏微分方程的方法普遍存在的问题．各向同性

的求解方法简单易用，但不够灵活，往往不能满足实

际应用的需求，如何提高方程的求解效率对Ｌｅｖｅｌ

Ｓｅｔ方法的实际应用有着重要的意义．

许多自适应方法已成功地应用于微分方程的数

值求解．Ｂｅｒｇｅｒ等提出的自适应网格剖分（Ａｄａｐｔｉｖｅ

ＭｅｓｈＲｅｆｉｎｅ，ＡＭＲ）算法根据偏微分方程及使用的

网格步长，推导误差计算公式，进而计算局部区域所

需的网格步长，自适应控制网格逐层细化，生成树形

结构的叠加型网格［５６］；Ｍｉｌｎｅ提出的自适应Ｌｅｖｅｌ

Ｓｅｔ方法根据界面的曲率信息检测变化剧烈的区

域，生成嵌入式网格求解［７］；根据运动界面为场函数

的零等值面这一性质，窄带法将求解区域限定在界

面所处区域周围的窄带内，减少了大量计算［２］；

Ｓｔｒａｉｎ提出的基于树形网格的自适应方法可以使计

算复杂度降低到犗（犖ｌｏｇ犖）的求解速度
［８］；Ｂｒｅｅｎ

等提出稀疏场方法使用街区距离模板计算场函数的

近似值以提高求解效率［９］；Ｓｕｓｓｍａｎ在研究二相流

问题时提出自适应投影方法求解 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅ方

程，同时提出了自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法提高捕捉流体

界面的精度［１０］；Ｈａｍ等使用嵌入式网格自适应捕

捉流体界面演化的细节［１１］；Ｗａｎｇ等使用基于嵌入

式网格的有限体积法求解ＬｅｖｅｌＳｅｔ方程
［１２］；Ｐｅｎｇ

等还提出了局部的ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法，将演化限定在局

部区域［１３］；Ｍｉｃｈａｅｌ等提出了ＤＴ网格数据结构，高

效地存储计算数据［１４］．由于三角网格单元可以自适

应拟合不规则计算区域的边界，自然地设定边界条

件，Ｂａｒｔｈ等提出了三角域上的ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法
［１５］；

Ｘｕ等基于自适应三角网格剖分，进一步提出了三角

域上的自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法并应用于医学图像分

割［１６］；Ｄｒｏｓｋｅ等提出了多重网格的自适应 Ｌｅｖｅｌ

Ｓｅｔ方法应用于三维医学图像的分割
［１７］；根据视频

图像的特点，研究者还提出了许多替代方法避免

费时的ＬｅｖｅｌＳｅｔ方程求解，如Ｓｈｉ等提出的实时

ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法通过交换图像像素来演化边界线，同

时使用高斯滤波函数保持边界线的光滑，达到实时

跟踪视频图像中运动物体边界线的效果［１８］．

求解不同的方程，使用的自适应方法也存在很

大的区别．本文在前人工作的基础上，针对三维空间

中三角网格曲面流形演化的问题，提出基于窄带的

自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法，进一步提高ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法

的计算效率和细节捕捉能力．自适应方法采用叠加

型网格求解，首先构建粗网格满足曲面演化的整体

需求，同时检测界面的曲率，构建自适应细网格捕捉

界面演化的细节（图１）．与已有的自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ

方法相比，本文提出的方法实现简单，能有效减少计

算量，达到更好的界面跟踪效果．

第２节简要介绍ＬｅｖｅｌＳｅｔ模型；第３节详细阐

述自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法的原理和实现步骤；第４节

给出了自适应方法和均匀网格方法分别应用于几何

模型演化的结果，分析比较了数值算例；最后得出结

论，提出进一步的研究方向．

!"#$

自适应演化
!%&$

自适应细网格

图１　ＭａｘＰｌａｎｃｋ模型演化的结果

２　犔犲狏犲犾犛犲狋模型

Γ为犖 维空间犚
犖中的一张犖－１维光滑闭合

超曲面，它界定了犚犖中的一个开区域Ω，Γ上的点

沿着该点法向以速度犉 运动，犉可以是多个变量的

函数，如超曲面的曲率、法向、空间位置等，犉的方向

与法向狀相同或相反，同时忽略沿曲面切向的速度．
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用Γ（狋）表示Γ相对于时间狋运动得到的曲面簇，

Γ（狋＝０）即为初始曲面．构造Γ的嵌入场函数，

满足

Γ（狋）＝｛犡｜（犡，狋）＝０｝ （１）

其中犡（狋）表示点犡随时间变化的轨迹函数，犡（狋＝０）

即为初始曲面Γ（狋＝０）上的点，由于点犡沿着法向方

向运动，所以犡狋·狀＝犉（犡（狋））．方程（犡（狋），狋）＝０

两边分别对狋求导：

狋＋（犡（狋），狋）·犡′（狋）＝０ （２）

再将犡狋·狀＝犉（犡（狋））和狀＝／｜｜代入式

（２）得

狋＋犉｜｜＝０ （３）

上述 ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程即为 ＬｅｖｅｌＳｅｔ方

程．嵌入场函数一般取为犚
犖中的有向距离函数：

（犡，狋）＝

－犱（犡）， 犡∈Ω

０， 犡∈Ω＝Γ（狋）

犱（犡）， 犡珚

烅

烄

烆 Ω

（４）

其中犱（犡）＝ ｍｉｎ
犘∈Γ（狋）

（犘犡 ），为点犡到曲面Γ（狋）的

最近距离．若曲面以连续的速度函数演化，则场函数

（狋）保持为运动界面Γ（狋）的嵌入函数．

在均匀剖分的三维空间犚３中，可以使用如下逆

风差分格式求解方程（３）：


狀＋１

犻犼犽 ＝
狀

犻犼犽－Δ狋［ｍａｘ（犉犻犼犽，０）
＋＋ｍｉｎ（犉犻犼犽，０）

－］

（５）

其中


＋＝［ｍａｘ（犇－狓

犻犼犽
，０）２＋ｍｉｎ（犇＋狓

犻犼犽
，０）２＋

ｍａｘ（犇－狔
犻犼犽
，０）２＋ｍｉｎ（犇＋狔

犻犼犽
，０）２＋

ｍａｘ（犇－狕
犻犼犽
，０）２＋ｍｉｎ（犇＋狕

犻犼犽
，０）２］１

／２ （６）


－＝［ｍｉｎ（犇－狓

犻犼犽
，０）２＋ｍａｘ（犇＋狓

犻犼犽
，０）２＋

ｍｉｎ（犇－狔
犻犼犽
，０）２＋ｍａｘ（犇＋狔

犻犼犽
，０）２＋

ｍｉｎ（犇－狕
犻犼犽
，０）２＋ｍａｘ（犇＋狕

犻犼犽
，０）２］１

／２ （７）

其中犇＋狓
犻犼犽
（犇－狓

犻犼犽
）为函数对向量犡 的狓 分量向前

（后）差分，其余记号的含义类似．一般我们只对的

零等值面感兴趣，窄带法在零等值面周围区域内构

建一个窄带，计算窄带内各个网格点的场函数值，位

于窄带边界上的网格点值保持不变．方程演化的时

间步长Δ狋由该时刻网格点的最大速度值决定，满足

ＣＦＬ条件：Δ狋＜Δ犺／｜犉｜，其中Δ犺为网格步长．当运

动界面到达窄带边缘时，保留零等值面周围的网格

点作为初始值，构建新的窄带演化界面．

当速度函数犉恒正（负）时，ＬｅｖｅｌＳｅｔ方程转化

为与时间无关的静态方程．用犜（犡）表示曲面运动

到达空间一点犡的时间函数，则犜（犡）满足

｜犜（犡）｜犉＝１ （８）

若犉 只依赖位置变量，上述 ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ

方程即为Ｅｉｋｏｎａｌ方程，可以用如下差分格式得到

方程满足粘滞条件的弱解：

ｍａｘ（犇－狓
犻犼犽
，０）２＋ｍｉｎ（犇＋狓

犻犼犽
，０）２＋ｍａｘ（犇－狔

犻犼犽
，０）２＋

ｍｉｎ（犇＋狔
犻犼犽
，０）２＋ｍａｘ（犇－狕

犻犼犽
，０）２＋ｍｉｎ（犇＋狕

犻犼犽
，０）２＝

１

犉２犻犼犽

（９）

Ｅｉｋｏｎａｌ方程的特征线为垂直于界面向外的直

线，方程的解沿着特征线方向传播．利用这一特性，

Ｓｅｔｈｉａｎ提出了ＦａｓｔＭａｒｃｈｉｎｇ算法进行快速求解．

ＦａｓｔＭａｒｃｈｉｎｇ算法使用最小堆（ＭｉｎＨｅａｐ）数据结

构，每次均弹出当前活动点集中具有最小函数值的

网格点，通过数值格式（９）计算相邻网格点的函数

值，并插入最小堆中，最终得到整个区域上的数值解．

ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法的详细阐述可以参考文献［１４］．

３　自适应犔犲狏犲犾犛犲狋方法

自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法通过估算运动界面的曲

率值，自动检测曲面上细节丰富的区域，构建高效的

细网格，从而提高计算效率．下面以犚３中的闭合三

角片曲面为例阐述自适应方法．

基于窄带的自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法分为如下５

个步骤：

１．设定窄带的网格层数、聚类半径等阈值；

２．估算粗网格步长，构建粗网格；

３．高曲率网格点聚类，构建自适应细网格；

４．演化粗、细网格窄带上的距离场，数值融合；

５．若需要重构网格中的窄带，则回到步３；否则，回到步４．

３１　构建粗网格

曲面上一点犘的中曲率定义为犘 点邻域法向

的散度：κ狀＝犱犻狏（狀）．三角片曲面顶点犘
犻中曲率的

一阶逼近可以由下列公式得到［１９］：

－κ狀＝
１

４犃 ∑
犼∈犖犼

（犻）

（ｃｏｔα犼＋ｃｏｔβ犼）（狓犼－狓犻） （１０）

其中犘犻点的邻域为所有以犘犻为顶点的三角片集合，

犃为犘犻邻域中所有三角片的面积和，边犲犻犼＝狓犼－狓犻，

角α犼和β犼分别表示边犲犻犼所在的两个三角片中犲犻犼对

应的顶角，如图２所示．

通过式（１０）可以估算三角片曲面所有顶点的中

曲率值，进而得到整体平均曲率值κａｖｇ．实验证明，

粗网格步长取平均曲率半径１／κａｖｇ的０．１～０．３倍

就可以达到较高的精度．
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图２　三角片曲面顶点的曲率估算

３２　构建细网格

首先使用ＦａｓｔＭａｒｃｈｉｎｇ方法生成粗网格上的

有向距离场，通过公式κ＝·／｜｜估算零等值

面周围网格点的中曲率值，进而聚类高曲率点，构建

细网格．聚成的类应准确反映曲面的细节特征，并且

高效可靠，我们使用快速扩散法聚类．

快速扩散法使用最大堆结构（ＭａｘＨｅａｐ）快速

排序高曲率点，同时使用并查集结构（ＵｎｉｏｎＦｉｎｄ

Ｓｅｔ）支持类之间高效的合并与查找操作．快速扩散

法是对贪婪法的改进，更加适用于网格点的聚类．

设犛为高曲率网格点集，算法的具体步骤如下：

１．初始化：

（ａ）设定聚类半径狉；

（ｂ）为每个高曲率点创建一个类，以该点为类的中心点．

２．聚类：

（ａ）从犛中弹出当前曲率值最大的网格点犘犿，犘犿所属

的类为犆犿，中心点为犗犿；

（ｂ）查找所有距离犘犿小于狉，且不属于犆犿的网格点

犘狀，犘狀所属的类为犆狀，中心点为犗狀．若

ｉ．犗狀到犗犿的距离值小于等于犘狀到犗犿的距离值加狉；

ｉｉ．或犆狀包含的型值点个数小于６个，

则合并犆犿与犆狀为一个类，将曲率值最大的点作为新类的中

心点．

（ｃ）重复上述过程直到集合犛为空．

本算法充分利用网格点的有序排列查找邻近

点，在聚类高曲率点的同时添加相邻的非高曲率网

格点，使每个类包含的网格点达到一定密度便于进

一步分析，并且遏制离散小类的生成，避免了将同一

个曲面细节聚成多个类，如图３所示．
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图３　快速扩散法聚类过程

每个聚类包含了一系列网格点，反映了曲面演

化过程中变化剧烈的区域，我们在对应的空间位置

生成细网格来捕捉界面演化的细节．网格步长由对

应聚类点集的平均曲率值决定，为了保持时间与数

值解的一致性，一般取为粗网格步长的１／犽犻，犽犻为整

数．通过主元分析（ＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，

ＰＣＡ）得到聚类点集的朝向和局部坐标系，经过坐标

变换计算各个聚类点集的有向包围盒，进而构建细

网格

犘＝｛犘犻＝｛狓犻，狔犻，狕犻｝，犻＝１，２，…，狀｝

为三维空间中的离散点集，犘 对应的协方差矩阵

犛＝（犇Ｔ犇）／（狀－１），矩阵犇定义为

犇＝

狓１－狓
－
狔１－狔

－
狕１－狕

－

  

狓狀－狓
－
狔狀－狔

－
狕狀－狕

熿

燀

燄

燅
－

，

其中犮
－
＝（狓－，狔

－，狕－）＝
１

狀∑
狀

犻＝１

狓犻，
１

狀∑
狀

犻＝１

狔犻，
１

狀∑
狀

犻＝１

狕（ ）犻 为
质心坐标．犛为３×３实对称矩阵，存在３个实特征

值λ１，λ２，λ３和对应的特征向量狏１，狏２，狏３，不妨设λ１

λ２λ３，其中狏３描述了点集的主轴方向，因此将其定

义为聚类点集的方向．

细网格步长由点集的平均曲率值决定，定义细

网格为：对应聚类点集的有向包围盒扩大细网格窄

带的宽度，如图４所示．

图４　通过聚类点集生成自适应细网格

３３　自适应演化

自适应粗、细网格为独立的计算单元，具有空间

跨度、大小、朝向等属性，各个网格窄带包含相同的

网格层数．

同样使用ＦａｓｔＭａｒｃｈｉｎｇ方法构建各个细网格

窄带内的距离场作为方程求解的初始值．每个求解

步骤由粗网格一步和细网格多步组成，时间步长Δ狋

满足粗网格上的ＣＦＬ条件．若细网格步长为粗网格

步长的１／犽犻，则相应的时间步长设为Δ狋／犽犻，并进行

０２３ 计　　算　　机　　学　　报 ２００７年



犽犻次求解，从而保持粗、细网格上的时间一致性．若

应用差分格式需要使用细网格空间外部的数值，则

通过粗网格插值得到．

演化一个时间步长后，由于粗、细网格上的数值

解具有不同的精度，还需要进行数值融合．我们使用

细网格内部的数值直接修正对应粗网格点的数值．

但若类似处理位于细网格边界附近的粗网格点，则

容易导致界面在粗、细网格交接的区域不连续．因

此，我们在细网格窄带周围插值出一定层数的辅助

细网格点，通过对应的粗、细网格点加权平均得到辅

助网格点的数值，实现交接区域的光滑过渡．至此，

完成了ＬｅｖｅｌＳｅｔ方程自适应求解的一个步骤．

演化过程中若界面到达细网格窄带边缘，则保

持旧的细网格朝向不变，重新估算网格的跨度、步

长，构建新的细网格．若界面到达粗网格窄带边缘，

则构建新的粗网格窄带，同时检测、聚类高曲率粗网

格点，构建新的自适应细网格，继续演化界面．

最后使用ＭａｒｃｈｉｎｇＣｕｂｅ算法抽取距离场的零

等值面，得到运动界面到达的空间位置．

３４　数据结构

粗、细计算网格均为独立的计算单元，但若直接

在定义的空间位置构建自适应网格，则各个网格之

间的坐标旋转、变换、插值及重构等操作将大大降低

自适应求解精度和效率．我们使用的数据结构非常

简单有效，而且可以有效避免上述问题．

通过估算三角网格曲面的曲率值，可以构建具

有最小步长的存储网格．粗、细计算网格均定义为存

储网格中的有向包围盒，不具有独立的存储空间，步

长取为存储网格步长的整数倍．计算网格根据步长

信息分别包围了存储网格中的一系列网格点，同时

存储网格点存储对应的计算网格．若存储网格点被

包含于多个计算网格中，则以链表方式分别存储计

算结果，如图５所示．

粗网格点

细网格点

细网格点

粗网格点

图５　存储网格上的粗、细网格点

存储网格存储自适应求解的数据，粗、细网格界

定了计算区域，但不分配存储空间，两者相辅相成，

使得自适应算法十分高效．求解过程可以直接存储

插值得到网格点，不同计算网格的数据在存储网格

中以链表形式存储，数值融合步骤只需要将链表中

的数据加权平均，有效避免了坐标旋转、变换等操

作，保证了计算精度，同时便于以合适的精度抽取等

值面．

３５　误差估算

运动界面保持为嵌入场函数的零等值面，因此

可以通过对比在相同演化条件下自适应方法与均匀

方法分别生成的距离场进行误差估算．定义最大误

差为Δｍａｘ（犣ａ，犣ｕ）＝ｍａｘ（犱（狆ａ－狆ｕ）），平均误差为

Δａｖｇ（犣ａ，犣ｕ）＝∑（犱（狆ａ－狆ｕ））／｜犣ａ｜．其中犣ａ与犣ｕ
分别为自适应网格与均匀网格中界面周围零等值面

上的网格点，狆ａ与狆ｕ分别为自适应网格与均匀网格

中具有相同空间坐标的网格点的函数值．

４　实验结果与讨论

我们在具有ＰＩＶ２．４ＧＨｚ、５１２ＭＢ内存的微机

上实现上述算法，对比了自适应方法和均匀方法应

用于网格演化所耗费的机器时间，并将自适应方法

应用于三角网格曲面的 Ｍｏｒｐｈｉｎｇ动画特效．

为方便比较算法效率，自适应方法的粗、细网格

步长分别设置为０．０４与０．０１，均匀方法的网格步

长设置为０．０１，界面以单位速度沿外法向方向演化

一个时间步长．表１列出了五模型演化所耗费的机

器时间与平均误差，图６、图７列举了 Ｖｅｎｕｓ与

Ｆｒｏｇ模型的演化结果对比和对应的自适应细网格．

图８为平面至ＭａｘＰｌａｎｃｋ模型的 Ｍｏｒｐｈｉｎｇ过程．

从图表中可以看出，处理整体比较平滑，局部细节丰

富的曲面，自适应方法花费的时间较少，而演化结果

基本一致，但从Ｆｒｏｇ模型的演化结果也可以看出，

当曲面整体变化比较剧烈时，自适应细网格将覆盖

大部分甚至整个求解区域，叠加型网格将造成大量重

复计算，降低求解速度，这也是自适应方法的局限．

表１　自适应网格与均匀网格演化模型耗费的时间

模型（面片数）

时间／ｓ

自适应：

０．０１＋０．０４
均匀：０．０４ 平均误差

Ｖｅｎｕｓ（１４１８） １．２６８４３ ３．６０１４２ ０．０００５７

Ｆｒｏｇ（６０６） １．０４５２８ １．２８０１８ ０．０００４６

Ｂｕｎｎｙ（５１１２） １．３０４０８ ３．７３５９３ ０．０００７５

Ｐｉｇ（７０４０） ０．６０９０８ ２．９８５４７ ０．０００９４

ＭａｘＰｌａｎｃｋ（９８２６０） １．７８１８８ ６．６１８２０ ０．０００４９
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图６　Ｖｅｎｕｓ模型演化的结果
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图７　Ｆｒｏｇ模型演化的结果
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图８　自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法应用于 Ｍｏｒｐｈｉｎｇ动画过程示意

５　总结与展望

网格演化是个动态的过程，求解ＬｅｖｅｌＳｅｔ方程

非常耗时，均匀而各向同性的求解方法简单易用，但

不够灵活．针对三角网格曲面模型演化的特点，本文

提出了基于窄带的自适应ＬｅｖｅｌＳｅｔ方法．实验结果

与误差分析表明，自适应方法可以合理分配计算资

源，具有更强的细节处理能力，是鲁棒而高效的算法．

自适应方法需要根据曲面的曲率进行聚类分析

高曲率的网格点来构建自适应网格，存在一定的计

算量，同时叠加型网格容易导致重复计算，降低求解

效率．因此，作者认为，进一步的研究方向应集中于：

（１）如何更好地捕捉界面演化中的细节区域，构建高

效的细网格；（２）如何利用已有的计算结果估算下

一个求解步骤的数值，提高求解效率；（３）研究更经

济的数据结构存储数据；（４）研究替代方程求解的

方法．
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