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一类半正定多项式的平方和分解
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摘　要　建立了一个把半正定稀疏多项式表为多项式平方和的算法．这一算法依赖于 Ｈｉｌｂｅｒｔ第１７问题的一系列

经典研究结果以及实闭域上量词消去的柱形代数剖分算法．该算法的机器实现为一类代数不等式可读性证明的自

动生成提供了一种非常自然的途径．
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１　引　言

首先来考虑这样一个问题：如何判别二元六

次型犳（狓，狔）＝狓
６＋狔

６＋２狓５狔＋４狓狔
５＋５狓２狔

４在

（狓，狔）∈!

２是半正定的？即犳（狓，狔）０．判别的方

法有很多，比如多项式根的完全判别系统方法［１］

以及基于胞腔分解的实闭域上量词消去方法［２］

等，事实上，这两种方法都是一般性的判别方法，

其形式非常漂亮，特别是后者，由于杨路及其合作

者的工作，现已发展成为证明代数不等式的强有

力工具，“Ｂｏｔｔｅｍａ”是杨路用 Ｍａｐｌｅ编程实现的不

等式证明软件．但是这些方法从证明的可读性方

面来讲则较弱（需要较多的专业基础知识）．

如果我们能够直接将犳（狓，狔）表示为多项式的

平方和的形式，那么判别犳（狓，狔）的半正定性将是

十分显然的．下面是这个问题的大致处理过程：

假设犳（狓，狔）可以表为多项式的平方和，即∑犺
２
犻

的形式，这里犺犻是齐三次多项式；易见犺犻是所有的单

项三次型狓３，狓２狔，狔狓
２，狔

３的线性组合．

记向量犡Ｔ＝（狓３，狓２狔，狔狓
２，狔

３），并设犳（狓，狔）＝



犡Ｔ犅犡，其中犅是如下元素待定的对称矩阵

犅＝

犪１１ 犪１２ 犪１３ 犪１４

犪１２ 犪２２ 犪２３ 犪２４

犪１３ 犪２３ 犪３３ 犪３４

犪１４ 犪２４ 犪３４ 犪

熿

燀

燄

燅４４

．

将犳（狓，狔）＝犡
Ｔ犅犡 展开后与原多项式对照，得到线

性方程组

犪１１－１＝０

２犪１２－２＝０

２犪１３＋犪２２＝０

２犪３４－４＝０

２犪２４－５＋犪３３＝０

犪４４－１＝０

２犪２３－２犪１４

烅

烄

烆 ＝０

，

解出这个线性方程组得

犪１１＝１，犪１２＝１，犪２２＝－２狏，犪３４＝２，犪３３＝－２狑＋５，

犪４４＝１，犪１４＝－狊，犪１３＝狏，犪２３＝狊，犪２４＝狑，

其中，狏，狊，狑是自由变量．回代入矩阵犅，

犅＝

１ １ 狏 －狊

１ －２狏 狊 狑

狏 狊 －２狑＋５ ２

－狊 狑

熿

燀

燄

燅１ １

，

这个对称矩阵的特征多项式是

犵＝犢
４＋（－７＋２狑＋２狏）犢３＋

（６－狑２－４狑＋４狏狑－狏２－２狊２－１４狏）犢２＋

（５－２狑狊２－２狊２狏＋６狑２＋７狊２－８狏狑＋２狊狏－

２狑３＋１４狏－２狏３－２狊狑＋狏２）犢－

１－２狏＋狏２狑２＋１０狊２狏＋４狊狑２＋狊４－２狏狑狊２－

６狊狑＋２狑－５狑５＋３狊２＋２狊狏＋２狑３＋８狊狏２＋２狏３．

矩阵犅是半正定的充要条件是它的特征多项

式的所有根非负，根据笛卡尔符号法则（下面定理３

的推论），则就是要满足以下不等式组

－７＋２狑＋２狏０

６－狑２－４狑＋４狏狑－狏２－２狊２－１４狏０

５－２狑狊２－２狊２狏＋６狑２＋７狊２－８狏狑＋２狊狏－２狑３＋

１４狏－２狏３－２狊狑＋狏２０

－１－２狏＋狏２狑２＋１０狊２狏＋４狊狑２＋狊４－２狏狑狊２－

６狊狑＋２狑－５狑２＋３狊２＋２狊狏＋２狑３＋８狊狏２＋２狏３

烅

烄

烆 ０

（）

利用胞腔分解算法（见文献［２，３］，实际运算时

使用的是不完全胞腔分解算法ＰＣＡＤ），可以得到不

等式组（）的一个特解：狊＝
４

７
，狏＝

－４

３
，狑＝

５｛ ｝１１ ．
代回矩阵犅成为

犅＝

１ １
－４

３

－４

７

１
８

３

４

７

５

１１

－４

３

４

７

４５

１１
２

－４

７

５

１１

熿

燀

燄

燅
１ １

，

将犅分解成一个矩阵和它的转置矩阵的乘积，即

犅＝犞Ｔ犞（这种分解不唯一，方法很多，比如正交化方

法，或选主元的Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解方法）．

犞＝

１ １
－４

３

－４

７

０
槡１５
３

槡８ １５

２１
槡７９ １５

３８５

０ ０
槡７２７１
２３１

槡１０６ ７２７１

５０８９７

０ ０ ０
槡６７０８５５５１０

熿

燀

燄

燅２５４４８５

，

这样就得到犳（狓，狔）＝犡
Ｔ犅犡＝（犡Ｔ犞Ｔ）（犞犡）＝

（犞犡）Ｔ（犞犡）＝ （犞犡）２，

犳（狓，狔）＝ 狓
３＋狓２狔－

４

３
狓狔

２－
４

７
狔（ ）３

２

＋

槡１５
３
狓２狔＋

槡８ １５

２１
狓狔

２＋
槡７９ １５

２８５
狔（ ）３

２

＋

槡７２７１
２３１

狓狔
２＋

槡１０６ ７２７１

５０８９７
狔（ ）３

２

＋
２０２９８２狔

６

１９５９５３４５
．

由于这个方法有几个地方不具有唯一性，所以

稍微改变一下过程，就可以得到其它的表示方法．比

如，下面就是另一个表示

　　犳（狓，狔）＝ 狔
３＋２狓狔

２－
１

２
狓（ ）３

２

＋

狓狔
２＋
１

２
狓２狔－

１

６
狓（ ）３

２

＋

槡５ ３
６
狓２狔＋

槡１３ ３
３０
狓（ ）３

２

＋
１４３狓６

９
．

一个自然的问题是：这个方法是否具有普遍性，

即所有半正定的多项式是否都能表示成多项式的平

方和．对于这个问题，我们可以在下面这段历史中找

到答案．

１８８８年，年仅２６岁的 Ｈｉｌｂｅｒｔ证明了如下的定

理［４］：狀元犿 次实系数半正定齐次多项式，在以下情

况可以表为实系数齐次多项式的平方和（以下简记为

ＳＯＳ），（ｉ）狀２，犿 任意；（ｉｉ）狀任意，犿＝２；（ｉｉｉ）狀＝

３，犿＝４．对于其它的情况，Ｈｉｌｂｅｒｔ指出：不一定能

表为ＳＯＳ．

３６８１１０期 姚　勇等：一类半正定多项式的平方和分解及其表达式的自动生成



１８９３年Ｈｉｌｂｅｒｔ又对三元齐次多项式做了进一

步的研究，得到结论：半正定三元齐犿 次多项式可

以表为两个齐次多项式平方和之商，并猜想这一结

论对一般的半正定齐次多项式也是对的．

１９００年，Ｈｉｌｂｅｒｔ在巴黎召开的第２届国际数

学家大会上作了《２３个问题》的著名演讲，演讲中正

式提出了他的第１７问题，即狀元犿 次实系数半正

定多项式，能否表为若干个有理函数的平方和？

１９２７年，Ａｒｔｉｎ证明了上述 Ｈｉｌｂｅｒｔ的猜想，正

面解决了第１７问题
［５］．

１９２８年，Ｐｏｌｙａ得到一个定理
［６］：一个狀元齐次

多项式犳（狓１，狓２，…，狓狀），如果是正定的，则存在某

个充分大的自然数狉，使得齐次多项式

（狓１＋狓２＋…＋狓狀）
狉
犳（狓１，狓２，…，狓狀）

展开合并同类项后，全部单项式的系数都是正的．

１９４０年，Ｈａｂｉｃｈｔ利用Ｐｏｌｙａ定理，构造性地给

出了正定齐次多项式的有理函数平方和的有效表

示［７］．对一般的半正定情况，给出构造性算法还是一

个十分困难的问题．

１９６７年，Ｍｏｔｚｋｉｎ寻找到了第一个齐次多项

式，它可以表为有理函数的平方和，但不能表为

ＳＯＳ．这个多项式是犣６＋犡４犢２＋犡２犢４－３犡２犢２犣２．

１９９５年，Ｃｈｏｉ，Ｌａｍ 和 Ｒｅｚｎｉｃｋ合作给出了多

项式的 Ｇｒａｍ 矩阵表示方法
［８］．随后 Ｐｏｗｅｒｓ和

Ｗｏｒｍａｎｎ在１９９８年得到了一个将半正定多项式表

为ＳＯＳ的算法
［９］．

２００２年，Ｐｒａｊｎａ，Ｐａｐａｃｈｒｉｓｔｏｄｏｕｌｏｕ，Ｓｅｉｌｅｒ，Ｐａｒｒｉｌｏ

４人合作开发了一个程序ＳＯＳＴＯＯＬＳ，在 Ｍａｔｌａｂ

平台上实现了上面提到Ｐｏｗｅｒｓ和 Ｗｏｒｍａｎｎ的算

法．这个程序使用了半正定规划
［１０］（ＳＤＰ）方法．其

中半正定规划的作用相当于本文中柱形代数剖分算

法的作用．不同之处在于半正定规划是数值算法，所

以效率颇高，但是也具有数值方法所共有的弱点，会

出现误差；而柱形代数剖分是符号算法，优点是准

确，弱点是效率不高．两种方法互有补充．

一个非常详尽的关于 Ｈｉｌｂｅｒｔ第１７问题的发

展报告可以参见文献［１１］．

随着时代的进步，高速电子计算机的出现以及

近年来机器证明数学定理的巨大进展，Ｈｉｌｂｅｒｔ第

１７问题的构造性解决问题，又吸引了众多的研究

者．由于代数不等式的机器可读证明一直是自动推

理领域中一个比较困难的研究课题，而平方和表示

则使得不等式机器证明的可读性成为显然，显示了

这一方法的优越性．另一方面，从上面平方和表示的

历史，我们知道存在着不能表为多项式平方和的半

正定多项式，这又展现出平方和表示方法的严峻性．

本文第２节将介绍多项式的Ｇｒａｍ矩阵表示以

及Ｐｏｗｅｒｓ，Ｗｏｒｍａｎｎ所给出的平方和算法，其中加

入了我们对该算法的一点补充，即用实闭域上量词

消去的柱形剖分算法寻找半代数系统的特解；第３

节是本文的主要结果，建立了一个处理稀疏多项式

幂半向量的新算法，并同时给出了用 Ｍａｐｌｅ语言编

写的源程序；第４节给出了几个实例的处理过程．

２　多项式的犌狉犪犿矩阵表示和

犛犗犛算法

我们用犎犱（!
狀）表示实数域

!

上所有狀元犱次

齐次多项式组成的集合．

设α＝（α１，α２，…，α狀）∈"

狀
０（"０是非负整数集

合），记狓α＝狓α１１狓
α２
２
…狓α狀狀 ，｜α｜＝∑

狀

犽＝１

α犽，犮（α）∈!．于是

狀元２犱次齐次多项式可以写成

犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝∑
狘α狘＝２犱

犮（α）狓α （１）

简记半正定的齐次多项式为ＰＳＤ，可以表为多

项式平方和的多项式为ＳＯＳ．由前面叙述的历史已

经看到有

犛犗犛犘犛犇．

注意到半正定的齐次多项式其次数必然是偶

数．如果２犱次齐次多项式犳是ＳＯＳ，即有

犳＝∑
犿

犼＝１

犺
２
犼，犺犼∈犎犱（!

狀） （２）

犺犼＝∑
狘β狘＝犱

狌
（犼）

β
狓β，又设

犞β＝［狌
（１）

β
，狌

（２）

β
，…，狌

（犿）

β
］∈!

犿 （３）

于是

犳＝∑
犿

犼＝１

犺
２
犼＝∑

犿

犼＝１
∑
狘β狘＝犱

狌
（犼）

β
狓（ ）β ∑

狘β′狘＝犱

狌
（犼）

β′
狓β（ ）′

＝∑
β，β′

（犞β犞
Ｔ

β′
）狓β＋β′ （４）

比较式（１）和式（４）中多项式的系数得到

犮（α）＝∑
β＋β′＝α

（犞
Ｔ

β
犞β′）．

记犅ββ′＝犞β犞
Ｔ

β′
，设犅为矩阵［犅ββ′］，显见犅是对

称半正定的．我们称矩阵犅 是多项式犳 的 Ｇｒａｍ

矩阵．

反过来，如果对称矩阵犅可以分解为犅＝犞Ｔ犞，

犞是一个实矩阵．并且满足犮（α）＝∑
β＋β′＝α

（犅ββ′），那么

我们就可以逆推上面步骤得到多项式犳的平方和
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表示．这样我们就证明了下面的基本定理１．

定理１
［９］．　齐次多项式犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝

∑
狘α狘＝２犱

犮（α）狓α∈犎２犱（!
狀）可以表为ＳＯＳ的充要条件

是，存在实对称半正定矩阵犅＝［狌犻犼］，满足犳（狓１，

狓２，…，狓狀）＝犡
Ｔ犅犡，犡是由变元狓１，狓２，…，狓狀的所

有可能出现的齐犱次单项式组成的列向量．

定理１中的向量犡Ｔ（或犡）简称为多项式犳的

幂半向量，犳＝犡
Ｔ犅犡 则称为多项式犳的Ｇｒａｍ矩阵

表示．

于是我们看到，对一个给定的多项式犳，将它表

示成ＳＯＳ的关键在于求出它一个具体的Ｇｒａｍ矩

阵表示．为此还需要进一步的结果作基础．

定理２．　实对称矩阵犅＝［狌犻犼］是半正定的，等

价于下列条件之一：

（１）矩阵犅的特征多项式的根都是非负的．

（２）存在实矩阵犞，满足犅＝犞Ｔ犞．

（３）矩阵犅的所有主子式都是非负的．

定理２的结论是熟知的，几乎每一本高等代数

书上都有证明，可参看文献［１３］．

由著名的笛卡尔符号法则有如下结果．

定理３
［１］．　如果实系数多项式的根都是实的，

则它的正根个数等于这个多项式的系数组的变号

次数．

推论１．　假如实系数多项式的犵（犢）＝犢
犽＋

犫犽－１犢
犽－１＋…＋犫０的根都是实的，则它的所有根都

是非负的充要条件是（－１）犻＋犽犫犻０，犻＝０，１，…，

犽－１．

推论的必要性由根与系数关系的韦达定理推

知．充分性则由定理３保证．

作为另一工具的胞腔分解算法（或柱形代数剖

分（ＣＡＤ）算法），是Ｃｏｌｌｉｎｓ在１９７５年首次提出的

（见文献［１２］），经过后人的大量改进工作，已经得到

很好的实现和应用．ＣＡＤ算法是解决实闭域上量词

消去问题的完全算法，所以用来求式（）这样的半

代数系统的特解是很自然的思路．实际编程求特解

时，我们应用的是不完全柱形代数剖分ＰＣＡＤ，这是

已经实现的 Ｍａｐｌｅ程序
［２］．这方面现在已有很多好

的参考方献，比如文献［３］，这里不再详谈．

有了上面的准备，现在可以叙述平方和表示的

算法了．

算法１（ＳＯＳ）． 任给一齐次多项式犳（狓１，狓２，…，

狓狀），本算法将判断犳是否能表为ＳＯＳ，并且在肯定

回答时输出ＳＯＳ表示式．

１．计算犳的次数犱犲··＝犱犲犵（犳），如果犱犲为奇数，则输

出：犳不能表为ＳＯＳ，并停机；否则执行步２．

２．展开（狓１＋狓２＋…＋狓狀）
犱犲／２，分离出每个单项式，形

成列向量犡．

３．作犳－犡
Ｔ犅犡＝０（犅为一待定对称矩阵），展开对照

方程两边系数，得到一线性方程组．解线性方程组求出对称

矩阵犅；＃犅可能含有很多自由变量．

４．计算矩阵犅的特征多项式犉（犢），并用定理３的推

论，算出多项式犉（犢）所有根非负的条件，得一个半代数系

统犓．

５．用柱形代数分解算法（ＣＡＤ），计算半代系统犓 的实

解样本集犇（犓）．

６．如果犇（犓）为空集，则输出：犳不能表为ＳＯＳ，并停

机；否则执行下面步骤：

６．１任取犇（犓）中一样本作为特解，重写矩阵犅，并将

矩阵犅分解为犅＝犞Ｔ犞的形式；

６．２计算范数式 （犞犡）２，输出ＳＯＳ表示式．

这个算法是综合了文献［８，１１］的原始思想而得

到的，这里也作了一点补充．其正确性和终止性由前

面的定理１到定理３的推论以及柱形代数剖分算法

保证．

３　求稀疏多项式幂半向量的

算法和源程序

算法１从效率上看，并不好，原因在于Ｇｒａｍ矩

阵犅的阶增长太快，而算法ＣＡＤ是一个完全精确

的符号算法，这就导致了效率不高．另一方面，我们

大多时候遇到多项式的项并不是完全的，而是有许

多项的系数为０，这就是稀疏多项式，对这种情况自

然希望将它的Ｇｒａｍ矩阵的阶控制在较小的范围之

内．在这里我们将建立一种全新的纯代数的处理

方法．

定理４．　设齐２犱次多项式

犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝∑
狘α狘＝２犱

犮（α）狓α∈犎２犱（!
狀）

可以表示为∑
犿

犼＝１

犺
２
犼，犺犼∈犎犱（!

狀），犵（狓１，狓２，…，狓狀）＝

∑
狘β狘＝犱

犫（β）狓
β是一个带有文字的齐犱 次多项式，其中

系数犫（β）是相互独立的文字或０，使得通过相应的

数值代换到犵中文字，可获得每个多项式犺犼（犼＝１，

２，…，犿）．若多项式犵
２－犳＝∑

狘δ狘＝２犱

犪（δ）狓δ的某个系数

犪（δ狉）是某个文字犫（β狊）的平方，则必有

（１）δ狉＝２β狊；

（２）每个犺犼中项狓
β狊前的系数为０．
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证明．　注意到

犵
２－犳＝ ∑

狘β狘＝犱

犫（β）狓（ ）β
２

－∑
狘α狘＝２犱

犮（α）狓α＝

∑
狘β狘＝犱

（犫（β）狓
β）２＋ ∑

狘β狘＝犱，狘β′狘＝犱

β≠β′

２（犫（β）狓
β）（犫（β′）狓

β′）－

∑
狘α狘＝２犱

犮（α）狓α＝∑
狘δ狘＝２犱

犪（δ）狓δ．

因为犫（β）是未定的文字，第二个等号显示了合

并展开式的时候，不会出现某些项系数被合并掉的

情况．如果某个系数犪（δ狉）为某个文字犫（β狊）平方，则

这一项只能由多项式犵的项犫（β狊）狓
β平方来提供，所

以必有（１）成立．这也就意味着犳中狓
２β狊项的系数

是０．

另一方面，由于通过相应的数值代换到犵中文

字，可获得每个多项式犺犼，从而通过相同的代换可

由犵
２－犳获得犺

２
犼－犳（犼＝１，２，…，犿）．由条件知，狓

２β狊

在犺
２
犼－犳中的系数等于犫（β狊）

２在代换后的值，即等

于犱
２
犼，这里犱犼为狓β狊在犺犼中的系数，犼＝１，２，…，犿．

由于（１－犿）犳＝∑
犿

犼＝１

犺
２
犼－犿犳＝∑

犿

犼＝１

（犺
２
犼－犳），所以狓

２β狊

在（１－犿）犳中的系数恰好是∑
犿

犼＝１

犱
２
犼．由前面讨论，犳

中狓２β狊项的系数是０，即有∑
犿

犼＝１

犱
２
犼＝０．所以犱犼＝０，犼＝

１，２，…，犿．从而叙述（２）也获证． 证毕．

现举例来说明定理４如何用于简化计算幂半向

量犡Ｔ的，如对多项式狓２狔
２－２狓２狔狕＋狓

２狕２，设一个系

数未定的齐二次多项式犵＝（犪１狓
２＋犪２狔

２＋犪３狕
２＋犪４

狓狔＋犪５狔狕＋犪６狓狕），做犵
２－犳并展开，可以见到项

狓４，狔
４，狕４，狔

２狕２前的系数分别是犪２１，犪
２
２，犪

２
３，犪

２
５，于是

由定理４，如果狓２狔
２－２狓２狔狕＋狓

２狕２＝∑
犿

犼＝１

犺
２
犼，犺犼∈

犎２（!
３），则必有犺犼＝犪狓狔＋犫狓狕的形式．故算出幂半

向量犡Ｔ＝（狓狔，狓狕）．而实际上显然有狓
２
狔
２－２狓２狔狕＋

狓２狕２＝（狓狔－狓狕）
２．和这个例完全相同的处理，我们

总结出如下算法，它的正确性由定理４保证．

算法２．　任给２犱次齐次多项式犳（狓１，狓２，…，

狓狀），本算法将输出犳（狓１，狓２，…，狓狀）的简化幂半向

量犡Ｔ．

１．展开多项式（狓１＋狓２＋…＋狓狀）
犱，分离出每个单项

式，形成列向量犡；

２．计算向量犡 的维数狆，做系数待定的多项式犵＝

〈犡Ｔ，犛〉，犛是狆维待定列向量．＃〈犡
Ｔ，犛〉表示向量的内积．

３．令犌１··＝犵
２－犳，犌２··＝０；

４．循环执行下面步骤直到犌１－犌２＝０；

４．１令犌２··＝犌１；

４．２搜索犌２中每一项前的系数，如果有某一项前的系

数仅是犛中某个分量的平方，则挑出这一项和它的系数，记

为犡１和犛１；否则令犌１··＝犌２；

４．３令犡··＝犡－犡１，犛··＝犛－犛１，犵＝〈犡
Ｔ，犛〉，犌１··＝

犵
２－犳；＃犡－犡１表示在犡中除去犡１得到的向量，其余类似

表示式意义相同；

５．输出犡Ｔ，停机．

这个算法很容易由 Ｍａｐｌｅ程序来实现．下面是

ｈａｆｅｍｉ源程序．当我们求一个多项式ｆ的幂半向量

时，只需输入‘ｈａｆｅｍｉ（ｆ，［］）；’，‘［］’中是多项式ｆ

变量的有序表．

ｈａｆｅｍｉ··＝ｐｒｏｃ（ｆ，ｖａｒ１）

ｌｏｃａｌｆ１，ｌｉｓｔ１，ｄ１，ｎ１，ｓ１，ｅｘｐ１，ｔ１，ｔｔ，ｔ，ｓｅ，Ｗ２，ｓｅ１，ｍ２，

ｍｔ１，Ｗ，Ｗ１，ｌｃｏｅ，ｊ１，ｊ２，Ｗ５，Ｗ４，ｔｙｐ，ｐ：

ｗｉｔｈ（ｌｉｎａｌｇ）：

ｆ１··＝ｅｘｐａｎｄ（ｆ）：ｌｉｓｔ１··＝ｖａｒ１：

ｄ１··＝ｄｅｇｒｅｅ（ｆ１，ｌｉｓｔ１）／２：ｎ１··＝ｎｏｐｓ（ｖａｒ１）：

ｓ１··＝ｓｕｍ（ｌｉｓｔ１［ｉ］，ｉ＝１．．ｎ１）：

ｅｘｐ１··＝ｅｘｐａｎｄ（ｓ１^ｄ１）：

　ｃｏｅｆｆｓ（ｅｘｐ１，ｌｉｓｔ１，′ｔ′）：

　ｔ１··＝ｔ：

　ｍｔ１··＝ｃｏｎｖｅｒｔ（ｃｏｎｖｅｒｔ（［ｔ１］，ａｒｒａｙ），ｍａｔｒｉｘ）：

ｍ２··＝ｎｏｐｓ（ｅｘｐ１）：

Ｗ··＝ａｒｒａｙ（１．．ｍ２，［］）：

Ｗ１··＝ｅｖａｌｍ（Ｗ＆ｍｔ１）［１］：

Ｗ２··＝０：

ｗｈｉｌｅＷ１－Ｗ２＜＞０ｄｏＷ２··＝Ｗ１：

　Ｗ５··＝ｅｘｐａｎｄ（Ｗ２
２－ｆ１）：

　ｆｏｒｊ２ｔｏｎ１－１ｄｏ

　　Ｗ４··＝ｓｕｂｓ（ｖａｒ１［ｊ２］＝ｖａｒ１［ｊ２］ｔｔ，Ｗ５）：

　　Ｗ５··＝（ｓｕｂｓ（ｔｔ＝１，Ｗ４）＋

ｓｕｂｓ（ｔｔ＝－１，Ｗ４））／２：ｏｄ：

　　ｓｅ··＝｛｝：

　ｌｃｏｅ··＝｛ｃｏｅｆｆｓ（ｅｘｐａｎｄ（Ｗ５），ｌｉｓｔ１）｝：

　ｆｏｒｊ１ｔｏｎｏｐｓ（ｌｃｏｅ）ｄｏ

　　ｔｙｐ··＝ｉｎｄｅｔｓ（ｌｃｏｅ［ｊ１］）：

　　ｉｆｎｏｐｓ（ｔｙｐ）＝１ｔｈｅｎｓｅ１··＝ｓｏｌｖｅ（ｌｃｏｅ［ｊ１］）：

　　　ｉｆ｛ｓｅ１｝［１］＝０ｔｈｅｎ

ｓｅ··＝｛ｏｐ（ｓｅ），ｏｐ（ｔｙｐ）＝０｝：

　　　ｅｌｓｅｓｅ··＝ｓｅ：

　　　ｆｉ：

　　ｅｌｓｅｓｅ··＝ｓｅ：

　　ｆｉ：ｏｄ：

　Ｗ１··＝ｓｕｂｓ（ｏｐ（ｓｅ），Ｗ２）：

ｏｄ：

ｃｏｅｆｆｓ（Ｗ１，ｌｉｓｔ１，′ｐ′）：

［ｐ］：

ｅｎｄ：
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４　几个实例

下面用前文建立的算法来处理几个具体问题．

例１．　证明多项式犳（狓，狔，狕）＝狕
６＋狓４狔

２＋

狓２狔
４－３狓２狔

２狕２不是ＳＯＳ．

证明．　很容易由算术几何平均不等式证明

犳（狓，狔，狕）是ＰＳＤ，Ｍｏｔｚｋｉｎ在１９６７年证明了这个

多项式不是ＳＯＳ．现在我们用本文建立的算法来处

理它．这是一相当稀疏的多项式，利用算法２很快得

到它的幂半向量为犡Ｔ＝（狕３，狓２狔，狓狔
２，狓狔狕）．

计算出犳（狓，狔，狕）的Ｇｒａｍ矩阵表示，所得结果

是唯一的，即

狕６＋狓４狔
２＋狓２狔

４－３狓２狔
２狕２＝犡Ｔ

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

０ ０ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ －３

犡

（６）

很明显式（６）中的矩阵不是半正定的．也就是说

不存在半正定的矩阵犅使多项式犳（狓，狔，狕）有表示

式犡Ｔ犅犡，所以由定理１知这个多项式不是ＳＯＳ．

注记：（狕２＋狓２）（狕６＋狓４狔
２＋狓２狔

４－３狓２狔
２狕２）＝

（狕４－狓２狔
２）２＋（狓３狔－狕

２狓狔）
２＋（狓狕３－狓狔

２狕）２．

例２．　请将多项式犳（狓，狔，狕）＝狕
８
狔
２－狓狔

２狕７＋

４狔
６狓４ 槡＋ ２狓

２狕８表示为多项式的平方和．

用算法２计算出犡Ｔ＝（狕２狔
２狓，狕３狔狓，狕

４
狔，狕

４狓，

狔
３狓２），接着执行算法１依次来得到

犅＝

１ ０ ０ －１ ０

０ ２
－１

２
０ ０

０
－１

２
２ ０

－１

２

槡－１ ０ ０ ２ ０

０ ０
－１

２

熿

燀

燄

燅
０ ４

，

犅可分解为犅＝犞Ｔ犞．

犞＝

１ ０ ０ －１ ０

槡０ ２
槡－ ２
４

０ ０

０ ０
槡１４
４

０
槡－ １４

７

槡槡０ ０ ０ ２－１ ０

０ ０ ０ ０
槡１８２

熿

燀

燄

燅７

，

最后得到

犳（狓，狔，狕）＝－狕
７狓狔

２＋狕８狔
２
槡＋ ２狕

８狓２＋４狓４狔
６

＝（狕２狓狔
２－狕４狓）２＋ 槡２狕

３狓狔－
槡２
４
狕４（ ）狔

２

＋

１

４
槡１４狕

４
狔－
１

７
槡１４狔

３狕（ ）２
２

＋

槡（ ）２－１狕
８
狔
２＋
２６狓６狔

６

７
．

前面我们已经给出了算法２用 Ｍｐａｌｅ编制的

源程序，而ＰＣＡＤ也已经有现成的 Ｍｐａｌｅ程序，基

于上述两点，我们编制了 Ｍａｐｌｅ程序ｓｏｓｄｅｃｏｍｐ，实

现了平方和分解表达式的自动生成．利用这一程序，

我们发现了文献［９］的一处错误．文献［９］在第１０２

页中的例２谈到多项式

犳（狓，狔，狕）＝狓
４＋２狓２狔

２＋狓３狕＋狕４

不是一个ＳＯＳ，而程序ｓｏｓｄｅｃｏｍｐ输出了如下结果：

　犳（狓，狔，狕）＝ 狓狕＋
１

２
狓（ ）２

２

＋ 槡３狓
２

２
－
槡３狕

２（ ）
３

２

＋

２狓２狔
２＋
２狕４

３
，

经展开验证，这一表示式是正确的．

５　结束语

我们在第１节中已经提到，本文工作的主要目

的是为不等式型定理机器可读证明的自动生成，提

供一条可能的探索途径，这个途径涉及到著名的

Ｈｉｌｂｅｒｔ１７问题，所以其难度也是相当大的．就目前

而言，这个领域还相当的不成熟，还有大量的工作需

要做．已经知道Ｈｉｌｂｅｒｔ１７问题的构造性是一个ＮＰ

难度的问题，也许一个好的思路是对此问题的一些

子类先进行研究，如人们比较感兴趣的、而且也比较

重要的对称半正定多项式类，现在对这个子类已经

有一些结果出现了．
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