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摘!要!为了探索参数曲线图组的频谱性质’引进一类属于!!)$’>*的正交完备分片"次多项式系统%简称 .#系

统&$该系统下的.级数展开式具有良好的平方逼近及一 致 逼 近 性 质’而 且 能 用 有 限 项 .级 数 实 现 对 分 段"次 多

项式参数曲线图组的精确表达"基于.#系统理论’给出了用以计算给定几何图组.#谱的信息转换算法’该算法具

有直观(简便(快速的特点$构建的数据处理平台可用 于 几 何 信 息 的 分 析 与 综 合’并 且 能 在 信 息 安 全%信 息 隐 藏(数

字水印&及模式识别等方面有实用价值"提供了用.#系统表达参数曲线图组的实验图例$
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@!引!言

如何将各种各样的几何图形用共同的基本简单

图素表示!是人们始终关心的重要问题9在计算机辅

助几何设计中!诸如机械零部件"卡通原画"建筑立

面的设计等等!常常被表达成一组图形或由若干个

图组构成的图形9就几何信息表达"存储"传输等实

际需求来说!当前已经有成功的解决方法#>"=$!应用

软件中采用 的 数 据 库 等 技 术 给 工 程 人 员 提 供 了 方

便9值得注意的是!几何问题与图像处理有着极其密

切的联系9例如!在模式识别中!经过边界提取得到

几何图形之后!需要根据图形的特征做匹配9因此!
有必要探讨有效的方法处理来自几何图形的数据!
并作相应的频谱分析9就&0SN本身而言!频 谱 分

析将有助于图形的分类研究9再有!在通信及信号处

理的理论与应用中!!!#$!>$正交完备函数系是基本

的数学工具##"L$9而来自几何设计的信息!与通常信

号处理所遇到的问题很不相同!人们对此研究得很不

充分9假若有一个恰当的正交完备函数系!使得较广

的一类参数形式的几何图组可以得到有限项的精确

表示!那么!该正交完备函数系的有限项便是最基本

的简单图素9于是!可以得到几何图组在该正交完备

函数系下统一的另一种表达方式%继而!可以运用完

备正交函数系的理论!深入进行几何信息的分析与综

合以及其它相关的数据发掘研究9
目前人们对计算几何的研究之所以很少与频谱

分析建立联系!我们认为!关键问题是正交完备函数

系的选择9实际上!并不是任何一个!!#$!>$正交完

备函数系都适应几何信息的分析与综合!广为人知

的27HVDKV&三 角 函 数’系"1KPKOEVK&正 交 多 项 式’
系"&RKX;IRK[&正交多项式’系等!都不能实现对通

常几何&曲线"曲面’信息的有限且精确的表达&熟知

的SDXXI现象就是一个严重的障碍’9而 T:8IR系"

’::V系又因其太强的间断性不宜作 为 对 连 续 函 数

进行有限项逼近的工具9
本文研究的是一类特别的!!#$!>$正交完备函

数系&称为.#系统#A">$$’及其应用9
.#系统是>"A=年 由 冯 玉 瑜 与 齐 东 旭 提 出 的!

并且给出了较完整的理论基础9根据 .#系统理论!

3DZZRK88D及QH等进行了关于积分方程求解的一系

列工作#>>$!表明了.#系统的应用潜力9
.#系统是分层次的!完整的表述是("次 .#系

统!" $̂!>!!!?)*$零次.#系统&" $̂’就是 T:8IR

正交函数系$"次.#系统是一类分段"次多项式组

成的!!#$!>$正交完 备 函 数 系$它 包 含 无 穷 次 可 微

的函数!更包含在#$!>$内的点D^E!1
处出现的各种

间断的分段函数!其中!1为区间#$!>$的等分数目!

Ê >!!!)!!1_>$.#系统含有不同层次的间断!恰

好有利于几何数据的表达$
本文主要建立基于 .#系统的几何曲线新的表

达框架%针对参数多项式形式表示的一组图形!给出

在.#系统之下 的 有 限 表 达 算 法$这 种 表 达 在 理 论

上是精确的!以它为基础可以进行几何图组的频谱

分析$
本文首先介绍线性&" >̂’.#系统!接着对任意

"次 .#系统给出解释!说明其结构和算法%继 而 以

简单 图 组 为 例!计 算 相 应 的 频 谱!表 明 方 法 的 可

行性$

A!关于分段线性完备正交!<系统

作为准备知识!本节首先介绍分段线性.#系统

的定义$
区间#$!>$上的分段线性完备正交函数系&简称

分段线性.#系统’的构造+
考虑#$!>$区间上的线性函数空间!记为+>$!那

么如下两个函数

5$&D’̂ >!!!!!!$"D"> &>’

5>&D’ #^ ?&>_!D’!!$"D"> &!’
构成+>$的标准正交基$进一步考虑#$!>$区间上"以

D^>!
为分 点 的 分 段 线 性 函 数 空 间!记 为+>>$显 然

+>>的维数为=$这时须在式&>’!&!’所示!个函数之

外!增加!个分段线性函数!我们选取

5!&D’̂
#?&>_=D’! $"D$>!

#?&=D_?’! >
!"D"

%

&

’ >
&?’

5?&D’̂
>_%D! $"D$>!

#_%D! >
!"D"

%

&

’ >
!! &=’

其中前?个函数&式&>’"&?’’互相正交$第=个函数

&式&=’’根据分段线性的条件及它与第!个函数正交

性的要求!经过简单的运算 求 得$注 意!第=个 函 数

&式&=’’关 于D^>!
点 奇 对 称!但 在 区 间 $!# $>! 及
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>
!
!" #> 上不是对称 的$总 之!式$>%"$=%所 示 的=

个函数在"$!>#区间上构成+>>的一组标准正交基$
接下来!我们考虑"$!>#区间上的分段线性函数

空间+>!!分段点为D^>=
!D^>!

!D^?=$
由 于+>!

的维数为A!那么应该有A个彼此正交的分段线性函

数$也就是说!须在前述的=个函数之外!再构造=个

以D^>=
!D^>!

!D^?=
为分点的分段线性函数$为

此!采用&压缩#复制’过程!完成补充的=个函数$
所谓的&压缩#复制’过程包括两步">$!>>#$首先!

分 别 取 第?个(第=个 函 数!将 它 压 缩 到 半 区 间

$!" #>! )接着!在 半 区 间 >
!
!" #> 上 做 正 复 制 及 反 复

制$于是!每个函数生成了两个新的函数!它们属于

+>!!并且$关于D^>!
%奇偶性相反$&压缩#复制’过

程如图>所示$

!!
" #

$
%

#

&’

’

!!
"

!!
"

(
%

&’

’

(
%

&’

’

#

#

#

#

!" )*$+’#$%!&’(")" )*(+’*$+!&,("

!" )*(+’*$%!-,("

)" )*(+’#.+!-,("

)" )*(+’#.+!&,("

图>!分段线性完备正交函数系的&压缩#复制’生成过程

!!利用第?!=个函数!通过&压缩#复制’过程!得

到的=个新的函数表达如下*

5=$D%̂
5!$!D%! $"D$>!

5!$!_!D%! >
!"D"

%

&

’
>
!! $#%

5#$D%̂
5!$!D%! $"D$>!

_5!$!_!D%! >
!"D"

%

&

’
>
! $%%

5%$D%̂
5?$!D%! $"D$>!

5?$!_!D%! >
!"D"

%

&

’
>
!! $L%

5L$D%̂
5?$!D%! $"D$>!

_5?$!_!D%! >
!"D"

%

&

’
>
! $A%

不难验证式$>%"$A%所示的A个分段线性函数构成

+>!的一组标准正交基$
值得强调的是!上述通过&压缩#复制’过程产生

新函数的手 段 具 有 一 般 性$换 句 话 说!当 继 续 考 虑

"$!>#上 有A个 等 分 子 区 间 时!分 段 线 性 函 数 空 间

+>?的维数为>%!需要增添A个新函数$而这些函数

将由上次生成的式$#%"$A%所示的=个函数经&压

缩#复制’过程产生$
一般地!当完成+>.的正交基!.‘>个函数之后!

对其 中 后 面 的!.个 函 数!分 别 进 行&压 缩#复 制’!

得到!.‘>个新的 函 数 添 加 进 去!组 成+>$.‘>%的 标 准

正交基!. $̂!>!!!?!+$可以证明!当.(a时!得

到的无 穷 多 个 分 段 线 性 函 数 组 成 的 函 数 组!具 有

!!"$!>#的标准正交性(完备性$证明见文献">$#%$
!!"$!>#上的分段线性标准正交完备系的解析

表达为

5$ >̂!5>$D% #^ ?$>_!D%!$"D">

5$>%
! $D%̂

#?$>_=D%! $"D">!

#?$=D_?%! >
!"D"

%

&

’ >

5$!%
! $D%̂

>_%D! $"D">!

#_%D! >
!"D"

%

&

’ >

!+

5$!"_>%
.‘> $D%̂

5$"%
. $!D%! $"D">!

5$"%
. $!_!D%! >

!"D"
%

&

’ >

5$!"%
.‘>$D%̂

5$"%
. $!D%! $"D">!

_5$"%
. $!_!D%! >

!"D"
%

&

’ >

!!" >̂!!!?!+!!._>!. !̂!?!+

%

&

’ $
在间断点处!函数值取两侧极限平均值$如此定

义的分段线性.#系统前>%个函数的图形见图!$

$AL 计!!算!!机!!学!!报 !$$%年



!"

!#

!$
%&’

!$
%$(

!)
%&(

!)
%$(

!)
%)(

!)
%*(

!*
+&(

!*
%$(

!*
%)(

!*
%*(

!*
%,(

!*
%-(

!*
%.(

!*
+/(

!"

!&

!$
+&(

!$
+$(

!)
+&(

!)
+$(

!)
+)(

!)
+*(

!)
+,(

!)
+-(

!$

!$
+)(

!*
+&(

!*
+$(

!*
+)(

!*
+*(

!*
+,(

!*
+-(

!*
+.(

!*
+/(

!*
+0(

!*
+&12(

!*
+#1#(

!*
+#1$(

!2

!#

!$
+#(

!$
+$(

!)
+#(

!)
+$(

!)
+)(

!)
+*(

!)
+,(

!)
+-(

!$

!$
+)(

!)

!$
+*(

!)
+.(

!)
+/(

!*
+#(

!*
+$(

!*
+)(

!*
+*(

!*
+,(

!*
+-(

!*
+.(

!*
+/(

!*
+0(

!*
+#12(

!*
+#1#(

!*
+#1$(

!*
+#1)(

!*
+#1*(

!*
+#1,(

!*
+#1-(

34&! !!"#$% 34$! !!"&$% 34)’ !!"&$(

图!!"次.#系统图示!" >̂"!"?#

B!高次!!系统的构造

现在我们把 上 面 讨 论 的>次!分 段 线 性#.#系

统推广到任意"次!分段"次多项式#.#系统$
在区间$$">%上"有限个函数的集合&*-!D#"-̂

>"!"’">("若满足如下性质)

!>#*-!D#是 以D^>!
为 结 点 的 分 段"次 多 项

式"且此时有> "̂‘>*
!!#+*-!D#"*:!D#,̂!-:"-":)&>"!"’">(*
!?#+*-!D#"D:,̂ $"-)&>"!"’">(":)&$"

>"’""("
则称&*-!D#"-^>"!"’">(为 函 数 生 成 元!这 里

+-"-,表示!!$$">%中的内积#$
"次.#系统的构造步骤)
>$取区间$$">%上的 前"‘>个1KPKOEVK多 项 式"作 为

"次.#系统 的 前"‘>个 函 数"记 为5$!D#"5>!D#"’"

5"!D#*

!$构造"‘>个分段为"次多项式的生成元&*-!D#"-̂

>"!"’""‘>("它满 足 前 面 函 数 生 成 元 的 性 质!>#"!?#"即

&*-!D#(中的函数彼此正交"且与5$!D#"5>!D#"’"5"!D#

皆正交$将*-!D#依次排在&5-!D#":̂ $">"’""(之后"得到

5$!D#"5>!D#"’"5"!D#"*>!D#"*!!D#"’"*"‘>!D#*

?$压缩复制生成后续序列)从*>!D#开 始"每 个 函 数 都

复制出另外两个新函数"一个是关于D^>!
点作压缩偶对称

复制"另一个是压缩奇对称复制"即

*-">!D#̂
*-!!D#" $"D$>!

*-!!_!D#" >
!$D"

%
&

’ >
"!

*-"!!D#̂
*-!!D#" $"D$>!

_*-!!_!D#" >
!$D"

%
&

’ >
$

将它们排在前述函数序列之后"依此类推"即可得到"次 .#
系统的正交函数系$

当" >̂"!"?时"分别前>%"!=及?!个函数的图形见图!$

C!"次!!系统的性质

"次.#系统具有如下性质$
标准正交性

+5!-#
> "5!:#

. ,̂*
>

$
5!-#
> !D#5!:#

. !D#ED !̂>".!-":"

其中>". $̂">"!"’"-̂ >"!"?"’"!>_>":^>"!"

?"’"!._>*5!:#
. 是"次.#系统分组排列记号$

D+.%*#%E!级数收敛性

若给定函数;的27HVDKV#.级数为

;"+
a

-F$
4-<-!2# !"#

其中<-!2#!简记为<-#是前面定义的"次.#系统函

数依次排序的第-‘>个函数$记

4-^+;"<-,̂*
>

$
;!2#<-!2#E2"-̂ $">"!"’

并且记式!"#的前.‘>项部分和为

G.‘>;^+
.

-F$
4-<-"

则有$A">$%

8DC
.(a
,;_G.;,! $̂";)!!$$">%"

8DC
.(a
,;_G!.;,a $̂";)%$$">%

!>$#

这表明了27HVDKV#.级数的!!收敛性及完备性*式

!>$#表明了27HVDKV#.级数的.分组/一致收 敛 性$
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所谓分组!是指级数中的相加!按!的方幂的数量一

组一组地加上去$
D+.%*#%!!级数的再生性

若函数;为分段"次多项式!且其间断点仅出

现在D^E!1
处!其中E和1为整数!那么;可以用有

限项27HVDKV#.级数精确表达$
不难看出!上 述 的 .#系 统 含 有 丰 富 的 间 断 信

息!特别是分组一致收敛性及再生性的独特性质可

资利 用!使 得 .#系 统 能 够 用 于 几 何 数 据 的 频 谱

分析$

F!参数曲线图组正交表达的算法

设2)"$!>#!为简便起见!以一次 .#系统为例

说明参 数 曲 线 图 组 正 交 表 达 的 算 法$不 妨 假 设 将

"$!>#区间A等分!被逼近函数表达为

;*$2%̂ *-$2%!2)
-
A
!-‘>" %A

!-̂ $!>!&!L!

记

H$2%̂
D$2%

7$2$ %% "̂$<$$2%‘"><>$2%‘&‘"L<L$2%!

将给定图组的曲线表示成参数的$当" >̂时图组为

直线形%多项式形式

D$2%̂ ;D$2%

7$2%̂ ;7$2
%
&

’ %$

由’<-$2%(的正交性!易得

":^*
>

$
H$2%<:$2%E2!:̂ $!>!!!&!L!

于是!对给定的;*$2%!可以用H$2%对分段为A段直

线的图组有限精确表达$下面是>次.#系统程序说

明$常用的?次.#系统可参照此伪码$
部分程序伪码$
))进行>次.#系统转换的类

WHX8DZZ8:II&.-OZK
’
))基本构造函数

))该构造函数有两个重构函数!分别可以

))设定系数数组值和频率数组值

WHX8DZ&.-OZK$%
’
))初始化相应的私有变量*数组等

!(ODJD:80886:VI$%+
))提前计算计算积分中用到的常量

!&7CWHJK&7OI$DOJ6:VI%
(

))方法,将一般参数方程形式的函数转换

))到.#域中!并给出.#域的频率值

WHX8DZIJVDOP.-OZK&R:OPK$%
’
))根据.#系统的基函数!计算.#域中的频率值

!)).-OZK$到.-OZK>#!其中.@:IK为.#系统

))基函数!0I"#为.域频率值数组

&7CWHJK2VKGI$E7HX8K0I"#!E7HX8K-.@:IK%
))处理可能出现的异常情况

))返回输入的函数的.#域频率值

(
))方法,根据.#域的频率值将函数还原

))到一般参数方程形式

WHX8DZE7HX8K.-OZK&7CWHJ$E7HX8KJ%
’
))根据参数2的取值范围!给出对应的函数值

!I\DJZR$Y8:P%
’

Z:IK>,

!))第>段曲线的函数值

IHC^相应的.#域 频 率 值 乘 以 对 应 的 .#系 统

基函数在取J时的值

XVK:B+
&

Z:IKA,

!))第A段曲线的函数值

&

XVK:B+
(
))返回函数值

(

))方法,提供对应函数在.#域中的频率值

WHX8DZE7HX8K"#PKJ.-OZK0I$%
’
))提供.#域的频率值

SKJ2VKGHKOZDKI$E7HX8K-.@:IK!E7HX8K0+"#%
(

(

G!测试图例

本节 提 供 图 例 来 说 明 不 同 的 几 何 图 形 在>次

.#系统和?次.#系统下的表达结果!并给出相应的

.#谱图9表>里有%个图组!每个图组由两个矩形组

成+表!给出一些较复杂的图组!其中>"=为直线段

图组!#"%为?次@K]DKV曲线绘制的图组+表?为

不超过?次的@K]DKV曲线绘制的一些标记性图组的

.#谱图9表=是 对 表!中 同 样 的 数 据 利 用27HVDKV
级数重构的结果9
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表@!相对位置不同的两矩形对应的!!谱图

图形 I A

>

!

?

=

#

%

表A!一些曲线组成的图形对应的!!谱图

图形 I A

>

!

?

=

#

%

表B!一些标记性图组对应的!!谱图

图形 I A

>

!

?

=

#

%

表C!对表A中图形用D+.%*#%级数!@H项"的重构结果

图形

>

!

?

=

#

%
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表=中重构的图组!看来与原图相差很大!甚至

有的已经面 貌 全 非9其 原 因 在 于 有 限 项27HVDKV级

数表达的曲线必然是光滑的9并且对于图组而言!互
相分离的地 方 会 被 光 滑 连 接 起 来9而 采 用 .#系 统

的有限项级数表示!则可精确再生原图组9

I!结!论

本文研究了正交完备 .#系统对参数曲线信息

分析与综合应用的效能!初步结果表明".#系 统 是

目前所知的行之有效的数学工具9通常在信号处理

中强有力的正交变 换 方 法#诸 如27HVDKV!T:8IR系

统等$!因其正交函数高度光滑或强烈间断而对几何

图组不能作 有 限 精 确 表 达9基 于 这 种 正 交 完 备 .#
系统所建立的信息转换算法具有直观%简便%快速的

特点9作者构建的平台为进一步对某些类型的几何

信息进行分析与综合做了准备!并且会在信息安全

#信息隐藏%数字水印&>!’$及模式识别等方面有所贡

献!这是后续的研究工作9
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