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摘 要 给定度量空间中的用户集合C和带有最小负载τ:F→(0,|C|]的设施集合F以及正整数k,最小负载受限

k-中位问题的一个可行解(H,σ)由满足|H|≤k的开设设施集合H⊆F 和满足|σ-1(f)|≥τ(f)∀f∈H 的映射σ:

C→H组成.(H,σ)的费用为∑c∈Cδ(c,σ(c)),其中,δ(c,σ(c))为c与σ(c)之间的距离.最小负载受限k-中位问题的

目标是找到费用最低的可行解.本文以k作为固定参数研究最小负载受限k-中位问题的求解算法.本文首先利用

D-采样方法寻找与最优解中的开设设施较为接近的用户,然后围绕这些用户划分空间并选取开设设施.给定满足

C∪F⊂ d 的实例(C,F,k,τ)和常数ε∈(0,1),本文结合上述思路和降维方法提出了时间复杂度为O(ndk+
(kε-1)kε

-O(1)
nO(1))的(1+ε)-近似算法,其中,n=|C∪F|.此前,人们在固定参数时间内得到的关于该问题的最好

近似结果为3+ε;只有在设施可以被开设在欧几里得空间中的任意位置且所有设施最小负载都相等的实例中,存

在固定参数时间的(1+ε)-近似算法.
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Abstract Clusteringasetofclientsaccordingtotheirdistancestoaselectedsetofopened
facilitiesisafrequentlyencounteredtaskintheoreticalcomputerscience,wherethefollowing
trade-offneedstobeconsidered:Wewanttoconnecteachclienttoanearbyopenedfacility,

whileonlyalimitednumberoffacilitiescanbeopened.Inthispaperweconsideranextensively
studiedproblemthatformalizesthistask,calledlower-boundedk-median.Aninstance(C,F,k,

τ)oftheproblemconsistsofasetCofclients,asetFoffacilities,andapositiveintegerk,where
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theclientsandfacilitiesfromC∪Fareinametricspace,andeachf∈Fisassociatedwitha
lowerboundτ(f)∈ (0,|C|].Afeasiblesolution(H,σ)totheinstanceisspecifiedbyasubset
H ⊆Fsatisfying|H|≤kandamappingσ:C→Hsatisfying|σ-1(f)|≥τ(f)foreachf∈H.

Thecostof(H,σ)is∑c∈Cδ(c,σ(c)),whereδ(c,σ(c))isthedistancefromctoσ(c).Theproblem

aimstofindafeasiblesolutionwithminimalcost.Designingalgorithmsforthelower-boundedk-
medianproblemremainsavibrantareaofresearchowingtoitssignificanceinmanyfieldsrelated
tofacilitylocationandclustering,includingtransportationplanning,networkoptimization,and
privacy-preservingcomputing.Inthispaperwestudythelower-boundedk-medianproblemfor
thecase wheretheclientsandfacilitiesareind-dimensionalEuclideanspace,underthe
assumptionthatkissmall.Thisassumptionisreasonableasthemaximumnumberofopened
facilitiesismuchsmallerthantheinputsizeinmostpracticalscenariosregardingtheproblem.
Givenaninstanceoftheproblemwithatotalofnclientsandfacilities,itiseasytoshowthatan
optimalsolutioncanbefoundbybrute-forceenumerationinnO(k)time,butweask:Whatcanbe
doneinfixed-parametertractabletimeparameterizedbyk(i.e.,nO(1)h(k)timeforapositive
functionh)? OuralgorithmstartswithselectingasetofclientsusingD-sampling.Givenasmall
positiveconstantε,weprovethatasetofO(kε-3)clientsselectedwithD-samplingensuresthe
inclusionofclientsproximatetothefacilitiesopenedinanoptimalsolution.Bypartitioningaset
ofclosedballscenteredattheseO(kε-3)clients,weconstructasmallcandidatesetofopened
facilities.Wedemonstratethatenumeratingthiscandidatesetyieldsa(1+ε)-approximation
algorithmwithrunningtimeexponentialinkandthedimensionalityofthespace.Combiningthis
algorithmwithadimensionality-reductionmethodthatmapstheclientsandfacilitiestoε-O(1)(logk+
loglogn)-dimensionalEuclideanspace,wegivea(1+ε)-approximationalgorithmwithrunning
timeO(ndk+(kε-1)kε-O(1)

nO(1))forthelower-boundedk-medianproblem.Thepreviousbestfixed-
parametertractableapproximationguaranteefortheproblemisaratioof3+ε,and(1+ε)-
approximationalgorithmswithsimilarrunningtimeexistonlyinthecasewherethefacilitiescan
beopenedatanylocationofthespaceandareuniformintheassociatedlowerbounds.Our
primarytechnicalcontribution,crucialforachievingthefixed-parametertractabletime(1+ε)-
approximationalgorithm,liesinanovelapproachtoreducingthesolutionsearchspace.We
believethisapproach holdspotentialapplicabilityinotherclustering problemsandisof
independentinterest.

Keywords fixed-parameteralgorithms;approximationalgorithms;facilitylocation;k-median;

D-sampling

1 引 言

聚类是无监督学习领域中的重要基本问题之

一,其目的是将给定的用户集合划分为若干个子集,
从而使同一子集中的用户之间具有较高的相似度、
不同子集中的用户尽可能相异.在数据分布特征尚

未明确的情况下,求解聚类问题可以揭示数据对象

之间的联系和区别,发现其内在的结构和规律.因

此,聚类问题的求解算法在信息科学的各个应用领

域中发挥重要作用.
一种被广泛应用的聚类方式是选取一组开设设

施(或称为聚类中心)并将每个用户连接到一个距离

较近的开设设施上.在利用这一方式进行聚类分析

时,很多应用领域都对设施连接的用户数量施加下

限约束.例如,在涉及隐私保护的聚类应用中,人们

要求被划分到每个类别的数据项都超过给定下限,
以弱化单个数据项与其类别信息之间的关联关
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系[1,2].此外,在基于聚类算法确定物流方案时,为
了压缩运输成本,被选取的每个承运商都需要运输

一定数量的货物[3].人们针对这些应用提出了最小

负载受限k-中位(Lower-Boundedk-Median)问题.
给定度量空间中的一组用户和一组带有最小负载的

设施以及正整数k,该问题要求开设最多k个设施

并将每个用户连接到一个开设设施上,使得每个开

设设施连接的用户数量不低于其最小负载且用户的

连接费用之和最小,其中,每个用户的连接费用是其

与对应设施之间的距离.该问题的形式化定义在第

3节(定义1)中给出.
人们基于最小负载受限k-中位问题刻画了隐

私计算[1,2]、物流规划[3]、网络优化[4,5]等诸多领域

的求解目标,并在最小负载约束下利用迭代优化[6]

和线性规划舍入[3]等方法提出了一系列启发式聚类

算法.这些算法可以在有限时间内输出实例的局部

最优解,但人们无法从理论上严格证明这些算法的

正确性以及局部最优解相对于最优解的偏离程度.
例如,Kanungo等人[7]构造的实例说明,在使用迭

代调整开设设施和用户连接方式以降低费用的迭代

优化方法[6]时,局部最优解与最优解之间费用的比

值可能与用户之间的距离相关,如图1所示(其中:
实例中的点位于一条直线上;从上到下依次是用户

集合、最优解中的开设设施集合以及局部最优解中

的开设设施集合;局部最优解与最优解之间费用的

比值是st-1).

图1 开设设施数量上限为3的实例

实际应用中的需求与理论研究之间的差距已经

引起人们对最小负载受限k-中位问题的高度重视.
近年来,人们开始从近似算法的角度研究最小负载

受限k-中位问题.近似算法与启发式算法的区别在

于前者的解相对于最优解的偏离程度可以在理论上

被严格证明(偏离程度通常用近似比来表示).鉴于

聚类问题在实际应用中的大部分实例处理的是欧几

里得(Euclidean)结构数据,人们以开设设施数量上

限k作为固定参数,在欧几里得空间中为最小负载

受限k-中 位 问 题 提 出 了 一 系 列 固 定 参 数 时 间

(nO(1)h(k,ε)时间,其中,h为任意正值函数,n为设

施与用户数量之和,ε为(0,1)内的任意常数)的

(1+ε)-近似算法[8-11].然而,这些算法将用户子集的

中位点作为与其对应的最优开设设施,只适用于设

施可以被开设在欧几里得空间任意位置且所有设施

最小负载都相等的连续型实例.在设施集合规模有

限且设施最小负载不一致的离散型实例中,由于用

户子集的中位点不一定能作为可行解中的开设设

施,如何利用欧几里得空间的性质提出相似的近似

结果还是未知的.
针对欧几里得空间中最小负载受限k-中位问

题现有算法的局限性,本文基于空间性质提出了改

进的求解思路.本文证明了利用 D-采样方法[12]选

取的O(kε-3)个用户中包含与最优解中的开设设施

较为接近的用户.利用这一结论,本文围绕D-采样

方法生成的O(kε-3)个用户划分空间并选取开设设

施,为最小负载受限k-中位问题的离散型实例提出

了时间复杂度以指数形式依赖于k 和空间维度的

(1+ε)-近似算法.结合该算法和针对高维实例提出

的降维方法,本文在d-维欧几里得空间中提出了时

间复杂度为O(ndk+(kε-1)kε
-O(1)

nO(1))的(1+ε)-近

似算法(如定理1所述,具体求解思路在第4节中给

出).该结果改进了此前人们在更一般化的度量空间

中利用相近的固定参数时间得到的关于离散型实例

的(3+ε)-近似比[11,13].
本文主要贡献概括如下.
(1)本文利用欧几里得空间的性质为最小负载

受限k-中位问题提出了改进的算法设计思路:围绕

与最优解中的开设设施距离较近的用户划分空间并

构造候选开设设施集合.本文基于该集合的子集为

低维空间中的实例构造了(1+ε)-近似解.
(2)本文为最小负载受限k-中位问题提出了有

效的降维方法,将高维空间中的实例映射到了ε-O(1)

(logk+loglogn)-维空间中.
(3)本文结合低维实例求解算法和降维方法为

最小负载受限k-中位问题提出了近似比为1+ε的

固定参数时间近算法.在设施集合规模有限且设施

最小负载不一致的情况下,这是关于该问题的第一

个(1+ε)-近似结果.这对于进一步完善最小负载受

限k-中位问题的求解技术以及更准确地刻画其求

解难度具有重要意义.
本文第2节概述最小负载受限k-中位问题及相

关问题近似算法研究进展;第3节给出本文使用的

基本定义及引理;第4节概述本文的算法设计思路;
第5节阐述基于随机采样的关键用户挖掘方法;第

6节围绕关键用户划分空间并构造候选开设设施集
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合;第7节基于候选开设设施集合给出低维实例求

解算法;第8节阐述高维实例的降维方法;第9节对

全文进行总结并阐述下一步的研究方向.

2 相关工作

近年来,人们根据实际应用中的负载约束扩展

k-中位(k-Median)、k-平均(k-Means)、k-中心(k-
Center)、设施选址(FacilityLocation)等聚类问题,
从近似算法的角度研究了最小负载受限聚类问题以

及在每个开设设施所连接的用户数量上施加上限的

容量受限(Capacitated)聚类问题,如表1所示.目
前,只有在实例的部分约束条件可以被适度违反的

情况下,存在关于最小负载受限k-平均问题和容量

受限k-中位问题的多项式时间常数近似结果[1,21].

表1 负载受限聚类问题近似算法相关工作

最小负载受限 容量受限

多项式

时间

固定参数(k)
时间

多项式

时间

固定参数(k)
时间

k-中位 516+ε[14] 3+ε[11,13] O(logk)[15] 3+ε[16]

k-平均 — 9+ε[11,13] O(logk)[15] 9+ε[16]

k-中心 2[2] — 5[17] 2[18]

设施选址 82.6[19] — 9.0927[20] —

  本文主要关注最小负载受限k-中位问题的近

似算法.Han等人[22]与 Wu等人[14]根据最小负载

约束构造设施开设费用,将最小负载受限k-中位问

题实例归约为设施选址问题实例,并基于此提出了

(3.251+α1-α
,α)-双标准近似算法,其中,α为(0,1)内

的任意常数.该算法所得解的费用不超过最优值的

3.251+α1-α
倍,但只能保证每个设施所连接的用户数

量超过其最小负载的α倍.Wu等人[14]根据该双标

准近似解选取实例中的关键设施,并利用这些设施

确定用户连接方式、提出了(516+ε)-近似算法.在
允许将一个用户连接到多个设施的情况下,Arutyunova
和Schmidt[1]将该近似结果改进为8+ε.

在涉及聚类的实际应用中,开设设施数量上限

k通常远小于实例规模.鉴于此,人们以k作为固定

参数,广泛研究了最小负载受限k-中位问题的固定

参数时间近似算法.当所有设施最小负载都相等时,

Ding[10]和Bera等人[23]在k-中位问题实例解的基础

上调整用户的连接方式,分别提出了近似比为7.2+
ε和3.736+ε的固定参数时间近似算法.此后,在允

许设施最小负载不一致的情况下,Bandyapadhyay等

人[11]和Goyal等人[13]分别基于核心集构造和随机

采样技术提出了时间复杂度相同的(3+ε)-近似算

法.此外,人们还为要求移除异常点的鲁棒聚类

(RobustClustering)[24,25]、考虑聚类结果公平性的

公平聚类(FairClustering)[26]、以用户簇半径之和

为 目 标 函 数 的 最 小 半 径 和 (Minimum Sum-of-
Radii)[27,28]等一系列聚类问题提出了固定参数时间

的求解算法.这些算法考虑一般化度量空间中的实

例,因受限于聚类问题的参数复杂性而只能保证较

高的常数近似比.实际上,当以k作为固定参数且间

隙指数时间假设[29]成立时,Cohen-Addad等人[30]

证明了即使在不考虑额外约束条件的情况下,k-中
位问题固定参数时间算法的近似比也不可能低于

1+2e-1.然而,这一复杂性结果只在一般化的度量

空间中成立,其并未排除在更特殊的欧几里得空间

中得到更好近似结果的可能性.本文基于欧几里得

空间的性质估计最优解中开设设施的位置并确定其

搜索范围,为最小负载受限k-中位问题提出了改进

的固定参数时间近似算法,所得到的近似比明显低

于Cohen-Addad等人[30]在度量空间中给出的固定

参数时间 (1+2e-1)-近似下界,如定理1(第8章)
和表2所述.

本文算法与Bhattacharya等人[8]为最小负载受

限k-中位问题提出的固定参数时间(1+ε)-近似算法

较为相似.该算法迭代地利用Arthur和Vassilvitskii[12]

提出的D-采样方法选取k个规模为O(kε-6)的用户

集合.对于被选取的每个集合,该算法枚举其规模为

O(ε-4)的子集以寻找最优解中的某个开设设施所

连接的用户,并将这些用户的近似中位点作为近似

解中的开设设施.正如前文所述,文献[8]中给出的

算法在设施开设位置受限且设施最小负载不相等的

情况下不能构造可行解.本文针对该情况为最小负

载受限k-中位问题提出了不同的求解思路,围绕D-
采样方法生成的O(kε-3)个用户压缩解搜索空间,
在固定参数时间内寻找实例的近似解.

3 基本定义及引理

给定大于1的整数t,定义[t]={1,2,…,t}.给
定 d 中的两个集合A 和B 以及A∪B 中的两个点

x 和y,令δ(x,y)=‖x-y‖2 表示x和y之间的距

离,令δ(A,x)=∑a∈Aδ(a,x)表示集合A中的点与

x之间的距离之和,并令δ(y,B)=minb∈Bδ(y,b)表
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表2 最小负载受限k-中位问题近似算法相关工作

空间 实例类型 近似比 时间复杂度 限制条件 文献

d 连续型 1+ε 2(kε
-1)O(1)nO(1)d 所有设施最小负载都相等且F= d [9]

(kε-1)O(kε
-1)n(n2+d) [8]

(kε-1)kε
-O(1)(nd+

(ε-1logR)O(k))
R为实例的点之间最大距离和

最小非零距离的比值
[10]

(kε-1)kε
-O(1)(nd+

(dlogn)O(1))
[11]

度量空间 离散型
(O(1),O(1))-
双标准近似

(nk)O(1) 允许实例的解适度违反设施最小负载约束 [14,22]

516+ε (nkε-1)O(1) — [14]

8+ε (nkε-1)O(1) 允许实例的解将一个用户连接到多个设施 [1]

7.2+ε (kε-1)O(k)nO(1) 所有设施最小负载都相等 [10]

3.736+ε (kε-1)O(k)nO(1) 所有设施最小负载都相等 [23]

3+ε (kε-1)O(k)nO(1) — [11,13]

d 离散型 1+ε
O(ndk+

(kε-1)kε
-O(1)

nO(1))
— 本文

示y与B 中的点之间的最短距离.此外,定义δ(A,

B)=∑a∈Aδ(a,B)=∑a∈A minb∈Bδ(a,b).给定

欧几里得空间中的一个用户集合C'和一个带有最

小负载的开设设施集合H,令Δ(C',H,τ)表示C'
中用户的连接费用之和∑c∈C'δ(c,σ(c))在满足σ:

C'→H 且|σ-1(f)|≥τ(f)∀f∈H 的前提下所能

达到的最小值,其中,τ(f)表示f的最小负载(如果

不存在满足该约束条件的映射σ,则令Δ(C',H,

τ)=∞).给定一个命题P,令Pr[P]表示P 成立

的概率.给定一个多重集合B,令|B|和‖B‖分别

表示B 中的元素数量和唯一元素数量.下面给出最

小负载受限k-中位问题的定义.
定义1. 最小负载受限k-中位问题.
输入:最小负载受限k-中位问题的一个实例

(C,F,k,τ).该实例包含度量空间中的一个用户集

合C与一个设施集合F 和一个正整数k,其中,每个

设施f∈F 都有一个最小负载τ(f)∈(0,|C|].
输出:实例(C,F,k,τ)的最小费用可行解.该实

例的一个可行解(H,σ)开设一个规模不超过k的设

施集合H⊆F,并将每个用户c∈C 连接到一个开

设设施σ(c)∈H 上,使得任意设施f∈H 都满足

|σ-1(f)|≥τ(f).可 行 解 (H,σ)的 费 用 为

∑c∈Cδ(c,σ(c)).

本文令表示(0,0.5]内的一个常数.令I=
(C,F,k,τ)表示最小负载受限k-中位问题的一个

实例,其中,C∪F⊂ d 且|C∪F|=n.令(H*,

σ*)表示I的一个最优解,其中,H* = {f*
1 ,…,

f*
k*}.F 中每个开设设施所连接的用户数量都要超

过其最小负载,因此,最优解 (H*,σ*)的开设设施

数量k* 可能小于k,如图2所示.给定整数i∈
[k*],定义C*

i ={c∈C:σ*(c)=f*
i },并令 *=

{C*
1 ,…,C*

k*}.令opt=Δ(C,H*,τ)=∑c∈Cδ(c,

σ*(c))表示实例I最优解的费用.

图2 开设不同设施时用户的连接方式

下面给出本文在分析求解算法的性能时用到的

一些引理,其中,引理1用来分析算法的时间复杂

度,引理2和引理3用来分析用户的连接费用.
引理1. 给定满足s>t>1的两个实数s和

t,不等式logts≤s·tO(t)成立.
(证明参考附录).
引理2. 切尔诺夫界[31]. 给定一组相互独立

的随机变量x1,…,xt 和实数p∈(0,1),如果xs∈
{0,1}和Pr[xs=1]≥p对于任意s∈[t]都成立,则
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任意实数λ∈(0,1)都满足不等式Pr[∑
t

s=1xs <

(1-λ)pt]<e-λ2pt/2.
引理3. 阿贝尔引理[32]. 给定一个大于1的

整数m 和规模大于m 的两个数列 {xt}与 {yt},等

式∑
m

t=1xtyt =Xmym -∑
m-1

t=1Xt(yt+1-yt)成立,

其中,Xt =∑
t

t'=1xt'.

本文的求解算法在选取开设设施时为设施集合

构造数据网(DataNet),其定义如下.
定义2. λ-数据网[33]. 给定正实数λ和集合

A⊂ d,如果集合B⊆A 满足以下条件,则称B 为

A 的λ-数据网:
(1)B 中任意两个不相同的点a 和b 都满足不

等式δ(a,b)>λ;
(2)给定任意a∈A,都存在一个满足不等式

δ(a,b)<λ的点b∈B.
Har-Peled和 Mendel[34]证明了在低维欧几里

得空间中,可以在近线性时间内构造给定集合的数

据网,如引理4所述.
引理4[34]. 给定正实数λ和集合A⊂ d,可

以在|A|log|A|2O(d)时间构造关于A 的一个规模不

超过(λ-1maxa,b∈Aδ(a,b))d的λ-数据网.

4 算法概述

如前文所述,当k为固定参数时,关于最小负载

受限k-中位问题离散型实例的现有最好近似结果

是文献[11,13]给出的(3+ε)-近似比.文献[11,13]
基于Cohen-Addad等人[30]提出的算法设计框架构

造开设设施的搜索空间.具体来说,对于最优解中的

每个开设设施,这些算法在用户集合中寻找与其距

离最近的“引导点”,并在以引导点为中心、外圆及内

圆半径接近于引导点与对应设施之间距离的环形空

间中开设最小负载最低的设施.通过这一方式构造

的近似解与最优解之间费用的差值可能与环形空间

的直径相关,如图3所示.图3中的实例要求将{c1,
…,cn+1}中的用户连接到{f*,f}中的一个开设设

施上,其中,{c1,…,cn}中的用户位于相同位置,且τ
(f)<τ(f*)<n+1.该实例的最优解将f* 作为开

设设施.文献[11,13]中的算法将与f* 距离最近的

用户cn+1作为引导点,并在以cn+1为中心的环形空

间中选取最小负载最低的设施f作为开设设施.可
以得出,

∑
n+1

i=1δ(ci,f)

∑
n+1

i=1δ(ci,f*)
=
(3-2)n+1-

n+1-

=3-O() (1)
等式(1)说明,文献[11,13]中的算法对于实例({c1,
…,cn+1},{f*,f},1,τ)的近似比为3-O().

图3 实例 ({c1,…,cn+1},{f*,f},1,τ)

本文在欧几里得空间中给出的算法基于数据网

的性质将开设设施搜索空间划分为一组较小的网格

单元,以使得最优解中的每个开设设施与位于相同

网格中的其它设施之间有较短距离.通过将每个网

格单元中最小负载最低的设施作为候选开设设施,
本文可以基于候选开设设施集合的一个子集构造与

实例最优解较为接近的近似解.当处理图3中的实

例时,由于f* 是其所在小规模网格单元中的唯一

设施,本文提出的算法能将f* 添加到候选开设设

施集合并通过遍历该集合得到实例的最优解.为了

降低候选开设设施集合规模、在构造网格单元的情

况下依然保证算法的时间复杂度为固定参数时间,
本文一方面松弛了现有算法设计思路对开设设施搜

索空间中心点的要求(本文不要求寻找与最优解中

的开设设施距离最近的用户,对搜索空间中心点的

要求如引理11所述),并利用随机采样方法在欧几

里得空间中将考虑的候选中心点数量由文献[11]中
的 (k-1logn)O(1)和文献[13]中的2k+O(log(k-1))降低

为O(k-3),另一方面利用降维方法将实例映射到

-O(1)(logk+loglogn)-维欧几里得空间中.下面概

述本文的算法设计思路.
4.1 随机采样

本文基于的D-采样方法[12]选取C的一个子集,
并围绕该子集中的用户构造小规模解搜索空间.每
个数据点被D-采样方法选取的概率正比于该点和

已经被选取的点之间的距离.当用户集合是设施集

合的子集时,Arthur和 Vassilvitskii[12]基于D-采样

方法生成的k个点为k-中位问题构造了O(logk)-
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近似解.此后,Aggarwal等人[35]和 Dennis[36]在相

同问题中证明了D-采样方法生成的O(k)个点可

以组成违反开设设施数量上限的双标准常数近似

解.然而,这些关于D-采样方法的近似保证依赖于

k-中位问题中每个设施连接的用户数量不受限制

的假设,在更一般化的最小负载受限k-中位问题中

并不成立.本文在第5节中为D-采样方法提出了新

的性能保证,在设施最小负载受限的情况下证明了

基于该采样方法选取的O(k-3)个用户中包含距离

最优解中的开设设施较近的用户(引理11).
4.2 解搜索空间压缩

对D-采样方法的分析为本文压缩解搜索空间

提供了明确的思路.本文在第6节中利用基于D-采
样方法选取的O(k-3)个用户估计最优解中开设设

施的位置并构造候选开设设施集合.具体来说,本文

在以这些用户为中心的一组球形空间中为设施集合

构造数据网.由数据网的定义(定义2)可知,设施集

合的数据网中存在与最优解中的开设设施较为接近

的设施.因此,在不考虑设施最小负载约束的情况下

可以将设施集合的数据网作为近似解的候选开设设

施集合.然而,由于数据网中的设施可能有较高的最

小负载,我们无法保证能利用该集合得到实例的可

行解.针对这一问题,本文以数据网中的设施作为基

点为设施集合构造维诺(Voronoi)图,并在每个维诺

单元中选取最小负载最低的设施作为候选开设设

施,如图4所示.本文在第6节中证明了基于该方法

选取的设施集合包含实例的一个 (1+O())-近似

解所开设的所有设施(引理12).

图4 基于数据网成员构造的维诺单元

4.3 近似解构造

本文利用在第6节中选取的候选开设设施构造

实例的近似解.给定一个满足|H|≤k的开设设施

集合H ⊆F,构造近似解时需要确定用户集合与设

施集合之间的连接映射σ:C→H.为了构造这一映

射,本文在以C∪H 作为点集的二部图中求解最小

费用循环流(Minimum-CostCirculation)问题,其定

义如下.
定义3. 最小费用循环流问题[37].
输入:最小费用循环流问题的一个实例((V,

E),h,u,l).该实例包含一个以V 为点集、E 为边集

的有向图(V,E),其中,每条边(a,b)∈E 都有一个

费用h(a,b)≥0、一个容量u(a,b)≥0和一个需求l
(a,b)∈[0,u(a,b)].

输出:实例((V,E),h,u,l)的最小费用可行解.
该实例的一个可行解{xab}为每个边(a,b)∈E 确定

一个流量xab∈N≥0∩[l(a,b),u(a,b)],使得任意

a∈V都满足∑b:(a,b)∈Exab =∑b:(b,a)∈Exba.可行解

{xab}的费用为∑(a,b)∈Eh(a,b)xab.

人们可以在多项式时间内求解最小费用循环流

问题,如引理5所述.
引理5[37]. 给定最小费用循环流问题的实例

((V,E),h,u,l),存在时间复杂度为(|V|·|E|)O(1)

的精确算法.
本文通过构造最小费用循环流问题的实例证明

了可以基于引理5找到用户集合与开设设施集合之

间的最优连接映射(引理14).结合这一结论与本文

在第6节中选取的候选开设设施集合,本文在第7
节中为最小负载受限k-中位问题提出了时间复杂

度以指数形式依赖于空间维度的(1+O())-近似算

法(引理15).
4.4 降 维

为了基于本文在第7节中提出的算法处理高维

实例,本文结合Narayanan和Nelson[38]给出的降维

方法和Bandyapadhyay等人[11]给出的数据消减方

法将实例映射到低维空间中.引理6和引理7是这

两个方法的性能保证.
引理6[38]. 给定集合A⊂ d 和正数λ,存在

一个映射g: d→ d',使得任意a∈A 和b∈ d 都

满足δ(g(a),g(b))∈[1,1+λ]δ(a,b),其中,d'=
O(λ-2log|A|).

本文假设引理6构造的映射g:A→ d'对于任

意有限集合A⊂ d 都是单映射.该假设不失一般

性:可以复制 d'中有多个原像的点以区分A 中每

个点的像.
引理7[11]. 给定正整数s、正数λ和集合A⊂

d,可以在O(|A|ds+(log|A|sλ-1)O(1))时间内构

造一个满足‖B‖≤(log|A|sλ-1)O(1)和|B|≤|A|
的多重集合B⊂ d,使得式Δ(B,H,M)∈[1-λ,
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1+λ]Δ(A,H,M)对于任意矩阵 M∈ℤs×1
≥0 和 d 中

满足|H|≤s的任意集合 H={f1,…,f|H|}都成

立,其中,Δ(B,H,M)表示∑c∈Bδ(c,σ(c))在满足

σ:B→H 和|σ-1(fi)|=Mi1∀i∈[|H|]的前提下所

能达到的最小值(如果不存在满足该约束条件的映

射σ,则令Δ(B,H,M)=∞),Δ(A,H,M)的定义同

理可得.
本文在第8节中基于引理6和引理7提出了能

将实例映射到ε-O(1)(logk+loglogn)-维欧几里得空

间的降维方法(引理16).本文结合这一降维方法与

在第7节中针对低维实例提出的求解算法得到了关

于最小负载受限k-中位问题的固定参数时间(1+
ε)-近似算法(定理1).

5 关键用户挖掘

本节利用D-采样技术在用户集合中挖掘距离

H *中设施较近的关键用户,如算法1所述.算法1
在每次迭代中都计算每个用户和已选取的用户之间

的最短距离,并按照与该距离成正比的概率在C 中

随机选取一个用户.该算法在O(ndk-3)时间内生

成规模为O(k-3)的用户集合.
算法1. 关键用户挖掘算法Sampling(I,)
输入:最小负载受限k-中位问题的实例I=(C,F,k,τ)

和常数∈(0,0.5];
输出:规模为O(k-3)的用户集合 ⊆C;

1.均匀随机选取一个用户c∈C;

2.←{c};

3.FORi←2to360k-3
+1

4. 以δ(c,)/δ(C,)的概率随机选取一个用户c∈
C;

5. ← ∪ {c};

6.RETURN .
给定集合C*

j ∈  * 以及对应的开设设施f*
j ∈

H*,令K(C*
j )表示C*

j 中与f*
j 较为接近的一部

分用户组成的集合(非正式定义).本节使用算法1
的目标是对于每个集合C*

j ∈  * 都找到K(C*
j )中

的一个用户.由算法1的采样概率可知,如果C*
j 中

的用户远离已经被选取的用户,则算法1有较高的

概率在C*
j 中选取用户.本节证明了|K(C*

j )|与

|C*
j |之间的比值是一个常数(引理8),并利用该

结论在C*
j 的成员与已经被选取的用户距离较远的

情况下证明了算法1选取到K(C*
j )中用户的概率

也是常数(引理9).当C*
j 的成员与已经被选取的用

户距离较近时,算法1通过随机采样找到K(C*
j )成

员的概率较低,但本节证明了在该情况下算法1已

经选取到了与f*
j 较为接近的用户(引理10).基于

上述讨论,本节证明了算法1构造的集合包含距离

设施f*
1 ,…,f*

k* 较近的用户(引理11).
令 表示算法1返回的用户集合.给定整数i∈

[360k-3+1 ],令 i 为算法1在第i次随机采样

后构造的用户集合,并令 i = {C*
j ∈  *:δ(f*

j ,

i)≤(1+
2
)rj},其中,rj =δ(C*

j ,f*
j )|C*

j |-1.

令 0 = 0 =Ø.此外,给定整数j∈ [k*]和实数

μ>0,定义K(C*
j ,μ)={c∈C*

j :δ(c,f*
j )≤μrj}.

以下结论说明:对于任意整数j∈ [k*],C*
j 中与

f*
j 较为接近的用户在C*

j 中的占比较大.
引理8. 给定实数μ≥1和集合C*

j ∈  *,不
等式|K(C*

j ,μ)|≥ (1-μ-1)|C*
j |成立.

(证明参考附录).
令i表示 [0,360k-3 ]中的一个整数. i 的

定义说明:给定整数j∈[k*],如果C*
j ∈ i,则Ci

中包含与f*
j 距离较近的用户.本节使用算法1进

行第i+1次随机采样时的目标是选取到与  *\ i

中的某个集合所对应的开设设施距离较近的用户并

将其添加到 i 中.正如前文所述,本节根据集合

∪C*j ∈  
*
\ iC

*
j 与 i 之间用户距离的远近采用不同

的方式分析算法1的性能.具体来说,本节分别分析

以下两种情况:

(1)∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)>
6δ
(C,i);

(2)∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)≤
6δ
(C,i).

在情况(1)中,不等式∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)>


6δ
(C,i)说明算法1在进行第i+1次随机采样时

有较高的概率选取到集合 ∪C*j ∈ *\ iC
*
j 中的用

户.结合这一事实与引理8给出的|K(C*
j ,μ)|·

|C*
j |-1取值下限,本节可以证明| i+1|>| i|成

立的概率是一个常数,如引理9所述.
引理9. 给定整数i∈ [0,360k-3 ],如果

不等式∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)>
6δ
(C,i)成立,则

不等式| i+1|>| i|成立的概率超过 3
180.

(证明参考附录).

在情况(2)中,不等式∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)≤
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6δ
(C,i)说明 ∪C*j ∈ *\ iC

*
j 中的用户与 i 中的

用户之间距离较短.本节结合这一事实与 i 的定义

证明了 i 包含与设施f*
1 ,…,f*

k* 较为接近的用户,
如引理10所述.

引理10. 给定整数i∈[0,360k-3 ],如果

不等式∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)≤
6δ
(C,i)成立,则

不等式∑
k*

j=1|C*
j |δ(f*

j ,i)≤ (1+)opt成立.

(证明参考附录).
下面在引理9和引理10的基础上证明算法1

的性能保证.令p =3/180、t= 360k-3 .令x0,
…,xt 表示对于任意整数i∈[0,t]都满足xi∈{0,

1}和Pr[xi =1]=p的一组独立随机变量.给定整

数i∈[0,t],如果| i+1|>| i|,则令Gaini=1,
否则令Gaini =0。对于任意整数i∈[0,t],引理9

和引理10说明,不等式∑
k*

j=1|C*
j |δ(f*

j ,i)≤
(1+)opt和不等式Pr[Gaini =1]≥p=Pr[xi =
1]之间至少有一个成立.可以看出,如果存在满足

不等式Pr[Gaini =1]<p的整数i∈ [0,t],则不

等式∑
k*

j=1|C
*
j |δ(f*

j ,i)≤(1+)opt成立、引理

11正确.当Pr[Gaini =1]≥p∀i∈[0,t]成立时,
可以得出,

Pr[t+1 = *]=Pr[| t+1|=k*]

≥Pr∑
t

i=0
Gaini≥k*  

≥Pr∑
t

i=0
xi≥k*  

≥Pr∑
t

i=0
xi≥ 12pt  

=1-Pr∑
t

i=0
xi< 12pt  

>1-e-14 (2)
其中,第1步根据 t+1 的定义得出,第2步根据

Gaini 的定义和| i+1|≥| i|∀i∈ [0,t]这一事

实得出,第3步基于Pr[Gaini =1]≥p=Pr[xi =
1]∀i∈[0,t]这一假设得出,第4步基于k* ≤k≤
1
2pt

这一事实得出,第6步根据引理2得出.由 t+1

的定义可知,如果 t+1= *,则|C*
j |δ(f*

j ,t+1)<
(1+)δ(C*

j ,f*
j )∀j∈ [k*].该不等式说明,

∑
k*

j=1
|C*

j |δ(f*
j ,t+1)< (1+)∑

k*

j=1
δ(C*

j ,f*
j )

= (1+)opt (3)

不等式(2)说明,等式 t+1 = * 和不等式(3)成立

的概率是一个常数.
由上述论证可知,算法1生成的集合 有较高

的概率包含与 H* 中设施较为接近的用户,如引理

11所述.

引理11. 不等式∑
k*

i=1|C*
i |δ(f*

i ,)≤
(1+)opt成立的概率为常数.

6 候选开设设施集合构造

令 表示使引理11中的不等式成立的一个用

户集合.本节根据 中的用户估计最优解中开设设

施的位置,并基于这些用户构造数据网以缩小实例

近似解中的开设设施搜索范围.给定设施f*
i ∈

H*,令s*i =argminc∈ δ(c,f*
i )表示 中与f*

i 距

离最近的用户.令ρ=n·maxc∈Cδ(c,σ*(c)).ρ的定

义说明,ρ∈[opt,n·opt].由该式和引理11可知,

max
i∈[k*]

δ(s*i ,f*
i )≤∑

k*

i=1
|C*

i |δ(f*
i ,)

≤ (1+)opt
≤ (1+)ρ (4)

此外,ρ的取值范围说明,


2n2ρ≤


2nopt

(5)

  给定整数i∈[k*]和用户s*i ,本节基于算法2
在以s*i 为球心、半径超过δ(s*i ,f*

i )的球形空间内

寻找与f*
i 较为接近的设施(s*i 需要通过枚举 中

的用户得出,该枚举过程在第7节中给出).算法2
根据球形空间中的设施与给定用户之间的距离将设

施划分到O(-1log(n-1))个集合L(i,0),…,L(i,

4-1log(n-1))中,如图5所示,其中,白色点表

示 L(i,j) 中 的 设 施.对 于 每 个 整 数 j ∈
[4-1log(n-1)],算法2构造关于集合L(i,j)的

数据网G(i,j),并基于G(i,j)中的设施构造维诺

图.对 于 L(i,j)在 每 个 维 诺 单 元 中 的 子 集

J(F†)(f† ∈G(i,j)),算法2将J(f†)中最小负载

最低的成员作为实例I近似解的候选开设设施.
算法 2. 候 选 开 设 设 施 集 合 构 造 算 法

Partition(I,k',(s1,…,sk'),,ρ')
输入:最小负载受限k-中位问题的实例I= (C,F,k,

τ)、整数k'∈ [k]、 中的k'个用户s1,…,sk'、常数∈ (0,
0.5]和实数ρ'>0;

输出:设施集合V ⊆F;

1.V ←Ø,n←|C∪F|;
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2.FORi←1tok'

3. L(i,0)← {f∈F:δ(f,si)≤ρ'2n2};

4. V ←V ∪ {argminf∈L(i,0)τ(f)};

5. FORj←1to4-1log(n-1)

6.  L(i,j)← {f∈F:δ(f,si)∈ [(1+)j-1 ρ'
2n2
,

(1+)j ρ'
2n2
]};

7.  基于引理4构造关于L(i,j)的2(1+)jρ'
2n2-

数

据网G(i,j);

8.  FORf† ∈G(i,j)

9.  J(f†)←{f∈L(i,j):δ(f,f†)=minf'∈G(i,j)δ(f,

f')};

10.  V ←V ∪ {argminf∈J(f†)τ(f)};

11.RETURNV.

图5 集合L(i,j)中的设施

令V* 表示算法Partition(I,k*,(s*1 ,…,s*k*),

,ρ)返回的集合.本节基于数据网的定义证明了实

例I的一个 (1+O())-近似解所开设的设施集合

是V* 的子集,如引理12所述.
引理12. 存在一个设施集合 H ⊆V*,使得

不等式|H|≤k* 和Δ(C,H,τ)≤(1+4)opt成立.
(证明参考附录).
以下引理说明,当实例中的点所在的空间维度

是常数时,算法2的时间复杂度及其构造的集合规

模都是多项式.
引理13. 给定整数k'∈[k]、中的k'个用户

s1,…,sk' 以及实数ρ' >0,算法 Partition(I,k',

(s1,…,sk'),,ρ')的时间复杂度为 (nk-d)O(1),且该

算法生成的集合V 满足|V|≤-O(d)klogn.
(证明参考附录).

7 低维实例求解算法

给定一组开设设施,为实例构造近似解时需要

确定用户集合与开设设施集合之间的连接映射.在
设施负载不受限的k-中位问题实例中,人们可以将

每个用户连接到距离最近的开设设施上以使得用户

连接费用之和最小.然而,按照相同方式连接用户不

能保证最小负载受限k-中位问题实例解的可行性,
如图6所示.给定满足H⊆F和|H|≤k的开设设

施集合 H,本节基于以下整数规划连接C中的用户:

min ∑
c∈C,f∈H

δ(c,f)xcf IP1  

s.t. ∑
c∈C

xcf ≥τ(f) ∀f∈H (6)

∑
f∈H

xcf =1 ∀c∈C (7)

xcf ∈ {0,1} ∀c∈C,f∈H (8)

对于每对用户c∈C和设施f ∈H,IP1都有一个

变量xcf.xcf =1表示将用户c连接到设施f 上,即

σ(c)=f.约束条件(6)要求每个设施连接的用户数

量不能低于其最小负载,约束条件(7)要求C 中的

每个用户都有对应的开设设施.

图6 设施负载不同时用户的连接方式

给定一个满足|H|≤k的设施集合H ⊆F,本
节按照以下方式定义最小费用循环流问题的一个实

例 ((V,E),h,u,l):
(1)令v1和v2为不属于集合C∪H 的两个点,

并令V =C∪H ∪ {v1,v2};
(2)对于每个用户c∈C,将(v1,c)添加到边集

E 中,并令h(v1,c)=0、u(v1,c)=l(v1,c)=1;
(3)对于每个用户c∈C和设施f∈H,将 (c,

f)添加到边集E中,并令h(c,f)=δ(c,f)、u(c,f)=
1、l(c,f)=0;

(4)对于每个设施f∈H,将 (f,v2)添加到边

集E 中,并令h(f,v2)=0、l(f,v2)=τ(f);
(5)将(v2,v1)添加到边集E中,并令h(v2,v1)=

0、u(v2,v1)=l(v2,v1)=|C|.
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图7中描述了实例 ((V,E),h,u,l).通过分析

该实例与IP1之间的关联关系,本节证明了可以在

多项式时间内得到IP1的最优解(即用户的最优连

接方式),如引理14所述.

图7 最小费用循环流问题实例

引理14. 给定一个满足|H|≤k的设施集合

H ⊆F,可以在(|C|·|H|)O(1)时间内找到IP1的

最优解.
(证明参考附录).
本节基于算法1和算法2求解实例I,如算法3

所述.该算法首先利用算法1挖掘与 H* 中的设施

距离较近的用户,然后枚举算法2输入参数的取值

并利用算法2构造候选开设设施集合.对于候选开

设设施集合的每个规模不超过k的子集H,算法3
都通过求解IP1为实例构造候选解.最后,该算法返

回费用最低的候选解.
算法3. 近似解构造算法Construction(I,)
输入:最小负载受限k-中位问题的实例I=(C,F,k,τ)

和常数∈ (0,0.5];
输出:实例I的解 (H,σ);

1. ←Ø,W ←Ø;

2. ←Sampling(I,)(算法1);

3.FORk'←1tok

4. 令 []k' 为笛卡尔乘积 ×…×  
k'

;

5. FOR '∈ []k'

6.  FORρ'∈ {|C∪F|δ(c,f):c∈C,f∈F}

7.  V ←Partition(I,k',',,ρ')(算法2);

8.  ← ∪ {V}

9.FORV ∈
10. FOR满足|H|≤k的子集H ⊆V

11.  基于引理14构造映射σ:C→H;

12.  W ←W ∪ {(H,σ)};

13.(H,σ)←arg min
(H',σ')∈W

Δ(C,H',τ);

14.RETURN(H,σ).
以下引理说明,算法3是关于实例I的 (1+

O())-近似算法,其时间复杂度以指数形式依赖于

k和d.

引理15.算法3的时间复杂度为(-dklogn)O(k)nO(1),

其构造的解(H,σ)满足Δ(C,H,τ)≤(1+4)opt.
(证明参考附录).

8 降维方法

引理15说明算法3的时间复杂度随空间维度

的上升呈指数增长.该算法无法被有效应用在高维

欧几里得空间中.因此,本节利用引理6和引理7将

最小负载受限k-中位问题的高维实例映射到低维

空间中.以下结论是引理7的一个推论.该推论说

明,Bandyapadhyay等人[11]提出的数据消减方法可

以被应用在最小负载受限k-中位问题中.
推论1. 给定一个满足C∪F⊂ d 的最小负

载受限k-中位问题实例(C,F,k,τ)和一个常数∈
(0,0.5],可以在O(|C|dk+(log|C|k-1)O(1))时

间内构造一个满足 ‖D‖ ≤ (log|C|k-1)O(1)和

|D|≤|C|的多重集合D⊂ d,使得式Δ(D,H,

τ)∈[1-,1+]Δ(C,H,τ)对于满足|H|≤k的

任意设施集合 H ⊆F 都成立.
(证明参考附录).

图8 基于引理6和推论1的降维方法

引理6针对输入集合构造的空间维度与集合规

模相关.因此,本节给出的降维方法首先利用推论1
中的数据消减方法压缩实例规模,然后再基于引理

6将实例映射到低维空间中,如图8所示.引理16
是该降维方法的性能保证.

引理16. 给定一个满足C∪F⊂ d 的最小

负载受限k-中位问题实例 (C,F,k,τ)和一个常

数∈ (0,0.5],可以在 O(|C|dk+ (log|C|
k-1)O(1))时间内构造一个满足d'≤-O(1)(logk+
loglog|C|)的映射g: d→ d' 和一个满足|D|≤
|C|和D⊂ d' 的最小负载受限k-中位问题实例

(D,{g(f):f∈F},k,τ),使得式Δ(D,{g(f):f∈
H},τ)∈[1-,1+3]Δ(C,H,τ)对于满足|H|≤
k的任意设施集合H ⊆F 都成立.

(证明参考附录).
本节利用引理16和算法3求解实例I,首先基

于引理16将实例映射至低维空间,然后基于算法3
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构造近似解,如算法4所述.
算法4. 最小负载受限k-中位问题求解算法

输入:最小负载受限k-中位问题的实例I=(C,F,k,τ)

和常数∈ (0,0.5];
输出:实例I的解 (H,σ);

1.基于引理16为I和构造映射g: d → d' 和实例

I'= (D,{g(f):f∈F},k,τ);

2.(H',σ')←Construction(I',)(算法3);

3.H ← {g-1(f):f∈H'};

4.基于引理14构造映射σ:C→H;

5.RETURN(H,σ).
下面通过分析算法4的性能给出本文关于最小

负载受限k-中位问题的主要结果.令g: d → d'

和I'=(D,{g(f):f∈F},k,τ)表示算法4在第1
步构造的映射和低维实例.引理16说明构造这一实

例所需时间为O(ndk+(lognk-1)O(1)),且该实例

满足d'≤-O(1)(logk+loglogn)和|D ∪ {g(f):

f∈F}|≤n.结合这一事实与引理15可知,算法

4调用算法Construction(I',)求解实例I' 所需时

间为 (klogn)k
-O(1)

nO(1).此外,引理14说明,算法4
在第4步求解IP1所需时间为 (nk)O(1).综上所述,
算法4的时间复杂度为O(ndk+(klogn)k

-O(1)
nO(1)).

由引理1可 知,该 时 间 复 杂 度 不 超 过 O(ndk +
(k-1)k-O(1)

nO(1)).
令 (H,σ)表示算法4返回的近似解、(H',σ')

表示算法4在第2步为实例I'构造的近似解.定义
H* = {g(f):f∈H*},并令τ(g(f))=τ(f)∀
f∈H*.可以得出,

∑
c∈C

δ(c,σ(c))=Δ(C,H,τ)      

≤ 1
1-Δ

(D,H',τ)

≤1+4
1-Δ

(D,H*,τ)

≤
(1+4)(1+3)

1- Δ(C,H*,τ)

≤ (1+28)opt.
其中,第2步和第4步基于引理16得出,第3步基

于引理15得出,第5步由的取值范围得出.该不

等式说明,(H,σ)是实例I的 (1+28)-近似解.
综上所述,算法4是最小负载受限k-中位问题

的 (1+28)-近似算法,其时间复杂度为O(ndk+

(k-1)k-O(1)

nO(1)).给定常数ε∈ (0,1),令= ε
28
,

则由上述论证可知,本文为最小负载受限k-中位问

题提出了时间复杂度为O(ndk+(kε-1)kε-O(1)

nO(1))
的 (1+ε)-近似算法,如定理1所述.

定理1. 给定满足C∪F⊂ d 的最小负载受

限k-中位问题实例 (C,F,k,τ)和常数ε∈ (0,1),
存在时间复杂度为 O(ndk + (kε-1)kε-O(1)

nO(1))的

(1+ε)-近似算法,其中,n=|C∪F|.

9 总 结

本文基于新的解搜索空间构造方法在欧几里得

空间中求解最小负载受限k-中位问题,为其离散型

实 例 提 出 了 时 间 复 杂 度 为 O(ndk +
(kε-1)kε-O(1)

nO(1))的 (1+ε)-近似算法.在k为常数

的情况下,这是该问题的离散型实例在欧几里得空

间中的第一个多项式时间近似方案.此前,只有在设

施最小负载一致的连续型实例中存在时间复杂度相

同的 (1+ε)-近似算法.
本文所提出的基于小规模解搜索空间的算法设

计方法为求解欧几里得空间中设施集合规模有限的

离散型问题实例提供了新的思路.一个值得探索的

方向是根据这一思路处理其它相关的选址及聚类问

题的离散型实例.
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附 录

  引理1. 给定满足s>t>1的两个实数s和t,不等式

logts≤s·tO(t)成立.

证明. 在t< logs
loglogs

的 情 况 下,不 等 式logts <

log
logs
loglogss=s成立.在t≥ logs

loglogs
的情况下,不等式logs≤

tO(1)成立,这说明logts≤tO(t).综上所述,引理1成立.证毕.
引理8. 给定实数μ≥1和集合C*

j ∈ *,不等式

|K(C*
j ,μ)|≥ (1-μ-1)|C*

j |成立.
证明. 由 K(C*

j ,μ)的 定 义 可 知,每 个 用 户 c ∈
C*

j\K(C*
j ,μ)都满足不等式δ(c,f*

j )>μrj.因此,

 δ(C*
j\K(C*

j ,μ),f*
j )

>μ|C*
j\K(C*

j ,μ)|rj

= 1
|C*

j |μ|C*
j\K(C*

j ,μ)|δC*
j ,f*

j ) (9)

其中,第2步基于等式rj =δ(C*
j ,f*

j )|C*
j |-1 得到.此外,

C*
j\K(C*

j ,μ)⊆C*
j 这一事实说明,

δ(C*
j\K(C*

j ,μ),f*
j )≤δ(C*

j ,f*
j ) (10)

  由不等式(9)和不等式(10)可知|C*
j\K(C*

j ,μ)|<

μ-1|C*
j |.该不等式说明,

|K(C*
j ,μ)|=|C*

j |-|C*
j\K(C*

j ,μ)|
≥ (1-μ-1)|C*

j |
因此,引理8正确.证毕.

引理9. 给定整数i∈ [0,360k-3 ],如果不等式

∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j , i)> 
6δ
(C, i)成 立,则 不 等 式

| i+1|>| i|成立的概率超过3
180.

证明. 给定整数i∈[0,360k-3 ]和集合C*
j ∈ *\

i,K(C*
j ,1+

2
)和 i+1 的 定 义 说 明:如 果 算 法1将

K(C*
j ,1+

2
)中的一个用户添加到 i+1,则式C*

j ∈ i+1\

i 和| i+1|>| i|成立.由此可知,不等式| i+1|>| i|
成立的概率不低于算法1在第i+1次随机采样时选取到集

合 ∪C*j ∈ *\ iK(C
*
j ,1+2)中用户的概率.由算法1的采

样概 率 可 知,对 于 任 意 j ∈ [k*],∪C*j ∈ *\ iK(C
*
j ,

1+
2
)中 的 某 个 用 户 被 添 加 到 i+1 的 概 率 为

∑C*j ∈ *\ i
δ(K(C*

j ,1+
2
),i)/δ(C,i).此外,一个用

户c ∈∪C*j ∈ *K(C*
j ,1+

2
)被 添 加 到 1 的 概 率 为

∑C*j ∈ * |K(C*
j ,1+

2
)|/|C|.由此可知,任意整数

i∈[360k-3 ]都满足不等式

 Pr[| i+1|>| i|]

≥ 1
δ(C,i) ∑

C*j ∈ *\ i

δ(K(C*
j ,1+

2
),i) (11)

且

Pr[| 1|>| 0|]≥ 1
|C| ∑

C*j ∈ *
|K(C*

j ,1+
2
)|

(12)
  不等式(12)和引理8说明,

Pr[| 1|>| 0|]≥
∑C*j ∈ * |K(C*

j ,1+/2)|

∑C*j ∈ * |C*
j |

≥ min
C*j ∈ *

|K(C*
j ,1+/2)|
|C*

j |

≥1- 1
1+/2>

3
180

(13)

由不等式(13)可知,引理9在i=0的情况下成立.

图9 引理9证明中的基本符号

下面分析i∈[360k-3 ]的情况.令j表示[k*]中满

足C*
j ∈ *\ i 的一个整数,μ表示 1,1+

2  中的一个

实数.定 义sj =argminc∈ iδ(c,f
*
j ),δj =δ(sj,f*

j ),νj =
δjr-1

j .给定实数t∈ [0,μ],令Qt = {c∈C*
j :δ(c,f*

j )=
trj.此外,定义s(c)=argminc'∈ iδ(c',c)∀c∈C.由C*

j ∈
*\ i 这一事实和 i 的定义可知,

μ≤1+
2 <νj (14)

如图9所示.在i∈ [360k-3 ]的情况下,本节通过分析

δ(K(C*
j ,μ),i)与δ(C*

j ,i)之间的比值证明引理9.可以

得出,任意实数t∈ [0,μ]都满足

δ(Qt,i)=∑
c∈Qt

δ(c,s(c))   

≥∑
c∈Qt

[δ(s(c),f*
j )-δ(f*

j ,c)]

≥∑
c∈Qt

[δj-δ(f*
j ,c)]

=∑
c∈Qt

[νjrj-δ(f*
j ,c)]

=|Qt|(νjrj-trj) (15)

其中,第1步根据s(c)的定义得到,第2步基于三角不等式

(度量空间中的任意三个点x,y和z都满足δ(x,z)≤δ(x,

y)+δ(y,z))得到,第3步和第4步由δj 的定义得出,第5
步由集合Qt 的定义得出.

给定实数t∈[0,μ],令γ(t)=|Qt|、η(t)=νjrj-trj,

并定义T={t∈(0,μ):γ(t)≠0}∪{0,μ}.该定义说明|T|≤
|C|+2≤n+2.本节按照升序对T 中实数进行排序,并将其

中的第m 个实数定义为tm(m∈ [|T|]).可以得出,
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 δ(K(C*
j ,μ),i)

=∑
t∈T

δ(Qt,i)≥∑
t∈T

η(t)γ(t)

=∑
|T|

m=1
η(tm)γ(tm)

=η(μ)∑
|T|

m=1
γ(tm)

-∑
|T|-1

m=1

[η(tm+1)-η(tm)]∑
m

m'=1
γ(tm')  

=η(μ)|K(C*
j ,μ)|

-∑
|T|-1

m=1

[[η(tm+1)-η(tm)]|K(C*
j ,tm)|] (16)

其中,第1步根据T 和Qt 的定义得出,第2步基于不等式

(15)以及γ(t)和η(t)的定义得到,第4步由引理3和t|T| =

μ这一事实得出,第5步由γ(t)和Qt 的定义得出.
令η'(t)表示η(t)的导数.T 的定义说明,任意整数m∈

[|T|-1]和实数t∈ [tm,tm+1)都满足等式 K(C*
j ,t)=

K(C*
j ,tm).由此可知,等式

 [η(tm+1)-η(tm)]|K(C*
j ,tm)|

=|K(C*
j ,tm)|∫

tm+1

tm
η'(t)dt

=∫
tm+1

tm
η'(t)|K(C*

j ,t)|dt

对于任意m∈ [|T|-1]都成立.因此,

 ∑
|T|-1

m=1

[[η(tm+1)-η(tm)]|K(C*
j ,tm)|]

=∑
|T|-1

m=1∫
tm+1

tm
η'(t)|K(C*

j ,t)|dt

=∫
μ

0
η'(t)|K(C*

j ,t)|dt (17)

  本节以t作为自变量定义以下函数:

g(t)=
0, t∈ [0,1]

1
t2 |C*

j |, t>1 
  令G(t)表示g(t)的一个原函数:

G(t)=
0, t∈ [0,1]

(1- 1t
)|C*

j |, t>1 
  利用分部积分法计算∫

μ

0

g(t)η(t)dt可得,

∫
μ

0
g(t)η(t)dt=G(t)η(t)∣μ

0-∫
μ

0
η'(t)G(t)dt

=G(μ)η(μ)-∫
μ

0
η'(t)G(t)dt (18)

  由不等式(16)、等式(17)和等式(18)可知,

 δ(K(C*
j ,μ),i)-∫

μ

0
g(t)η(t)dt

= [|K(C*
j ,μ)|-G(μ)]η(μ)

 +∫
μ

0
η'(t)[G(t)-|K(C*

j ,t)|]dt

≥∫
μ

0
η'(t)[G(t)-|K(C*

j ,t)|]dt

(19)

其中,第2步根据不等式η(μ)=(vjμ)rj>0和|K(C*
j ,μ)|≥

G(μ)得出(这两个不等式分别基于不等式(14)和引理8得出).

η(t)是关于t的递减函数这一事实说明η'(t)≤0∀t∈
[0,μ].此外,由引理8可知G(t)≤|K(C*

j ,t)|∀t∈ [0,

μ].因此,不等式η'(t)[G(t)-|K(C*
j ,t)|]≥0对于任意

t∈[0,μ]都成立.这说明,

∫
μ

0
η'(t)[G(t)-|K(C*

j ,t)|]dt≥0 (20)

  综上所述,本节得出了δ(K(C*
j ,μ),i)的一个下界:

δ(K(C*
j ,μ),i)≥∫

μ

0
g(t)η(t)dt      

=∫
μ

1
g(t)η(t)dt

=∫
μ

1

|C*
j |

t2
(νjrj-trj)dt

=δ(C*
j ,f*

j )∫
μ

1

1
t2
(νj-t)dt

=δ(C*
j ,f*

j )(νj-νj

μ
-lnμ) (21)

其中,第1步基于不等式(19)和不等式(20)得出,第2步和

第3步基于函数g(t)和η(t)的定义得出,第4步根据rj 的

定义得出.
下面分析δ(C*

j ,i)的取值.可以得出,

δ(C*
j ,i)≤δ(C*

j ,sj)     

≤δ(C*
j ,f*

j )+|C*
j |δj

=δ(C*
j ,f*

j )+δ(C*
j ,f*

j )δj

rj

= (1+νj)δ(C*
j ,f*

j ) (22)

其中,第1步根据δ(C*
j ,i)的定义得出,第2步根据等式

δj =δ(sj,f*
j )以及三角不等式得出,第3步根据rj 的定义

得出,第4步由等式νj =δjr-1
j 得出.

不等式(21)和不等式(22)说明,

δ(K(C*
j ,μ),i)

δ(C*
j ,i) ≥ 1

1+νj
(νj-νj

μ
-lnμ) (23)

可以看出,该不等式的右侧取值在μ≥1的情况下随νj 取值

的增加递增.因此,

 
δ(K(C*

j ,1+/2),i)
δ(C*

j ,i)

≥ 1
1+νj

(νj- νj

1+/2-ln(1+
2
))

> 1
2+/2

(
2 -ln(1+

2
))≥

2

30
(24)

其中,第1步基于不等式(23)得出,第2步利用不等式(14)

得出,第3步根据的取值范围得出.

不等式(24)说明,

 
∑C*j ∈ *\ i

δ(K(C*
j ,1+/2),i)

∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)

≥ min
C*j ∈ *\ i

δ(K(C*
j ,1+/2),i)
δ(C*

j ,i) >
2

30
(25)

因此,
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 Pr[| i+1|>| i|]

≥ 1
δ(C,i) ∑

C*j ∈ *\ i

δ(K(C*
j ,1+

2
),i)

>
2

30
·
6 =3

180
(26)

其中,第1步基于不等式(11)得出,第2步基于引理9中不

等式∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)>
6δ
(C,i)成立的假设以及

不等式(25)得出.
由不等式(26)可知,引理9成立.证毕.
引理10. 给定整数i∈ [0,360k-3 ],如果不等式

∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j , i)≤ 
6δ
(C, i)成 立,则 不 等 式

∑
k*

j=1|C*
j |δ(f*

j ,i)≤ (1+)opt成立.

证明. 定义s(c)=argminc'∈ iδ(c',c)∀ ∈C,并令

sj =argminc∈ iδ(c,f
*
j )∀C*

j ∈ *\ i.可以得出,不等式

δ(sj,f*
j )≤ 1

|C*
j |∑

c∈C*j

δ(s(c),f*
j )     

≤ 1
|C*

j | ∑
c∈C*j

δ(s(c),c)+δ(C*
j ,f*

j )  

= 1
|C*

j |
[δ(C*

j ,i)+δ(C*
j ,f*

j )] (27)

对于任意 C*
j ∈ *\ i 都成立,其中,第1步根据sj =

argminc∈ iδ(c,f
*
j )这一事实得出,第2步基于三角不等式

得到,第3步根据s(c)和δ(C*
j ,i)的定义得到.因此,

 ∑
k*

j=1
|C*

j |δ(f*
j ,i)

= ∑
C*j ∈ *\i

|C*
j |δ(f*

j ,i)+ ∑
C*j ∈ i

|C*
j |δ(f*

j ,i)

≤ ∑
C*j ∈ *\i

|C*
j |δ(f*

j ,i)+(1+
2
)∑
C*j ∈ i

|C*
j |rj

= ∑
C*j ∈ *\i

|C*
j |δ(f*

j ,i)+(1+
2
)∑
C*j ∈ i

δ(C*
j ,f*

j )

= ∑
C*j ∈ *\i

|C*
j |δ(f*

j ,sj)+(1+
2
)∑
C*j ∈ i

δ(C*
j ,f*

j )

≤ ∑
C*j ∈ *\i

δ(C*
j ,i)+(1+

2
)∑

k*

j=1
δ(C*

j ,f*
j )

= ∑
C*j ∈ *\i

δ(C*
j ,i)+(1+

2
)opt

(28)

其中,第2步根据 i 的定义得到,第3步根据rj 的定义得

到,第5步基于不等式(27)得出.

由引理10中不等式∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)≤
6δ
(C,

i)成立这一假设可知,

δ(C,i)= ∑
C*j ∈ *\ i

δ(C*
j ,i)+ ∑

C*j ∈ i

δ(C*
j ,i)

≤
6δ
(C,i)+ ∑

C*j ∈ i

δ(C*
j ,i)

该不等式说明,

 δ(C,i)

≤ 6
6-∑C*j ∈ i

δ(C*
j ,i)

≤ 6
6-∑C*j ∈ i

(δ(C*
j ,f*

j )+|C*
j |δ(f*

j ,i))

≤
6(/2+2)
6- ∑

C*j ∈ i

δ(C*
j ,f*

j )

=
12+3
6- ∑C*j ∈ i

δ(C*
j ,f*

j )

(29)

其中,第2步利用三角不等式得出,第3步根据 i 的定义

得到.

由不等式(29)和∑C*j ∈ *\ i
δ(C*

j ,i)≤
6δ
(C,i)

这一假设可知,

∑
C*j ∈ *\ i

δ(C*
j ,i)≤

12+3
6-

·
6 ∑

C*j ∈ i

δ(C*
j ,f*

j )

≤
12+3
6-

·
6∑

k*

j=1
δ(C*

j ,f*
j )

≤
2∑

k*

j=1
δ(C*

j ,f*
j )=

2opt
(30)

其中,第3步根据的取值范围得出.由不等式(28)和不等

式(30)可知,

∑
k*

j=1
|C*

j |δ(f*
j ,i)≤ (1+)opt

因此,引理10成立.证毕.
引理12. 存在一个设施集合 H⊆V*,使得不等式|H|

≤k*和Δ(C,H,τ)≤ (1+4)opt成立.

证明. 令i为 [k*]中的一个整数.给定整数j∈
[4-1log(n-1)],令L*(i,j)={f∈F:δ(f,s*i )∈((1+

)j-1 ρ
2n2
,(1+)j ρ

2n2
]}表示F中与s*i 的距离在区间((1+

)j-1 ρ
2n2
,(1+)j ρ

2n2
]内的设施组成的集合,并令L*(i,0)=

{f∈F:δ(f,s*i )≤ρ
2n2
}表示F中与s*

i 的距离不超过ρ
2n2

的设施组成的集合.不等式(4)说明,δ(s*i ,f*
i )≤ (1+)ρ.

由此可知,当j= 4-1log(n-1)时,不等式

(1+)j ρ
2n2 >

(1+)ρ≥δ(s*i ,f*
i )

成立.由该不等式和L*(i,j)与L*(i,0)的定义可知,存在

一个整数j∈ [0,4-1log(n-1)]使得式f*
i ∈L*(i,j)成

立.本节考虑以下两种情况:(1)f*
i ∈L*(i,0);(2)存在一
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个满足f*
i ∈L*(i,j)的整数j∈ [4-1log(n-1)].

在情况(1)中,令f'i =argminf∈L*(i,0)τ(f)表示集合

L*(i,0)中最小负载最低的设施.f'i 的定义说明τ(f'i)≤

τ(f*
i ).此外,由算法2的第4步操作可知f'i ∈V*.可以

得出,

 δ(C*
i ,f'i)

≤|C*
i |δ(f*

i ,f'i)+δ(C*
i ,f*

i )

≤|C*
i |[δ(s*i ,f*

i )+δ(s*i ,f'i)]+δ(C*
i ,f*

i )

≤2|C*
i |ρ2n2+δ(C*

i ,f*
i )

≤|C*
i |opt

n +δ(C*
i ,F*

i )

(31)

其中,第1步和第2步基于三角不等式得出,第3步根据

f*
i ,f'i ⊆L*(i,0)这一假设以及L*(i,0)的定义得到,第4
步基于不等式(5)得到.

下面分 析 存 在 一 个 整 数j∈ [4-1log(n-1) ]使 得

f*
i ∈L*(i,j)的情况.在该情况下,令 G*(i,j)表示算法

Partition(I,k*,(s*1 ,…,s*k* ),,ρ)在第7步中为 L*(i,j)

构造的2(1+)j ρ
2n2-

数据网,令f† =argminf∈G*(i,j)δ(f*
i ,

f)表示集合 G*(i,j)中与f*
i 距离最近的设施,并定义

J(f†)= {f∈L*(i,j):δ(f,f†)= minf'∈G*(i,j)δ(f,f')}.

f† 和J(f†) 的 定 义 说 明 f*
i ∈ J(f†). 令 f'i =

argminf∈J(f†)τ(f)表示集合J(f†)中最小负载最低的设施.
由该定义可知τ(f'i)≤τ(f*

i ).此外,由算法2的第10步操

作可知,f'i∈V* ∩J(f†)⊆V* ∩L*(i,j).根据数据网

的定义以及f† 是L*(i,j)的2(1+)j ρ
2n2-

数据网成员且

{f*
i ,f'i⊆J(f†)这一事实可以得出,

δ(f†,f*
i )+δ(f†,f'i)≤22(1+)j ρ

2n2
(32)

因此,

 δ(C*
i ,f'i)

≤|C*
i |δ(f*

i ,f'i)+δ(C*
i ,f*

i )

≤|C*
i |[δ(f†,f*

i )+δ(f†,f'i)]+δ(C*
i ,f*

i )

≤2|C*
i |2(1+)j ρ

2n2+δ(C*
i ,f*

i )

≤2|C*
i |δ(s*i ,f*

i )+δ(C*
i ,f*

i )

(33)

其中,第1步和第2步根据三角不等式得出,第3步根据不

等式(32)得出,第4步根据f*
i ∈L*(i,j)这一假设以及

L*(i,j)的定义得出.
不等式(31)和不等式(33)说明,任意整数i∈ [k*]都

满足

 δ(C*
i ,f'i)

≤2|C*
i |δ(s*i ,f*

i )+|C*
i |opt

n +δ(C*
i ,f*

i )

(34)

将不等式(34)的两端在i∈ [k*]的范围内求和可以得出,

 ∑
k*

i=1
δ(C*

i ,f'i)

≤∑
k*

i=1
2|C*

i |δ(s*i ,f*
i )+|C*

i |opt
n +δ(C*

i ,f*
i )  

≤2∑
k*

i=1
|C*

i |δ(s*i ,f*
i )+(1+)opt

≤ (1+)(1+2)opt
≤ (1+4)opt

(35)

其中,第3步基于引理11得到,第4步基于的取值范围

得出.
正如前文所述,每个整数i∈ [k*]都满足f'i ∈V* 和

τ(f'i)≤τ(f*
i ).这说明:对于每个整数i∈[k*],将设施f'i

开设并将C*
i 中的每个用户连接到f'i 可以构造I 的可行

解.基于这一事实可以得出,

Δ(C,{f'1,…,f'k* },τ)≤∑
k*

i=1
δ(C*

i ,f'i)

≤ (1+4)opt
其中,第2步基于不等式(35)得到.该不等式说明,引理12
成立.证毕.

引理13. 给定整数k'∈ [k]、C中的k'个用户s1,…,

sk' 以及实数ρ'>0,算法Partition(I,k',(s1,…,sk'),,ρ')
的时间复杂度为 (nk-d)O(1),且该算法生成的集合V 满足

|V|≤-O(d)klogn.

证明. 给定整数i∈[k']和j∈[4-1log(n-1)],令

L(i,j)={f∈F:δ(f,si)∈((1+)j-1ρ'
2n2
,(1+)jρ'

2n2
]}、

L(i,0)= {f∈F:δ(f,si)≤ρ
2n2
}.算法2在第7步中基于

引理4为集合L(i,j)构造2(1+)jρ'
2n2-

数据网G(i,j).可

以得出,不等式

|G(i,j)|≤
max

a,b∈L(i,j)
δ(a,b)

2(1+)jρ'(2n2)  
d

≤ 2(1+)jρ'(2n2)
2(1+)jρ'(2n2)  

d

=-O(d) (36)

对于任意i∈ [k']和j∈ [4-1log(n-1)]都成立,其中,

第1步基于引理4得到,第2步根据集合L(i,j)的定义以

及三角不等式得出.由算法2的第4步和第10步操作可知,

|V|≤∑
k'

i=1
∑

4-1log(n-1)

j=1
|G(i,j)|+k'

≤-O(d)k'logn

≤-O(d)klogn (37)

其中,第2步根据不等式(36)得出.
对于每对整数i∈ [k']和j∈ [4-1log(n-1)],引理
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4说明算法2构造数据网G(i,j)所需时间不超过

2O(d)|L(i,j)|log|L(i,j)|≤2O(d)nlogn
此外,算法2在|V|个设施集合中为每个集合寻找最小负

载最大的设施,所需时间不超过 (nk-d)O(1).结合这一事实

与不等式(37)可知,引理13成立.证毕.
引理14. 给定一个满足|H|≤k的设施集合H ⊆F,

可以在 (|C|·|H|)O(1)时间内找到IP1的最优解.
证明. 由最小费用循环流问题的定义(定义3)可知,

实例 ((V,E),h,u,l)的一个可行解 {xab}需要满足

xab ∈N≥0 ∩ [l(a,b),u(a,b)]∀(a,b)∈E (38)

和

∑
b:(a,b)∈E

xab = ∑
b:(b,a)∈E

xba∀a∈V (39)

由式(38)和(39)以及边集E的定义可知,我们可以利用以下

整数规划描述实例 ((V,E),h,u,l).

min ∑
(a,b)∈E

h(a,b)xab IP2

s.t. ∑
c∈C

xcf =xfv2 ≥τ(f) ∀f∈H (40)

∑
f∈H

xcf =xv1c =1 ∀c∈C (41)

xcf ∈ [0,1] ∀c∈C,f∈H (42)

∑
f∈H

xfv2 =xv2v1 =∑
c∈C

xv1c =|C| (43)

xab ∈N≥0 ∀(a,b)∈E (44)

  在整数规划IP2中:约束条件(40)基于等式l(f,v2)=
τ(f)∀f∈H 得出;约束条件(41)基于等式u(v1,c)=l(v1,

c)=1∀c∈C得出;约束条件(42)根据任意f∈H 和c∈C
都满足等式u(c,f)=1和l(c,f)=0这一事实得出;约束

条件(43)基于等式u(v2,v1)=l(v2,v1)=|C|得出.
给定一个满足约束条件(40)和(41)的解 {xab},可以

得出,

∑
f∈H

xfv2 = ∑
f∈H,c∈C

xcf =|C| (45)

其中,第1步根据约束条件(40)得出,第2步根据约束条件

(41)得出.同理可得,

∑
c∈C

xv1c = ∑
f∈H,c∈C

xcf =|C| (46)

由等式(45)和等式(46)以及函数h的定义可知,IP2可以被

改写为以下整数规划.

min ∑
c∈C,f∈H

δ(c,f)xcf IP3

s.t. ∑
c∈C

xcf ≥τ(f) ∀f∈H (47)

∑
f∈H

xcf =1 ∀c∈C (48)

xcf ∈ {0,1} ∀c∈C,f∈H (49)

xv2v1 =|C| (50)

xfv2 =∑
c∈C

xcf ∀f∈H (51)

xv1c =∑
f∈F

xcf ∀c∈C (52)

  在整数规划IP3中,集合E\{(c,f):c∈C,f∈H}中的

边所对应变量的取值可以直接基于约束条件(50)、(51)和
(52)得出,且其取值与目标函数值不相关.由此可知IP3等

价于IP1.因此,我们可以基于引理4中给出的最小费用循

环流问题求解算法在 (|C|·|H|)O(1)时间内构造IP1的最

优解.证毕.

引理15. 算法3的时间复杂度为 (-dklogn)O(k)nO(1),

其构造的解 (H,σ)满足Δ(C,H,τ)≤ (1+4)opt.

证明. 令 表示算法3利用算法1构造的用户集合.

构造该集合所需时间为O(ndk-3),其规模为O(k-3).令

[]k' 表示算法3基于 和整数k'∈[k]构造的笛卡尔乘积、

表示算法3循环调用算法2得到的候选开设设施集合所

组成的集合.算法3调用算法2的次数不超过

|C||F|∑
k

k'=1
|[]k'|=|C||F|∑

k

k'=1
| |k'

≤k|C||F|| |k

≤nO(1)(k-1)O(k).

由此可知,

| |≤nO(1)(k-1)O(k) (53)

引理13说明,调用算法2生成每个设施集合V ∈ 所需时

间不超过 (nk-d)O(1),且集合V 满足|V|≤-O(d)klogn.给

定集合V∈ 和满足|H|≤k的子集H ⊆V,算法3基于

引理14在 (nk)O(1)时间内构造候选解.令W 表示该算法构

造的候选解集合.算法3返回W 中费用最低的解.可以得出,

|W|≤ ∑
V∈

|V|k

≤| |(-O(d)klogn)k

≤ (-dklogn)O(k)nO(1) (54)

其中,第2步基于每个集合V∈ 都满足|V|≤-O(d)klogn

这一事实得出,第3步基于不等式(53)得出.综上所述,不等

式(53)和不等式(54)说明算法3的运行时间为

O(ndk-3)+| |(nkd)O(1)+|W|(nk)O(1)

≤ (-dklogn)O(k)nO(1).

  下面分析算法3的近似比.令 (H,σ)表示算法3为实

例I构造的解.令V* 表示算法 Partition(I,k*,(s*1 ,…,

s*k* ),,ρ)构造的候选开设设施集合.由ρ∈{|C∪F|δ(c,

f):c∈C,f∈F},k* ∈[k],且(s*1 ,…,s*k* )∈[]k
*

这一

事实可知,V* ∈ .因此,

Δ(C,H,τ)= min
(H',σ')∈W

Δ(C,H',τ)

≤ min
H'⊆V* ∧|H'|≤k

Δ(C,H',τ)

≤ (1+4)opt
其中,第2步根据V* ∈ 这一事实得出,第3步根据引理

12得出.该不等式说明,引理15成立.证毕.
推论1. 给定一个满足C∪F⊂ d 的最小负载受限

k-中位问题实例 (C,F,k,τ)和一个常数∈ (0,0.5],可以

2161



 7期 张 震等:最小负载受限k-中位问题的近似方案

在O(|C|dk+(log|C|k-1)O(1))时间内构造一个满足

‖D‖ ≤(log|C|k-1)O(1)和|D|≤|C|的多重集合D⊂
d,使得式Δ(D,H,τ)∈[1-,1+]Δ(C,H,τ)对于满足

|H|≤k的任意设施集合H ⊆F都成立.
证明. 给定一个用户集合A⊂ d、一个满足|H|≤

k和H ⊆F的设施集合 H = (f1,…,f|H|}以及一个矩阵

M ∈ℤk×1
≥0,按照与引理7相同的方式定义Δ(A,H,M),并

定义 M(H)= M ∈ ℤk×1
≥0:Mi1 ≥τ(fi)∀fi ∈H.由Δ(A,

H,τ)和Δ(A,H,M)的定义可知,

Δ(A,H,τ)= min
M∈M(H)

Δ(A,H,M) (55)

  令D 表示引理7中的算法针对整数k、实数和集合C

在O(|C|dk+(log|C|k-1)O(1))时间内构造的多重集合.

令 H ⊆F 表示一个规模不超过k 的设施集合.令 M1 =
argminM∈M(H)Δ(C,H,M)、M2 =argminM∈M(H)Δ(D,H,M).
可以得出,

Δ(D,H,τ)=Δ(D,H,M2)

≥ (1-)Δ(C,H,M2)

≥ (1-)Δ(C,H,M1)

= (1-)Δ(C,H,τ) (56)

其中,第1步基于M2的定义和等式(55)得出,第2步基于引

理7得出,第3步根据 M1 的定义得出,第4步基于 M1 的定

义和等式(55)得出.同理可得,

Δ(D,H,τ)=Δ(D,H,M2)

≤Δ(D,H,M1)

≤ (1+)Δ(C,H,M1)

= (1+)Δ(C,H,τ) (57)

其中,第2步根据 M2 的定义得出,第3步根据引理7得出.

由不等式(56)和不等式(57)可知,Δ(D,H,τ)∈[1-,

1+]Δ(C,H,τ).因此,推论1成立.证毕.

引理16. 给定一个满足C∪F⊂ d 的最小负载受限

k-中位问题实例 (C,F,k,τ)和一个常数∈ (0,0.5],可以

在O(|C|dk+(log|C|k-1)O(1))时间内构造一个满足

d'≤-O(1)(logk+loglog|C|)的映射g: d → d' 和一个

满足|D|≤|C|和D⊂ d' 的最小负载受限k-中位问题

实例 (D,{g(f):f ∈F},k,τ),使得式 Δ(D,{g(f):f ∈

H},τ)∈ [1-,1+3]Δ(C,H,τ)对于满足|H|≤k的任

意设施集合 H ⊆F都成立.

证明. 给定实例(C,F,k,τ)和常数,令B表示推论1

构造的多重集合,令B† 表示B 中唯一元素构成的集合,令

g: d → d' 表示引理6针对常数和集合B† 构造的映射,

并定义多重集合 D = {g(c):c∈B}.由推论1和引理6
可知,

|D|=|B|≤|C| (58)

且

d'=O(-2log|B†|)   

=O(-2log‖B‖)

≤-O(1)(logk+loglog|C|) (59)

  令τ(g(f))=τ(f)∀f∈F.给定满足|H|≤k的设施

集合 H ⊆F,可以得出

 Δ(D,{g(f):f∈H},τ)

∈ [1,1+]Δ(B,H,τ)
⊆ [1-,(1+)2]Δ(C,H,τ)
⊆ [1-,1+3]Δ(C,H,τ)

(60)

其中,第1步根据引理6得到,第2步根据推论1得到.
由不等式(58)、不等式(59)和式(60)可知,引理16成

立.证毕.
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Background
  Lower-boundedk-medianisacommonlyencountered
probleminthefieldoftheoreticalcomputerscience.An
instanceofthisprobleminvolvesapositiveintegerkalong
withasetofclientsandfacilitiesinametricspace,where

eachfacilityisassignedwithapositivelowerbound.The
objectiveistoopenatmostkfacilitiesandconnecttheclients
totheopenedfacilities.Thisconnectionneedstoensurethat
thenumberofclientsconnectedtoeachfacilitymeetsor
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exceedstherespectivelowerbound,whilethetotalclient-
connectioncostisminimized.Thelower-boundedk-median

problemfindsapplicationsinmanydifferentareas,including
transportationplanning,networkoptimization,andprivacy-

preservingcomputing.Thus,considerableattentionhasbeen
devoted to devising approximation algorithms for the

problem.Thestate-of-the-artapproximationguaranteesfor
theproblemaretheratiosof516+εobtainedinpolynomial
timeand3+εobtainedinfixed-parametertractabletime
(parameterizedbyk).

Consideringonlytheclientsandfacilitieslocatedin
Euclideanspacesisafrequentlyusedwayforrelaxingthe
lower-boundedk-medianproblem.A seriesof(1+ε)-
approximation algorithms running in fixed-parameter
tractabletimeforthe problem have been proposedin
Euclideanspaces.Unfortunately,thesealgorithmscanyield
feasiblesolutionsonlytothecontinuesinstances,wherethe
facilitiesareuniformintheassociatedlowerboundsandcan

beopenedatarbitrarylocationsofthespaces.
Inthispaperwefocusonthecasewherethefacilityset

isfiniteandtheassociatedlowerboundsarenon-uniform.
Weshowthatforeachfacilityopenedinanoptimalsolution
totheconsideredinstance,asetofO(kε-3)clientsselected
withD-samplingcontainsaclientnearit.Basedonthis
result,wereducethesolutionsearchspaceandproposea
(1+ε)-approximationalgorithmwithrunningtimeO(ndk+
(kε-1)kε-O(1)nO(1))timeind-dimensionalEuclideanspace,

wherendenotesthenumberoftheclientsandfacilities.
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