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摘　要　连续型演化算法（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＥＡｓ）的计算时间分析（Ｒｕｎｔｉｍｅａｎａｌｙｓｉｓ）是演化计算理论研究
中的难点和热点问题，相较于离散型演化算法，有关前者的理论结果相对较少，数学基础较为薄弱．该文引入鞅论
和停时理论，建立了平均增益模型，以估算连续型演化算法的平均首达时间（ＥｘｐｅｃｔｅｄＦｉｒｓｔＨｉｔｔｉｎｇＴｉｍｅ，ＥＦＨＴ）
上界．平均增益模型建立在一个非负随机过程的基础上，不依赖于算法具体的实现形式．论文介绍了如何应用该模
型进行连续型演化算法的计算时间分析．作为案例分析，研究分析了：（１）带自适应步长的非精英（１，λ）ＥＳ（Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ
Ｓｔｒａｔｅｇｙ）求解球函数问题的平均首达时间，得到了３维情形下的时间上界的闭合表达式，并讨论了确保算法收敛
条件下步长与子代种群规模λ之间的关系；（２）（１＋λ）ＥＳ求解２维倾斜平面问题的平均首达时间，得到了上界的闭
合表达式．数值实验的结果表明实际的平均首达时间与理论计算的上界吻合．理论分析和实验结果表明平均增益
模型有助于获得连续型演化算法平均首达时间紧致的上界，为连续型演化算法的计算时间分析提供了一种新的有
效方法．
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１　引　言
演化算法（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＥＡｓ）是

一类受自然进化过程启发而产生的自适应搜索算
法．随着演化算法在各类优化问题的应用中取得丰
硕的成果，此类算法的理论研究日益引起学者们的
关注［１２］．

计算时间（ｒｕｎｔｉｍｅ）分析是当前演化算法理论
研究的热点问题．直观来讲，计算时间分析的目标是
分析算法在运行中至少找到一个最优解或者好的近
似最优解所需的适应值评估次数．计算时间可用首
次到达相关的随机过程的某个状态集的时间来衡
量［３］．由于演化算法的随机性本质，这类算法的计算
时间分析并不容易．

早期的研究主要关注简单演化算法如（１＋１）ＥＡ
求解具有良好结构特性的伪布尔函数的计算时
间［４６］．这些研究展示了一些有用的数学方法和
工具，并得到了关于某些实例的理论结果．当前，
（１＋１）ＥＡ的计算时间分析已经逐渐从简单伪布尔
函数拓展到具有实际应用背景的组合优化问题．
Ｏｌｉｖｅｔｏ等人分析了（１＋１）ＥＡ求解顶点覆盖问题
的某些实例的计算时间［７］．Ｌｅｈｒｅ等人精选了计算
唯一输入输出序列问题的几个实例，对（１＋１）ＥＡ

的计算时间作了分析［８］．Ｚｈｏｕ等人针对（１＋１）ＥＡ
求解以下几个组合优化问题的某些实例进行了一系
列的近似性能分析：最小标签生成树问题［９］、多处理
器调度问题［１０］、最大割问题［１１］以及最大叶子生成树
问题［１２］，取得了丰硕的理论成果．

伴随着（１＋１）ＥＡ理论研究的进展，很多数学
方法和工具被提出，如马尔可夫链［１３］、与收敛速率
相结合的吸收马尔可夫链［１４］、转换分析（ｓｗｉｔｃｈ
ａｎａｌｙｓｉｓ）［１５］、基于适应值分割的方法［１６１７］，等等．特
别地，由Ｈｅ等人引入的漂移分析（ｄｒｉｆｔａｎａｌｙｓｉｓ）［６］
已被证明是演化算法计算时间分析的一种强有力的
技巧．Ｊｇｅｒｓｋüｐｐｅｒ将马尔可夫链分析与漂移分析
相结合，重新考察了“标准（１＋１）ＥＡ在线性函数上
的计算时间”这一问题，显著改进了期望计算时间的
上界［１８］．通过把漂移分析和接管时间（ｔａｋｅｏｖｅｒ
ｔｉｍｅ）概念结合起来，Ｃｈｅｎ等人从理论上讨论了
基于种群的演化算法在单模问题上的时间复杂
度［１９］．漂移分析的一些变体也被提出来了，Ｏｌｉｖｅｔｏ
等人［２０］引进了一个简化的漂移分析定理，用以证
明（１＋１）ＥＡ在Ｎｅｅｄｌｅ、ＯｎｅＭａｘ以及Ｍａｘｉｍｕｍ
Ｍａｔｃｈｉｎｇ问题上的计算时间下界．Ｒｏｗｅ等人［２１］提
出了可变漂移（ｖａｒｉａｂｌｅｄｒｉｆｔ），即漂移量随着当前
的状态单调递减，以此求得（１，λ）ＥＡ在ＯｎｅＭａｘ问
题上计算时间从指数式变为多项式的阈值是λ≈
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５ｌｏｇ１０狀．Ｗｉｔｔ［２２］使用乘法漂移分析（ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ
ｄｒｉｆｔａｎａｌｙｓｉｓ）得到了（１＋１）ＥＡ在线性函数上平均
计算时间的紧致的界．这些研究充分展示了漂移分
析是演化算法计算时间分析中的强有力工具，而且
针对它的改进是当前的一个研究重点．演化算法在
带噪声的环境中常常显示出较强的鲁棒性，但是有
关的理论研究很少．Ｄｒｏｓｔｅ［２３］分析了（１＋１）ＥＡ在
带噪声的ＯｎｅＭａｘ函数上的计算时间，得到了多项
式时间复杂度下的最大噪声强度．在此基础上，Ｑｉａｎ
等学者探讨了带噪声的适应值函数是怎样影响演化
算法的计算时间［２４］，通过严格的计算时间分析指
出，采样可以显著地加快演化算法在带噪声环境中
的优化时间［２５］．

综上所述，现有的关于演化算法计算时间分析
的工作主要集中于离散优化问题，较少关于演化算法
在连续搜索空间上的计算时间分析．通过研究算法趋
于最优解时的单步平均空间增益，Ｊｇｅｒｓｋüｐｐｅｒ［２６２７］
运用瓦尔德等式首次对（１＋１）ＥＳ和（１＋λ）ＥＳ求
解球函数问题的计算时间进行了严格而冗长的
分析．Ａｇａｐｉｅ等人［２８］在较强的假设条件下，建立了
（１＋１）ＥＳ的更新过程模型，并分析了（１＋１）ＥＳ求
解２维倾斜平面问题的首达时间．张宇山等人［２９］基
于停时理论，将首达时间视为停时，提出了分析演化
算法首达时间的新模型，并以此分析了（１＋λ）ＥＳ在
倾斜平面问题上的平均首达时间．从理论上讲，漂移
分析适用于离散优化和连续优化情形，然而，关于漂
移分析应用于后者的理论结果却不多见［３０］．受漂移
分析的思想启发，黄翰等人［３１］提出了平均增益模型
以估计（１＋１）ＥＡ在球函数问题上的平均计算时
间．然而，文献［３１］所提方法具有局限性，只是针对
连续型（１＋１）ＥＡ求解球函数的计算时间这一具体
案例建立模型，所有的理论结果（模型、定理、推论）
都严重依赖于此具体案例，故在某种意义上是专用
的（ａｄｈｏｃ），使得该模型与具体的案例纠缠在一起，
没能抽象上升为一般的模型．此外，该文原始的证明
是基于黎曼积分，因此数学上的严格性和一般性都
需要加强．

本文的目的在于将文献［３１］所提出的模型进一
步严格化，并加以推广，使之成为分析演化算法计算
时间的通用模型．为了将所提的模型从特定的算法
和问题分离出来，本文将模型建立在一个非负随机
过程｛犡狋；狋＝０，１，２，…｝之上，从而脱离了具体的案
例，使其理论高度得以提升．通过引入鞅论，将首达

时间视为停时．本文将鞅论和停时理论结合起来，建
立起估计连续型演化算法平均首达时间上界的通用
公式．在实例分析部分也比文献［３１］更进一步，我们
用所提的方法分析了：（１）自适应步长的非精英
（１，λ）ＥＳ求解球函数问题的计算时间，并讨论了步
长和子代种群规模λ的关系；（２）带均匀分布变异
算子的（１＋λ）ＥＳ求解２维倾斜平面问题的平均首
达时间．数值试验结果表明，本文的理论分析与实际
情形相一致．与（１＋１）ＥＳ和（１＋λ）ＥＳ在球函数问
题和倾斜平面问题上的计算时间分析［２６２８］相比较，
本文的方法更简便且可以得到更紧的时间上界．

２　问题描述与数学建模
２１　连续型演化算法

本小节简要介绍连续型演化算法的基本知识．
不失一般性，假定本文的演化算法被用来处

理连续搜索空间中的最小化问题．给定搜索空间
犛犚狀和函数犳：犛→犚，我们的任务是要找到至
少一个全局最优化解狓∈犛，使得函数的最小值
犳犳（狓）＝ｍｉｎ狓∈犛犳（狓）．

一个典型的演化算法求解问题的步骤可以简要
描述如下［３０］．

算法１．　演化算法．
输入：初始种群
输出：包含到目前为止找到的最好解的种群
１．随机地生成一个初始种群犘＝｛ξ１，ξ２，…，ξμ｝；
２．ＷＨＩＬＥ（终止条件不满足）
（１）通过交叉和／或变异从犘中产生一个子代犘′＝
｛ξ′１，ξ′２，…，ξ′λ｝；

（２）通过从犘∪犘′或犘′中选择μ个个体产生一个新
的父代种群犘；

３．输出到目前为止找到的含最好解的种群．
将第狋代种群表示为犘狋＝｛ξ狋１，ξ狋２，…，ξ狋μ｝，狋＝

０，１，２，…．令犳（犘狋）ｍｉｎ｛犳（狓）：狓∈犘狋｝为种群犘狋
的适应值，定义犡狋＝犳（犘狋）－犳，则犡狋可被视为基
于种群的ＥＡ到最优解的某种特定的距离值．由于
考虑的是最小化优化问题，显然，｛犡狋｝∞狋＝０是一个非
负随机过程．
２２　上鞅与停时

本论文分析的对象是表达为｛犡狋｝∞狋＝０的离散时
间非负随机过程，其中犡狋０，狋＝０，１，…．就演化算
法而言，犡狋可以代表（１＋１）ＥＡ求解ＯｎｅＭａｘ问题
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时第狋代的位串中０位的个数、基于种群的ＥＡ到
最优解的某种特定的距离值，等等．

根据随机过程理论［３２］，设（Ω，!，犘）是一个概率
空间，｛犢狋｝∞狋＝０为（Ω，!，犘）上的随机过程．!狋＝σ（犢０，
犢１，…，犢狋）!

，狋＝０，１，…为!

的自然σ代数流．
σ代数!狋包含了由犢０，犢１，…，犢狋生成的所有事件，
即直到时刻狋为止的全部信息．显然，!０!１…
!狀…．

在概率论中，鞅是公平赌博的数学模型，描述过
去事件的知识无助于使未来期望收益最大．具体来
讲，鞅是一列随机变量即随机过程，在此过程中的任
一特定时刻，下一时刻的平均值等于当前时刻的观
察值，即使之前所有观测值的信息已知．

鞅描述的是公平赌博，而上鞅和下鞅则分别描
述了不利赌博与有利赌博，这两者的当前观测值未
必等于未来值的条件期望，前者的当前观测值在条
件数学期望的意义下是未来值的上界，而后者是下
界．下面给出上鞅的正式定义．

定义１［３２］．　设｛!狋，狋０｝为!

的单调递增子
σ代数序列．称随机过程｛犛狋｝∞狋＝０为关于｛!狋，狋０｝或
｛犢狋｝∞狋＝０的上鞅，如果｛犛狋｝∞狋＝０是｛!狋，狋０｝适应的（即
对任意的狋＝０，１，２，…，犛狋在!狋上可测），犈（犛狋）＜
＋∞，且对任意的狋＝０，１，２，…，有犈（犛狋＋１｜!狋）犛狋．

定义１表明，上鞅在平均意义下是递减的．
徐宗本等人［３３］首次运用鞅论研究了遗传算法

的几乎必然强收敛性，这为演化算法的理论研究提
供了一种全新的分析工具，我们在此基础上，运用鞅
论来研究演化算法的计算时间．

在演化算法的计算时间分析中，人们通常感兴
趣于在一次运行的过程中，算法首次找到最优解所
需的迭代次数，这就是所谓的“首达时间”［６］，可以用
停时来描述它．在概率论中，特别是随机过程的研究
中，停时（亦称为马尔可夫时间）是一种特殊类型的
“随机时间”：一个随机变量，它的取值代表某个给定
的随机过程表现出特定的行为的时间．停时的正式
定义如下．

定义２［３２］．　设｛犢狋｝∞狋＝０是一个随机过程，犜是
一个非负整值随机变量．若对任意的狀＝０，１，２，…，
有｛犜狀｝∈!狀＝σ（犢０，犢１，…，犢狀），则称犜为关于
｛犢狋｝∞狋＝０的停时．

设
!狀＝σ（犡０，犡１，…，犡狀），狀０，犜０＝ｍｉｎ｛狋

０：犡狋＝０｝．可得狀０，｛犜０狀｝＝∪
狀

犽＝０
｛犜０＝犽｝＝

∪
狀

犽＝０
｛犡０＞０，…，犡犽－１＞０，犡犽＝０｝∈!狀，故首达时间

犜０是一个关于｛犡狋｝∞狋＝０的停时．
引理１［３２］．　设｛犛狋｝∞狋＝０是关于｛犢狋｝∞狋＝０的上鞅，

且犜是关于｛犢狋｝∞狋＝０的有界停时，则
犈（犛犜｜!０）犛０ （１）

在式（１）中，上鞅｛犛狋｝∞狋＝０的下标从固定的时间狋
改为随机变量—停时犜，而犛０依然保持为上界．

引理２．　设狊∧犜０＝ｍｉｎ｛狊，犜０｝，狊＝０，１，２，…，
则狊∧犜０对任意固定的狊是关于｛犡狋｝∞狋＝０的有界
停时．

证明．　当狊固定时，显然狊∧犜０是有界的．接
下来我们将证明狊∧犜０是一个停时．

犿０，｛狊∧犜０犿｝＝｛狊犿｝∪｛犜０犿｝．
（１）当犿狊，｛狊犿｝∪｛犜０犿｝＝Ω∪｛犜０

犿｝＝Ω∈!犿；
（２）当犿＜狊，｛狊犿｝∪｛犜０犿｝＝Φ∪｛犜０

犿｝＝｛犜０犿｝∈!犿．
根据定义２，结论得证． 证毕．

３　平均增益模型
平均增益模型来源于文献［３１］，其中一步平均

变化量δ狋＝犈（犡狋－犡狋＋１｜!狋），狋０被称为平均增
益．基于平均增益，犜０的期望的上界可以估计如下．

定理１．　设｛犡狋｝∞狋＝０为一个随机过程，满足对任
意的狋０，犡狋０．假定犈（犜０）＜∞，若狋０，

犈（犡狋－犡狋＋１｜!狋）α＞０，则犈（犜０｜犡０）犡０α．
证明．　定义犣狋＝犡狋＋狋α，狋＝０，１，２，…，则

犈（犣狋＋１｜!狋）＝犈（犡狋＋１＋（狋＋１）α｜!狋）
＝犈（犡狋－（犡狋－犡狋＋１）＋（狋＋１）α｜!狋）
＝犡狋－犈（犡狋－犡狋＋１｜!狋）＋（狋＋１）α
（条件期望的性质）

犡狋－α＋（狋＋１）α
＝犡狋＋狋α＝犣狋．

由定义１，｛犣狋｝∞狋＝０是一个关于｛犡狋｝∞狋＝０的上鞅．
根据引理１和２，可得

犈（犣狊∧犜０｜!０）＝犈（犣狊∧犜０｜犡０）犣０＝犡０．
于是
犈（犡狊∧犜０＋（狊∧犜０）α｜犡０）＝
犈（犡狊∧犜０｜犡０）＋α犈（狊∧犜０｜犡０）犡０．
由于狊∧犜０犜０，犡狊∧犜００，运用勒贝格控制收
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敛定理，得
犡０ｌｉｍ狊→∞犈（犡狊∧犜０｜犡０）＋αｌｉｍ狊→∞犈（狊∧犜０｜犡０）
α犈（犜０｜犡０）．
这意味着犈（犜０｜犡０）犡０α． 证毕．
定理１与文献［６］中的定理１的结论有相似之

处，不同之处在于本文运用鞅论和控制收敛定理进
行了严格的数学证明，此为其一；

其二，文献［６］中的定理１只适用离散优化情
形，本文的定理１是为下文的定理２做铺垫，定理２
可以用于连续优化情形，理由如下：

定理１中的α是一个不依赖于犡狋的常数，故必
须使用δ狋在狋＝０，１，２，…时的一致下界，很多情况
下该一致下界会非常小，甚至接近于零，这将导致首
达时间犜０的上界非常松．此外，犜０通常适用于离散
优化中的演化算法，对于连续型演化算法，我们感兴
趣的是对于ε近似解的首达时间，可表达为犜ε＝
ｍｉｎ｛狋０：犡狋ε｝．基于定理１，可得到关于犜ε的上
界的通用定理．

定理２．　设｛犡狋｝∞狋＝０是一个随机过程，对任意的
狋０，均有犡狋０．令犺：［０，犃］→犚＋为一单调递增
可积函数．若当犡狋＞ε＞０时，犈（犡狋－犡狋＋１｜!狋）
犺（犡狋），则对犜ε成立

犈（犜ε｜犡０）１＋∫犡０

ε
１
犺（狓）ｄ狓 （２）

证明．　令犵（狓）＝
０， 狓ε

∫狓

ε
１
犺（狋）ｄ狋＋１，狓＞

烅
烄

烆 ε
，可得

（１）当狓＞ε，狔ε时，

犵（狓）－犵（狔）＝∫狓

ε
１
犺（狋）ｄ狋＋１１．

（２）当狓＞ε，狔＞ε时，

犵（狓）－犵（狔）＝∫狓

狔
１
犺（狋）ｄ狋

狓－狔
犺（狓）．

于是有
（１′）当犡狋＞ε，犡狋＋１ε时，

犈（犵（犡狋）－犵（犡狋＋１）｜!狋）１．
（２′）当犡狋＞ε，犡狋＋１＞ε时，

犈（犵（犡狋）－犵（犡狋＋１）｜!狋）

犈犡狋－犡狋＋１犺（犡狋）!（ ）狋
＝１
犺（犡狋）犈（犡狋－犡狋＋１｜!狋）１．

根据以上推导，可得当犡狋＞ε＞０时，犈（犵（犡狋）－
犵（犡狋＋１）｜!狋）１．注意到犜ε＝ｍｉｎ｛狋０：犡狋ε｝＝
ｍｉｎ｛狋０：犵（犡狋）＝０｝犜犵

０．假定犡０＞ε，由定理１，
得到

犈（犜ε｜犡０）＝犈（犜犵
０｜犵（犡０））犵

（犡０）
１

＝１＋∫犡０

ε
１
犺（狋）ｄ狋． 证毕．

在定理２中，平均增益δ狋的下界犺（犡狋）随犡狋的
变化而变化，故无需寻找δ狋在狋＝０，１，２，…上的一致
下界，这有助于获得首达时间犜ε的更紧上界．从定
理２可推得以下的特例．

推论１．　设｛犡狋｝∞狋＝０是一个随机过程，对任意的
狋０，有犡狋０．若存在０＜狇１，使得犈（犡狋－犡狋＋１｜
!狋）狇犡狋（犡狋＞ε＞０），则对犜ε成立

犈（犜ε｜犡０）１狇ｌｎ
犡０（）ε＋１ （３）

证明．　令犺（狓）＝狇狓，显然犺（狓）单调递增，可
积．由定理２可得

犈（犜ε｜犡０）∫犡０

ε
１
犺（狓）ｄ狓＋１＝∫犡０

ε
１
狇狓ｄ狓＋１

＝１狇ｌｎ
犡０（）ε＋１． 证毕．

令犜ε＝ｍｉｎ｛狋０：犡狋ε｝为连续型演化算法找
到ε近似解的首达时间，平均增益δ狋的计算在估计
犜ε的上界时起到关键作用．

对于大部分演化算法，种群犘狋＋１的状态仅仅
依赖于种群犘狋．在这种情形下，随机过程｛犘狋｝∞狋＝０可
用马尔可夫链来建模［６，１３］．相应的，｛犡狋｝∞狋＝０也可视
为马尔可夫链．在这样的场合中，平均增益δ狋＝
犈（犡狋－犡狋＋１｜!狋）可被简化为δ狋＝犈（犡狋－犡狋＋１｜
犡狋），这将使得计算相对更简便．

对于具有马尔可夫性的演化算法，如果采用与
第２节相同的记号，则只需把定理１、２和推论１中
的犈（犡狋－犡狋＋１｜!狋）改为犈（犡狋－犡狋＋１｜犡狋），所有的
结论依然成立．以下是相应的结果．

定理１′．　设｛犡狋｝∞狋＝０是一个与演化算法相关
联的随机过程，对任意的狋０，有犡狋０．假定
犈（犜０）＜＋∞．若对任意的狋０，有犈（犡狋－犡狋＋１｜
犡狋）α＞０，则犈（犜０｜犡０）犡０α．

定理２′．　设｛犡狋｝∞狋＝０是一个与演化算法相关联
的随机过程，对任意的狋０，有犡狋０．设犺：［０，犃］→
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犚＋是一个单调递增，可积函数．如果在犡狋＞ε＞０
时，有犈（犡狋－犡狋＋１｜犡狋）犺（犡狋），则对犜ε有犈（犜ε｜
犡０）１＋∫犡０

ε
１
犺（狓）ｄ狓．

推论１′．　设｛犡狋｝∞狋＝０是一个与演化算法相关联
的随机过程，对任意的狋０，有犡狋０．如果存在
０＜狇１，使得犈（犡狋－犡狋＋１｜犡狋）狇犡狋（犡狋＞ε＞０），
则对犜ε成立

犈（犜ε｜犡０）１狇ｌｎ
犡０（）ε＋１．

在下一节，我们将使用所提出的方法分析自适
应步长的（１，λ）ＥＳ在球函数问题上的计算时间以及
（１＋λ）ＥＳ在倾斜平面问题上的计算时间．

４　案例分析
４１　（１，λ）犈犛在球函数问题上的平均首达时间分析

本小节我们考察非精英（１，λ）ＥＳ：在每一步迭
代中，一个父代个体通过变异产生λ个子代个体，然
后其中适应值最小的个体被选出来作为下一代的父
代个体．值得注意的是新的父代个体不一定比旧的
父代个体更优．（１，λ）ＥＳ的流程可描述如下．

算法２．　（１，λ）ＥＳ．
输入：初始个体狓０和初始步长犾０
输出：满足给定精度ε的解
１．初始化狓０，犾０，置狋＝０
２．ＷＨＩＬＥ（终止条件未满足）
（１）ＦＯＲ犻＝１ｔｏλ
　狔狋，犻＝狓狋＋犾狋·狌

（２）ＥＮＤＦＯＲ
（３）狓狋＋１＝ａｒｇｍｉｎ狓∈｛狔狋，１，…，狔狋，λ｝

犳（狓）
（４）调整犾狋＋１
（５）狋←狋＋１

３．输出解
其中的狌是一个均匀分布在狀维单位超球面上

的随机向量，犾狋是步长或称变异超球的半径．我们
考虑球函数犳（狓）＝∑

狀

犻＝０
狓２犻的最小化，显然最小值为

犳＝犳（０，０，…，０）＝０．
假设算法已经到达某个点狓狋∈犛，狋＝０，１，…，
定义犡狋＝犳（狓狋）－犳．由狓狋产生的新点（解）分

布在一个半径为犾狋，中心为狓狋的超球表面上．由于
问题的等值线和变异超球在旋转后依然是不变的，
故可分析问题在平面上的投影，如图１所示．令

犳（狓狋）＝犚２，犳（狔狋，犻）＝狉２犻，犻＝１，２，…，λ．半径为犚的
大圆代表问题犳（狓）＝犚２的等值线，其圆心即为最优
解．半径为犾的小圆代表变异超球．由于对称性，我
们可将分析局限于ω∈［０，π］情形．

R

ω

l

r

h

图１　参数空间的横截面

根据余弦定理，狉２＝犚２－２犾犚ｃｏｓω＋犾２，于是
犚２－狉２＝２犾犚ｃｏｓω－犾２．为了应用推论１，需计算

犈犡狋－犡狋＋１犡狋 犡（ ）狋，为此，我们定义相对增量犞为
犞＝犚

２－狉２
犚２ ＝２犪ｃｏｓω－犪２ （４）

其中犪＝犾／犚．
此处的角度ω是一个随机变量，因为狉是随机

生成的．关于角度ω的概率密度函数，有以下的
引理．

引理３［３４］．　角度ω的概率密度函数为

狆ω（狓）＝ｓｉｎ狀－２狓
犅１
２，
狀－１（ ）２

·１［０，π］（狓） （５）

其中犅（·，·）代表Ｂｅｔａ函数，１犃（狓）表示集合犃的
示性函数．

为了避免复杂而冗长的计算，不失一般性，我们
在余下的部分考虑狀＝３的情形．

如式（４）所示，相对增量犞由角度ω决定，故也
是一个随机变量，它的概率密度函数可计算如下．

引理４．　对于狀＝３，给定犡狋＝犚２，相对增量犞
的概率密度函数为

狆犞（狏）＝１４犪·１犛犪（狏） （６）
其中犛犪＝［－２犪－犪２，２犪－犪２］．

证明．　对于狀＝３，注意到犅１
２，（ ）１＝２，故根

据引理３得到狆ω（狓）＝ｓｉｎ狓２·１［０，π］（狓）．

由犞＝２犪ｃｏｓω－犪２得ω＝ａｒｃｃｏｓ犞＋犪
２

２（ ）犪，
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故

狆犞（狏）＝狆ωａｒｃｃｏｓ狏＋犪
２

２（ ）［ ］犪 ·ａｒｃｃｏｓ狏＋犪
２

２（ ）［ ］犪
′
狏
，

２犪ｃｏｓπ－犪２狏２犪ｃｏｓ０－犪２．
经过化简，得到狆犞（狏）＝１４犪·１犛犪（狏）．也就是说

犞服从区间犛犪＝［－２犪－犪２，２犪－犪２］上的均匀
分布． 证毕．

根据算法２，当（１，λ）ＥＳ到达点狓狋（狋＝０，１，…）
时，产生λ个子代个体，表示为狔狋，犻（犻＝１，２，…，λ），
然后狓狋＋１＝ａｒｇｍｉｎ狓∈｛狔狋，１，…，狔狋，λ｝

犳（狓）被选为下一代的父代个

体．令犳（狔狋，犻）＝狉２犻，犞犻＝犚
２－狉２犻
犚２ ，则犞犻（犻＝１，２，…，

λ）与犞独立同分布．
由于狓狋＋１＝ａｒｇｍｉｎ狓∈｛狔狋，１，…，狔狋，λ｝

犳（狓），这等价于犡狋－犡狋＋１犡狋 ＝
ｍａｘ｛犞犻：犻＝１，２，…，λ｝并记为犞ｍａｘ，其概率密度函
数计算如下．

引理５．　给定犡狋＝犚２，则犞ｍａｘ的概率密度函
数为
狆犞ｍａｘ（狓）＝λ·狆犞（狓）·犘λ－１｛犞狓｝·１犛犪（狓）（７）
证明．　犞ｍａｘ的分布函数为
犘｛犞ｍａｘ狓｝＝犘｛犞１狓，…，犞λ狓｝

＝犘λ｛犞狓｝，
因此

狆犞ｍａｘ（狓）＝
ｄ犘λ｛犞狓｝

ｄ狓
＝λ·狆犞（狓）·犘λ－１｛犞狓｝·１犛犪（狓）．证毕．

令犜ε＝ｍｉｎ｛狋０：犡狋ε｝，我们基于推论１估
计首达时间犜ε的上界．

定理３．　当犪＝犾狋／犡槡狋＝（λ－１）／（λ＋１），λ
２时，对于犜ε有下式成立

犈（犜ε｜犡０）λ＋１λ（ ）－１
２
ｌｎ犡０（）ε＋１ （８）

证明．　根据引理４、５，可得

　犈犡狋－犡狋＋１犡狋 犡（ ）狋＝犈（犞ｍａｘ｜犡狋）

　　　＝∫２犪－犪２

－２犪－犪２
狓·狆犞ｍａｘ（狓）ｄ狓

＝∫２犪－犪２

－２犪－犪２
狓·λ·１４犪·

狓＋２犪＋犪２
４（ ）犪

λ－１
ｄ狓

＝２犪·λ－１λ＋１－犪
２ （９）

将式（９）关于犪求导，可得当犪＝λ－１λ＋１，λ２

时，式（９）取得其最大值λ－１
λ（ ）＋１

２
∈（０，１），其中

λ２．
根据推论１，下式成立

犈（犜ε｜犡０）λ＋１λ（ ）－１
２
ｌｎ犡０（）ε＋１．证毕．

定理３表明如果选择步长犾狋＝λ－１λ（ ）＋１·犡槡狋，
则非精英（１，λ）ＥＳ能够收敛到球函数的最优解的

ε邻域且平均首达时间的上界为λ＋１λ（ ）－１
２
ｌｎ犡０（）ε＋１．

４２　（１＋λ）犈犛在倾斜平面问题上的平均首达时间
分析
倾斜平面（ｉｎｃｌｉｎｅｄｐｌａｎｅ）问题是一个基本的连

续优化问题，Ａｇａｐｉｅ等人［２８］引入更新过程理论，分
析了带均匀分布变异算子的（１＋１）ＥＳ在该问题
上的平均运行时间．本小节将他们的分析推广到
（１＋λ）ＥＳ情形．本小节讨论的目标函数是二维倾斜
平面（ｉｎｃｌｉｎｅｄｐｌａｎｅ）［２８］：
犳（狓１，狓２）＝狓２，（狓１，狓２）∈犛＝［－犪，犪］×［０，犪］，犪＞０．

显然，ｍａｘ（狓１，狓２）∈犛
犳（狓１，狓２）＝犪，当狓２＝犪时取到最

大值．
图２描述了倾斜平面投影到狓１犗狓２面的示意

图，平面沿着坐标轴狓２正向以４５度角倾斜．

-a

O

a

a

x

1

x

2

t

ξ

·

图２　倾斜平面的投影

（１＋λ）ＥＳ的算法流程如下所示．
算法３．　（１＋λ）ＥＳ．
输入：初始个体；
输出：最优个体；
１．初始化，随机生成１个个体狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈犚狀；
２．通过变异产生λ个中间个体；
３．从这１＋λ个个体中选择１个最佳个体；
４．若终止条件满足，则停止；否则回到２．
步骤２的变异算子采用［－０．５，０．５］上的均匀
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分布：对于父代个体狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）中的每个分
量狓犻（犻＝１，２，…，狀），令狔犻＝狓犻＋狕犻，狕犻～犝［－０．５，
０．５］，狕１，…，狕狀相互独立，生成一个中间个体狔＝
（狔１，狔２，…，狔狀）．对父代个体狓重复λ次变异操作，
共独立产生λ个中间个体狔．

由于本小节讨论的是二维连续优化问题，故可
设ξ狋＝（狓狋１，狓狋２）∈犛犚２，狋＝０，１，…为算法的第狋
代个体．定义犡狋＝犪－犳（ξ狋）＝犪－狓狋２，记η狋＝犡狋－
犡狋＋１＝狓狋＋１２－狓狋２，狋＝０，１，２，…．下面的引理描述了
η狋（狋＝０，１，２，…）的分布．

引理６．　η狋（狋＝０，１，２，…）独立同分布，分布函
数犉（狓）＝!

｛η狋狓｝为

犉（狓）＝

０， 狓＜０

（）１２λ
， 狓＝０

狓＋（ ）１２λ
，０＜狓１２

１， 狓＞

烅

烄

烆
１
２

（１０）

证明．　记狓狋２（狋＝０，１，…）表示第狋代个体的第
２个分量，狓～狋２，１，狓～狋２，２，…，狓～狋２，λ分别为第狋代个体经变
异后产生的λ个中间个体的第２个分量，则狓～狋２，犽＝
狓狋２＋狕犽，狕犽～犝［－０．５，０．５］（犽＝１，２，…，λ）且相互
独立．于是第狋＋１代个体的第２个分量为

狓狋＋１２＝
狓狋２， ｍａｘ

犽＝１，２，…，λ
狓～狋２，犽狓狋２

ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

狓～狋２，犽，ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

狓～狋２，犽＞狓狋烅
烄

烆 ２
．

根据η狋（狋＝０，１，…）的定义，可得

η狋＝
０， ｍａｘ

犽＝１，２，…，λ
狕犽０

ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

狕犽，０＜ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

狕烅
烄
烆 犽

．

由算法的搜索过程可知，每一次迭代时均匀随机
变量狕犽（犽＝１，２，…，λ）都是独立产生的，故η狋（狋＝０，
１，…）独立同分布，其分布函数犉（狓）＝!

｛η狋狓｝为
（１）当狓＜０时：犉（狓）＝０；
（２）当狓＝０时：

　犉（狓）＝!

｛η狋狓｝＝!

｛η狋＝０｝＝!

｛ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

狕犽０｝

＝∏
λ

犽＝１
!

｛狕犽０｝＝（）１２λ
；

（３）当０＜狓１２时：
犉（狓）＝!

｛η狋狓｝＝!

｛ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

狕犽狓｝

＝∏
λ

犽＝１
!

｛狕犽狓｝＝狓＋（ ）１２λ
；

（４）当狓＞１２时：犉（狓）＝１

即　犉（狓）＝

０， 狓＜０

（）１２λ
， 狓＝０

狓＋（ ）１２λ
，０＜狓１２

１， 狓＞

烅

烄

烆
１
２

．证毕．

不妨假定算法在初始化时从原点出发，即ξ０＝
（狓０１，狓０２）＝（０，０），此时犡０＝犪，由定理２可得如下
结论．

定理４．　在本案例中，首达时间犜ε满足

犈（犜ε｜犡０）１＋２（λ＋１）（犪－ε）
λ－１＋（）１２λ （１１）

证明．　对于狋＝０，１，２，…
犈（犡狋－犡狋＋１｜犡狋）＝犈（η狋｜犡狋）

＝∫＋∞

－∞
狓ｄ犉（狓）

＝∫
１
２

０
狓·λ狓＋（ ）１２λ－１

ｄ狓

＝∫
１
２

０
狓＋（ ）１２·λ狓＋（ ）１２λ－１

ｄ狓－

∫
１
２

０
１
２·λ狓＋（ ）１２λ－１

ｄ狓

＝∫
１
２

０
·λ狓＋（ ）１２λ

犱狓＋（ ）１２－∫
１
２

０
１
２犱狓＋（ ）１２λ

＝λ
λ＋１狓＋（ ）１２λ＋１１

２

０
－１２狓＋（ ）１２λ１

２

０

＝
λ－１＋（）１２λ

２（λ＋１）．
于是对于ε＞０，成立
犈（犜ε｜犡０）１＋∫犪

ε

２（λ＋１）
λ－１＋（）１２λｄ狓　

＝１＋２（λ＋１）（犪－ε）
λ－１＋（）１２λ． 证毕．

５　数值实验
５１　（１，λ）犈犛求解球函数问题

定理３给出了３维情形下平均首达时间上界的
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解析表达式．我们通过实验来验证理论结果，实验设

置为：固定误差ε＝０．０１；置狓０＝１
槡３
，１
槡３
，１
槡

烄
烆

烌
烎３
，此

时犡０＝１；对每一个λ，将算法２在３维球函数上运
行３００轮；用犜ε犻表示第犻轮的ε邻域首达时间；定

义犈（犜ε｜犡０）＝
∑
３００

犻＝１
犜ε犻

３００，可被认为是平均首达时间的

估计量．表１比较了实际的平均首达时间犈（犜ε｜犡０）
与理论的时间上界λ＋１λ（ ）－１

２
ｌｎ犡０（）ε＋１．

表１　（１，λ）犈犛平均首达时间和理论上界的比较

λ 犈（犜ε｜犡０）
λ＋１
λ（）－１

２
ｌｎ犡０（）ε＋１

３ ８．５７ １９．４２
５ ６．８９ １１．３６
１５ ４．１３ ７．０１
２５ ３．２７ ６．４０
５０ ２．２３ ５．９９

从表１可以看出，犈（犜ε｜犡０）随λ增大而减少，
意味着当种群规模增大时，平均首达时间将减少．造
成这一现象的原因是当种群规模λ变大时，对搜索
空间的采样将更频繁重复，于是能够更容易地找到
最优解．从表１还可看出理论的时间上界与实际实
验结果相吻合．

图３展示了λ分别为３、５、１５、２５、５０的（１，λ）ＥＳ
的收敛过程，可以看出（１，λ）ＥＳ收敛速度很快，这与
表１的结果是吻合的．

!"#$
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λ

图３　（１，λ）ＥＳ的收敛过程

文献［２６］运用瓦尔德等式分析了（１＋λ）ＥＳ求
解球函数问题的计算时间，过程冗长而复杂，而且只
给出了渐进的结果．相比之下，我们的方法更加简便

直观，而且可得到较为紧致的界．
５２　（１＋λ）犈犛求解倾斜平面问题

实验设置：固定误差ε＝０．０１；置ξ０＝（狓０１，狓０２）＝
（０，０），犪＝１０，此时犡０＝１０；对每一个λ，将算法３
在２维倾斜平面上运行３００轮．表２对实际的平
均首达时间犈（犜ε｜犡０）与理论的时间上界１＋
２（λ＋１）（犪－ε）
λ－１＋（）１２λ作了比较．

表２　（１＋λ）犈犛平均首达时间和理论上界的比较

λ 犈（犜ε｜犡０）
１＋２（λ＋１）（犪－ε）
λ－１＋（）１２λ

１ ８０．３７ ８１．００
３ ３６．５４ ３８．６５
５ ２８．８６ ３０．７７
１０ ２３．７８ ２５．４４
２０ ２２．２３ ２３．１０
３０ ２２．１３ ２２．３８
４０ ２１．８９ ２２．０２

从表２可以看出，实际运行结果与理论上界非
常接近，这说明我们得到的理论上界很紧致．此外，
随着λ的增大，实际平均首达时间和理论上界都趋
于定值，即
ｌｉｍ
λ→∞
１＋２（λ＋１）（犪－ε）

λ－１＋（）１２λ＝１＋２（犪－ε）≈２１．

文献［２８］引入更新过程为（１＋１）ＥＳ建模，分析
了（１＋１）ＥＳ在２维倾斜平面问题上的平均首达时
间，得到了较为紧致的闭合表达式．但是更新过程
需要对算法的每一步位移作独立同分布的假设，
这个要求比较高，限制了该模型的适用范围，而我
们的方法无需该假设，而且我们还将（１＋１）ＥＳ推
广到（１＋λ）ＥＳ，得到了更一般的结果．

６　结　论
本文在文献［３１］的基础上进一步深化，提出的

平均增益模型是建立在非负随机过程｛犡狋；狋＝０，１，
２，…｝之上，从而使得模型与具体算法和问题脱离
开，从理论高度上进一步发展了文献［３１］的模型．通
过将鞅论与停时理论相结合，我们建立了一个通用
的公式（式（２））以估计连续型演化算法的平均首达
时间上界．所提模型的核心是定理２，在定理中，平
均增益δ狋的下界犺（犡狋）依赖于犡狋，故无需找到δ狋
在所有狋＝０，１，２，…上的一致下界，这有助于减少

２３６ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１９年

《
 计
 算
 机
 学
 报
 》



计算量并通过积分获得首达时间犜ε的较为紧致
的上界．

当将该模型应用于连续型演化算法的计算时
间分析时，由于大多数演化算法可以用马尔可夫
链建模，此时平均增益δ狋＝犈（犡狋－犡狋＋１｜!狋）可以
简化为δ狋＝犈（犡狋－犡狋＋１｜犡狋），这会使得计算相对更
容易些．

在实例分析中，我们分析了：（１）带自适应步长
的非精英（１，λ）ＥＳ在３维球函数问题上的计算时
间，并得到了平均首达时间上界的解析表达式．该分
析还表明假如步长犾狋和子代种群规模λ满足特定的
条件，则非精英（１，λ）ＥＳ将收敛到全局最优；（２）带
均匀分布变异算子的（１＋λ）ＥＳ在２维倾斜平面问
题上的计算时间，并得到了平均首达时间上界的解
析表达式．两个案例分析都表明λ越大，平均首达时
间就越小．数值实验显示理论分析与实际情况相吻
合．遵循类似的方法，我们的理论结果也可推广到狀
维的场合，当然这需要更为复杂精细的计算．

值得注意的是，本文所提模型实际上不仅仅适
用于连续型演化算法，也适用于离散型演化算法，这
可从推导过程看出．目前，我们正在利用统计学的方
法设计实验，结合平均增益模型，从理论和实验数据
两方面来分析具有实际背景的演化算法的计算时
间，使得目前的工作可以对算法的实际应用起到指
导作用．
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ｓｔａｎｄｔｈｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｏｆＥＡｓｍｏｒｅｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，ａｎｄｇｕｉｄｅｓｕｓｔｏ
ｄｅｓｉｇｎｍｏｒｅｅｆｆｉｃｉｅｎｔＥＡｓｉｎｐｒａｃｔｉｃｅ．Ｉｎｃｏｎｔｒａｓｔｔｏｆｒｕｉｔｆｕｌ
ｒｅｓｅａｒｃｈｒｅｓｕｌｔｓｏｆＥＡｓｉｎｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｒｅｓｕｌｔｓｏｎｔｈｅｒｕｎｔｉｍｅａｎａｌｙｓｉｓａｒｅｓｔｉｌｌｆｅｗ．Ｔｈｅｉｎｈｅｒｅｎｔ
ｒａｎｄｏｍｎｅｓｓｏｆＥＡｓｍａｋｅｓｉｔｈａｒｄｔｏａｎａｌｙｚｅｔｈｅｒｕｎｔｉｍｅ．Ｔｈｅ

ｅｘｉｓｔｉｎｇｗｏｒｋｏｎｒｕｎｔｉｍｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆＥＡｓｍａｉｎｌｙｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｓ
ｏｎｄｉｓｃｒｅｔｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ
ｏｆＥＡｓｏｎｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｓｅａｒｃｈｓｐａｃｅｒｅｍａｉｎｓｒｅｌａｔｉｖｅｌｙｆｅｗ，
ｗｈｉｃｈｉｓｕｎｓａｔｉｓｆａｃｔｏｒｙｆｒｏｍａｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｐｏｉｎｔｏｆｖｉｅｗ．
Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｓｔｏｐｐｉｎｇｔｉｍｅａｎｄ

ｍａｒｔｉｎｇａｌｅｔｈｅｏｒｙｔｏｅｓｔａｂｌｉｓｈａｇｅｎｅｒａｌａｖｅｒａｇｅｇａｉｎｍｏｄｅｌｔｏ
ｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅｅｘｐｅｃｔｅｄｆｉｒｓｔｈｉｔｔｉｎｇｔｉｍｅｏｆ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＥＡｓ．Ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｏｄｅｌｉｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｏｎａｎｏｎ
ｎｅｇａｔｉｖｅｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｐｒｏｃｅｓｓａｎｄｄｏｅｓｎｏｔｎｅｅｄｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ
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ｏｆＭａｒｋｏｖｐｒｏｐｅｒｔｙ．Ａｆｔｅｒｗａｒｄｓ，ｗｅｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｈｏｗｔｈｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｄｍｏｄｅｌｃａｎｂｅａｐｐｌｉｅｄｔｏｔｈｅｆｉｒｓｔｈｉｔｔｉｎｇｔｉｍｅａｎａｌｙｓｉｓ
ｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＥＡｓ．Ｉｎｔｈｅｅｎｄ，ａｓｃａｓｅｓｓｔｕｄｙ，ｗｅａｎａｌｙｚｅ
（１）ｔｈｅｆｉｒｓｔｈｉｔｔｉｎｇｔｉｍｅｏｆｔｈｅｎｏｎｅｌｉｔｉｓｔ（１，λ）ＥＳｗｉｔｈ
ａｄａｐｔｉｖｅｓｔｅｐｓｉｚｅｏｎＳｐｈｅｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｕｓｉｎｇｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄ
ａｐｐｒｏａｃｈ，ａｎｄｄｅｒｉｖｅａｃｌｏｓｅｄｆｏｒｍｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｔｉｍｅ
ｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒ３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃａｓｅ．Ｗｅａｌｓｏｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅ
ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｔｅｐｓｉｚｅａｎｄｔｈｅｏｆｆｓｐｒｉｎｇｓｉｚｅλｔｏ
ｅｎｓｕｒｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ；（２）ｔｈｅｅｘｐｅｃｔｅｄｆｉｒｓｔｈｉｔｔｉｎｇｔｉｍｅｏｆ
ｔｈｅ（１＋λ）ＥＳｏｎｔｈｅ２ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｎｃｌｉｎｅｄｐｌａｎｅ，ａｎｄｄｅｒｉｖｅ
ａｃｌｏｓｅｄｆｏｒｍｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｔｉｍｅｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄ．Ｔｈｅ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｍｏｄｅｌｈｅｌｐｓｔｏ
ｏｂｔａｉｎｔｉｇｈｔｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｆｏｒｔｈｅｅｘｐｅｃｔｅｄｆｉｒｓｔｈｉｔｔｉｎｇｔｉｍｅｏｆ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＥＡｓ．

ＴｈｉｓｗｏｒｋｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌ
ＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（６１８７６２０７），ｔｈｅＧｕａｎｇｄｏｎｇ

ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｕｎｄｓｆｏｒＤｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄＹｏｕｎｇＳｃｈｏｌａｒ
（２０１４Ａ０３０３０６０５０），ｔｈｅＭｉｎｉｓｔｒｙｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎＣｈｉｎａＭｏｂｉｌｅ
ＲｅｓｅａｒｃｈＦｕｎｄｓ（ＭＣＭ２０１６０２０６），ａｎｄｔｈｅＧｕａｎｇｄｏｎｇＨｉｇｈ
ＬｅｖｅｌＰｅｒｓｏｎｎｅｌｏｆＳｐｅｃｉａｌＳｕｐｐｏｒｔＰｒｏｇｒａｍ（２０１４ＴＱ０１Ｘ６６４）．
Ｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅｓｅｐｒｏｊｅｃｔｓ，ｏｕｒｒｅｓｅａｒｃｈｇｒｏｕｐｃｏｎｄｕｃｔｓ
ｒｅｓｅａｒｃｈａｒｏｕｎｄｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆｂｉｏｉｎｓｐｉｒｅｄ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎｒｅｃｅｎｔｙｅａｒｓ，ａｎｄｈａｓａｃｈｉｅｖｅｄｓｏｍｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ａｃｈｉｅｖｅｍｅｎｔｓｏｎｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎｄｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ
ｏｆｓｏｍｅｂｉｏｉｎｓｐｉｒｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｓｕｃｈａｓＥＡｓ，ＡＣＯ，ＰＳＯ．Ｗｅ
ｈａｖｅｐｕｂｌｉｓｈｅｄｓｏｍｅｒｅｌａｔｅｄｒｅｓｅａｒｃｈｐａｐｅｒｓｏｎａｕｔｈｏｒｉｔａｔｉｖｅ
ｊｏｕｒｎａｌｓａｔｈｏｍｅａｎｄａｂｒｏａｄｓｕｃｈａｓ犛犮犻犲狀犮犲犆犺犻狀犪，犆犺犻狀犲狊犲
犑狅狌狉狀犪犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉狊，犑狅狌狉狀犪犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犚犲狊犲犪狉犮犺犪狀犱
犇犲狏犲犾狅狆犿犲狀狋，犐犈犈犈犜狉犪狀狊犪犮狋犻狅狀狊狅狀犛狔狊狋犲犿，犕犪狀，犪狀犱
犆狔犫犲狉狀犲狋犻犮狊，犘犪狉狋犅（犆狔犫犲狉狀犲狋犻犮狊），犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犛犮犻犲狀犮犲狊，
犆犾狌狊狋犲狉犆狅犿狆狌狋犻狀犵，犖犲狌狉犪犾犆狅犿狆狌狋犻狀犵犪狀犱犃狆狆犾犻犮犪狋犻狅狀狊，
ｅｔｃ．
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