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摘　要　计算时间分析是进化算法理论基础研究中的重要课题，也是一大难点．该文基于停时理论，结合时齐马氏过

程的性质，将进化算法的首达时间视为停时，提出了分析进化算法首达时间的一个新方法．在此框架下，Ｌｅｖｅｌｒｅａｃｈｉｎｇ

ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｉｑｕｅ作为特例得到了严格的证明．为展示如何用该理论方法分析具体问题，以（１＋λ）ＥＡ求解ＰＥＡＫ

函数和（１＋λ）ＥＳ求解倾斜平面问题为实例，分析了平均首达时间．结果表明，该文所提出的方法不但适用于离散

优化问题也适用于连续优化问题，具有通用性．
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１　引　言

进化算法（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＥＡｓ）主

要包括遗传算法（ＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧＡ）、进化

规划（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＥＰ）、进化策略

（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎＳｔｒａｔｅｇｙ，ＥＳ），是受自然进化过程启发

而产生的一大类随机启发式算法．遗传算法主要用

于求解离散搜索空间的组合优化问题，而进化规划

和进化策略则主要针对求解连续优化问题．随着研

究的深入，三者有互相融合的趋势．当前，进化算法

取得了丰硕的应用成果，主要集中在算法的改进和

应用上，大多数是实证研究，相对来说，对于进化算

法的运行理论机理研究比较少，这主要归结于进化

算法运行的随机性本质．进化算法的理论基础研究

有助于回答进化算法“为何有效”及“何时有效”的本

质性问题，揭示算法的动态行为，从而对参数的选择

和算法的应用具有指导作用．计算时间分析是进化

算法理论基础研究中的一大难点和热点［１］，近年来

受到国内外相关学者的关注．

进化算法的计算时间，简而言之是指算法找到

最优解或满意解所需的迭代次数，亦称运行时间

（ｒｕｎｔｉｍｅ），是衡量算法优劣的重要指标．为了便于

分析，很多研究都是针对（１＋１）ＥＡ展开的．尽管

（１＋１）ＥＡ是一种简单的进化算法，但其依然有理

论研究的价值，是进化算法计算时间分析的一个基

本模型．通过深入研究（１＋１）ＥＡ，可以揭示进化算

法的动态行为，为分析更复杂的算法提供有用的工

具．（１＋１）ＥＡ的个体通常为二进制位串，但也有不

采用二进制位串的变体［２３］，种群规模为１，在每一

步迭代中父代个体通过变异产生子代个体，然后选

择二者中较优的个体作为下一步迭代的父代个体．

Ｄｒｏｓｔｅ等人
［４］通过分析（１＋１）ＥＡ在诸如ＯｎｅＭａｘ

函数、ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ函数、ＢｉｎＶａｌ函数等伪布尔函数

（即犳：｛０，１｝
狀
→犚）上的计算时间，证明了（１＋１）ＥＡ

求解线性伪布尔函数的平均运行时间为Θ（狀ｌｎ狀）；

他们还构造了一个单峰函数的实例，证明（１＋１）ＥＡ

在其上的计算时间复杂度为指数式，推翻了一些学

者之前的猜想．该论文得到的结果以及提出的数学

工具和分析方法都极具启发性．Ｗｅｇｅｎｅｒ
［５］总结了

分析（１＋１）ＥＡ求解伪布尔函数的时间复杂度的常

用数学工具和方法．近年来，对（１＋１）ＥＡ的计算时

间分析开始从伪布尔函数推广到具有现实背景的组

合优化问题．Ｏｌｉｖｅｔｏ等人
［６］针对顶点覆盖问题

（ＶｅｒｔｅｘＣｏｖｅｒＰｒｏｂｌｅｍｓ）分析了（１＋１）ＥＡ在其上

的表现，证明对于图中每个节点的度不大于２的实

例，（１＋１）ＥＡ能够有效地找到最小覆盖．计算唯一

输入输出序列（ＵｎｉｑｕｅＩｎｐｕｔＯｕｔｐｕｔｓｅｑｕｅｎｃｅｓ，

ＵＩＯ）是有限状态机一致性测试中的一个基本且困

难的问题，Ｌｅｈｒｅ和 Ｙａｏ
［２］挑选了此类问题的几个

实例，分析了（１＋１）ＥＡ 的时间复杂性．Ｚｈａｎｇ等

人［３］分析了（１＋１）ＥＡ求解一个ＴＳＰ实例和指派问

题实例的计算时间复杂度．Ｂｏｒｉｓｏｖｓｋｙ和Ｅｒｅｍｅｅｖ
［７］

以（１＋１）ＥＡ作为基准算法，讨论（１＋１）ＥＡ在何种

条件下优于其他的ＥＡｓ．

针对一般进化算法的首达时间（ＦｉｒｓｔＨｉｔｔｉｎｇ

Ｔｉｍｅ，ＦＨＴ）分析，Ｈｅ和Ｙａｏ
［８９］提出了一个基于马

尔可夫过程的通用框架，这涉及到复杂的矩阵计算．

Ｊａｎｓｅｎ等人
［１０］通过分析（１＋λ）ＥＡ在 ＯｎｅＭａｘ和

ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ等函数上的首达时间，初步探讨了子

代种群规模大小对进化算法性能的影响．Ｙｕ和

Ｚｈｏｕ
［１１］结合吸收态马尔可夫链与收敛速率，提出了

一个估计平均首达时间的新方法．黄翰、郝志峰等

人［１２１３］运用吸收态马尔可夫链模型分析了蚁群算法

和进化规划的计算时间复杂度．Ｊｇｅｒｓｋüｐｐｅｒ
［１４］把

马尔可夫链和Ｄｒｉｆｔａｎａｌｙｓｉｓ
［１５］结合起来，重新分析

了（１＋１）ＥＡ在线性函数上的运行时间上界，得到

较精确的估计值．这些研究成果表明，充分利用进化

算法的马尔可夫性是分析进化算法计算时间的一条

可行之路．除马尔可夫链之外，Ｄｒｉｆｔａｎａｌｙｓｉｓ
［１５１６］也

是一个强大的数学工具，其思想直观，有望成为进化

算法计算时间分析的通用工具．但是实际应用中定

理条件较难验证．Ｏｌｉｖｅｔｏ和 Ｗｉｔｔ
［１７］对Ｄｒｉｆｔａｎａｌｙｓｉｓ

进行了简化，得到一个更易于验证的Ｄｒｉｆｔ定理，计

算了（１＋１）ＥＡ在几个伪布尔函数和最大匹配问题

实例上的运行时间下界．Ｃｈｅｎ等人
［１８］对基于种群

的ＥＡｓ在单峰函数上的时间复杂度展开了分析．他

们通过将ｔａｋｅｏｖｅｒｔｉｍｅ概念和Ｄｒｉｆｔａｎａｌｙｓｉｓ方法

相结合，提出了一个新的分析方法．他们选择两个单

峰函数（ＯｎｅＭａｘ和ＬｅａｄｉｎｇＯｎｅｓ）为实例，分析了

不带交叉算子的（犖＋犖）ＥＡ的平均首达时间上界，

并讨论了将此方法推广到处理更复杂问题的可

能性．

当前的进化算法计算时间分析主要集中在离

散搜索空间的情形，连续型进化算法如进化规划

和进化策略的计算时间分析成果目前相对较少．
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Ｊｇｅｒｓｋüｐｐｅｒ
［１９２０］对基本的进化策略———（１＋１）ＥＳ

在连续优化中的运行时间进行了研究，其分析过程

比较冗长．黄翰等人
［１３］运用吸收态马尔可夫链模

型，建立了进化规划算法时间复杂度分析的一般

框架，并以Ｇａｕｓｓ变异进化规划算法为例，分析了

期望收敛时间．Ａｇａｐｉｅ等人
［２１］引入更新过程理论，

分析了带均匀变异算子的（１＋１）ＥＳ在倾斜平面

（ｉｎｃｌｉｎｅｄｐｌａｎｅ）问题上的计算时间，取得了比较精

确的结果．需要指出的是，按更新过程｛犖（狋），狋０｝

的定义，犖（狋）＝ｓｕｐ｛狀：犛狀狋｝，犛０＝０，犛狀＝∑
狀

犽＝１

犡犽，

｛犡犽，犽１｝是独立同分布的非负随机变量．为了能

引用更新过程的有关结论，需假设（１＋１）ＥＳ在倾斜

平面上的每一步位移独立同分布．这是很强的假设，

甚至比马尔可夫性要求还高，现实中只有少数情况

才可能满足，所以该分析方法的适用范围受到很大

的局限．

受已有的理论分析方法如Ｄｒｉｆｔａｎａｌｙｓｉｓ、马尔

可夫过程模型、更新过程模型等的思想的启发，本文

引入停时（ｓｔｏｐｐｉｎｇｔｉｍｅ）理论作为工具，把进化算

法的ＦＨＴ视作停时，利用时齐马氏过程的性质，提

出了分析进化算法平均首达时间（ＥｘｐｅｃｔｅｄＦｉｒｓｔ

ＨｉｔｔｉｎｇＴｉｍｅ，ＥＦＨＴ）的通用方法．与文献［２１］所

用的更新过程模型的不同之处在于，本文所提方

法无需对进化算法的一步位移作独立同分布的假

设，即可得到更具一般性的结果．Ｌｅｖｅｌｒｅａｃｈｉｎｇ

ＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｉｑｕｅ是离散型进化算法时间复杂

度分析中常用的工具［１，３５，２２］，本文的分析表明它是

我们所提出的定理的一个特例．最后，用所提出的方

法对两个具体实例作了分析：（１）（１＋λ）ＥＡ优化

ＰＥＡＫ函数；（２）（１＋λ）ＥＳ求解倾斜平面问题．前

者是离散型优化，后者是连续型优化，算法的子代种

群规模都大于１，更贴近实际．

２　进化算法与停时

２１　进化算法的随机过程模型

不失一般性，本文讨论的最优化问题可描述为：

设可行解空间（搜索空间）为非空集合犛，犚表示实

数集，犳：犛→犚为目标函数，欲搜索到至少１个全局

极大值点狓∈犛，使得犳ｍａｘ＝犳（狓
）＝ｍａｘ

狓∈犛
犳（狓）．

进化算法的求解流程大致可用以下的框架统一

描述［２３］．

算法１．　进化算法．

输入：初始种群狆（０）

输出：包含全局最优解的种群狆（狋）

１．初始化，生成初始种群狆（０）＝｛狓
０
１，狓

０
２，…，狓

０
犖｝，令

狋＝０；

２．计算狆（狋）中每一个个体的适应值以评价当前种群

的优劣；

３．用进化算子生成新一代种群狆（狋＋１），令狋＝狋＋１；

４．若终止条件满足，则停止；否则回到步２．

　　常用的进化算子主要有３种：交叉、变异、选择．

在求解实际问题时，遗传算法一般采用全部３种进

化算子，而进化规划和进化策略只采用后面两种．本

文考察的进化算法采用（μ＋λ）选择机制，即每次迭

代时，由μ个父代个体生成λ个子代个体，然后将这

μ＋λ个个体按适应值从大到小排列，选择排在前面

的μ个个体作为下一步迭代的父代个体．

进化算法中，搜索空间犛的元素狓 称为一个个

体或解，可直接选取目标函数犳：犛→犚作为个体的

适应值函数．若干个个体组成一个种群，一个规模为

犖 的种群可以表示为犡＝｛狓１，狓２，…，狓犖｝，狓犻∈犛，

犻＝１，２，…，犖．种群空间由全体可能的种群构成，记

为犈＝｛犡＝｛狓１，狓２，…，狓犖｝｜狓犻∈犛，犻＝１，２，…，

犖｝．针对本文所考察的最大化优化问题，定义犛ｏｐｔ＝

｛狓∈犛｜犳（狓）＝ｍａｘ
狓∈犛
犳（狓）｝为进化算法的最优个体

空间，最优种群空间则定义为 犈ｏｐｔ＝｛犡＝｛狓１，

狓２，…，狓犖｝｜狓犻∈犡，犻＝１，２，…，犖，使得犳（狓犻）＝

犳ｍａｘ｝．

设犡犽＝｛狓
犽
１
，狓犽２，…，狓

犽
犖
｝，犽＝０，１，…为进化算

法的第犽代种群，则｛犡犽，犽＝０，１，…｝是一个在状态

空间犈上取值的随机过程．进一步的，由于第犽＋１

代种群犡犽＋１的状态仅依赖于第犽代种群犡犽而不受

之前种群的影响，且本文考察的进化算法不采用自

适应变异机制，因此随机过程｛犡犽，犽＝０，１，…｝可视

为时齐马尔可夫过程［９，１５，２４］．为衡量某个种群与最

优种群空间的距离，我们引入下列的定义．

定义１．　最优个体序列．令ξ犽为第犽代种群

犡犽的一个个体，即ξ犽∈犡犽，犽＝０，１，…．若犳（ξ犽）＝

ｍａｘ｛犳（狓
犽
犻
），犻＝１，２，…，犖｝，则把随机过程｛ξ犽，犽＝

０，１，…｝称为进化算法的最优个体序列．

设犛ｏｂｊ表示搜索空间犛中的某一特定区域，不

妨称之为目标区域，距离函数的定义如下．

定义２．　个体距离函数．令犛ｏｂｊ犛为目标区

域，对于定义在搜索空间犛的函数犱：犛→犚
＋，若其

满足：
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（１）犱（狓）＝０狓∈犛ｏｂｊ；

（２）对于狓，狔∈犛＼犛ｏｂｊ，有犱（狓）＝犱（狔）

犳（狓）＝犳（狔）；

（３）对于狓，狔∈犛＼犛ｏｂｊ，有犱（狓）＜犱（狔）

犳（狓）＞犳（狔）．

则将犱：犛→犚
＋称为个体到目标区域的距离函数．特

别的，若犛ｏｂｊ＝犛ｏｐｔ，则犱简称为距离函数．

定义２所提的距离函数是存在的，如可令犱（狓）＝

犳ｍａｘ－犳（狓），狓∈犛，即为满足定义２的一种距离函数．

对于种群 犡＝｛狓１，狓２，…，狓犖｝，狓犻∈犛，犻＝１，

２，…，犖，把犞（犡）＝犱（珟狓）称为种群犡 的距离函数，

其中珟狓∈犡满足犳（珟狓）＝ｍａｘ
狓∈犡
犳（狓），即种群的距离用

其中最优个体的距离来定义．

当进化算法使用（μ＋λ）选择机制的精英选择策

略时，显然犞（犡犽）＝犱（ξ犽），犽＝０，１，…是一个单调不

增的序列．犱（ξ犽）越小，表明种群与最优种群空间的距

离越小，即越趋近于最优解，当犱（ξ犽）＝０时，则说明

算法已经求得最优解．在连续优化中要求犱（ξ犽）＝０

并不现实，有鉴于此，我们引入εＦＨＴ的定义．

定义３．　εＦＨＴ．假定随机过程｛ξ犽，犽＝０，

１，…｝为进化算法的某个最优个体序列，实数ε＞０，

定义τε＝ｍｉｎ｛犽０；犱（ξ犽）＜ε｝为进化算法的

εＦＨＴ．

εＦＨＴ刻画了在进化过程中种群与最优种群

空间的距离首次小于ε时，算法所需要迭代的次数．

接下来，本文将采用停时理论为工具，研究进化

算法的εＦＨＴ．

２２　停时理论简介

停时作为随机过程理论中的一个重要概念，从

直观上来讲是一个随机时间．其严格定义如下
［２５］．

定义４．　停时．设犜 为非负整值随机变量，

｛犢狀，狀０｝为一随机序列，令!狀＝σ（犢犽；０犽狀）．

若对狀０，有｛犜＝狀｝∈!狀，则称犜是｛犢狀，狀

０｝的停时．

在上述定义中，称
!狀＝σ（犢犽；０犽狀）＝σ（犢０，

犢１，…，犢狀）为由随机变量序列犢０，犢１，…，犢狀生成的

事件σ域，它代表由犢０，犢１，…，犢狀生成的全部事件

信息．显然，!０!１…!狀…．直接使用定义４

有时不太方便，为此，我们推出如下的等价定义．

推论１．　随机变量犜是｛犢狀，狀０｝的停时，当

且仅当对狀０，有｛犜狀｝∈!狀．

证明．　充分性．

若对狀０，有｛犜狀｝∈!狀，因为｛犜＝狀｝＝

｛犜狀｝＼｛犜狀－１｝，已知｛犜狀｝∈!狀，｛犜狀－１｝∈

!狀－１!狀，由!狀是一个σ域，可得｛犜＝狀｝＝｛犜狀｝＼

｛犜狀－１｝∈!狀，即犜是｛犢狀，狀０｝的停时．

必要性．

若犜是｛犢狀，狀０｝的停时，即狀０，｛犜＝狀｝∈

!狀，此时｛犜狀｝＝∪
狀

犽＝０

｛犜＝犽｝，而当０犽狀时，｛犜＝

犽｝∈!犽!狀，由于!狀是一个σ域，故｛犜狀｝∈!狀．

证毕．

进化算法首次找到满意解的时间仅仅与当前以

及过去的搜索结果有关，故有以下引理．

引理１．　进化算法的εＦＨＴ是种群序列｛犡犽，

犽＝０，１，…｝的停时．

证明．由定义３，对狀０，｛τε＝狀｝＝｛犱（ξ犽）

ε，犽＝０，…，狀－１，犱（ξ狀）＜ε｝＝ ∩
狀－１

犽＝０

｛犱（ξ犽）ε｝∩

｛犱（ξ狀）＜ε｝∈σ（犡犽；０犽狀）．

根据定义４，结论得证．

证毕．

３　进化算法的平均首达时间分析

对
!

（τε）的上下界进行分析之前，需将τε的原始

表达式作一番转换．

令η狋＝犱（ξ狋－１）－犱（ξ狋），狋＝１，２，…代表迭代过

程中进化算法的种群从第狋－１步到第狋步的一步

位移，此时

犱（ξ犽）＜ε犱（ξ０）－犱（ξ犽）＞犱（ξ０）－ε

犱（ξ０）－犱（ξ１）＋犱（ξ１）－犱（ξ２）＋…＋

犱（ξ犽－１）－犱（ξ犽）＞犱（ξ０）－ε

∑
犽

狋＝１
η狋＞犱（ξ０）－ε．

即τε＝ｍｉｎ｛犽０；犱（ξ犽）＜ε｝ ｛＝ｍｉｎ犽０，∑
犽

狋＝１
η狋＞

犱（ξ０）－ ｝ε ，此处约定∑
０

狋＝１
η狋＝０．

下文中的犐犃代表事件犃 的示性函数，犐犃＝１当

且仅当犃发生，否则犐犃＝０．现在我们给出本文的主

要定理，考虑到进化算法的首达时间与初始种群的

状态有关，为了更精细地刻画首达时间与初始种群

的关系，定理１给出了!

［τε｜犡０］的估计式．

定理１．　设｛犡犽，犽＝０，１，…｝为进化算法的种

群序列，｛ξ犽，犽＝０，１，…｝为对应的最优个体序列．当

犱ξ（ ）０ ＞０时，若存在两个关于 犡０的函数α（犡０），

β（犡０），使０＜α（犡０）! η１｜犡（ ）０ β（犡０），则对任

意的ε＞０有
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犱（ξ０）－ε

β（犡０）
 !

［τε狘犡０］
犱（ξ０）

α（犡０）
（１）

　　证明．　因为∑

τε

犽＝１
η犽＝∑

∞

犽＝１
η犽犐｛τε犽｝是非负项级数，

根据Ｌｅｖｉ单调收敛定理得

! ∑

τε

犽＝１
η犽狘犡（ ）０ ＝ ! ∑

∞

犽＝１
η犽犐｛τε犽｝狘犡（ ）０

＝∑
∞

犽＝１

! η犽犐｛τε犽｝狘犡［ ］０ ，

记
!狀＝σ 犡犻；０犻（ ）狀 ，由条件期望的性质可得

上式 ＝∑
∞

犽＝１

! ! η犽犐｛τε犽｝ !犽－（ ）１ 狘犡［ ］０ ．

　　根据引理１，τε是｛犡犽，犽＝０，１，…｝的停时，再由

推论１可知｛τε犽｝＝｛τε犽－１｝
犮
∈!犽－１，即犐｛τε犽｝

关于
!犽－１可测，故

上式 ＝∑
∞

犽＝１

! 犐｛τε犽｝! η犽 !犽－（ ）１ 狘犡［ ］０ ．

　　因为｛犡犽，犽＝０，１，…｝是一个时齐马氏过程，

故当τε犽 时，!

（η犽｜!犽－１）＝ !

（η犽｜犡犽－１）＝

!

（η１｜犡０），从而α（犡０）!

（η犽 !犽－１）β（犡０）．于是

∑
∞

犽＝１

!

［α（犡０）犐｛τε犽｝｜犡０］∑
∞

犽＝１

!

［犐｛τε犽｝!（η犽｜!犽－１）｜犡０］

∑
∞

犽＝１

!

［β（犡０）犐｛τε犽｝｜犡０］．

注意到α（犡０），β（犡０）是关于犡０的函数，马上

得到

α（犡０）∑
∞

犽＝１

! 犐｛τε犽｝狘犡（ ）０  ! ∑

τε

犽＝１
η犽狘犡（ ）０

　　 β（犡０）∑
∞

犽＝１

! 犐｛τε犽｝狘犡（ ）０ ，

而∑
∞

犽＝１

!

（犐｛τε犽｝｜犡０）＝∑
∞

犽＝１

"

（τε犽｜犡０）＝!

（τε｜犡０）
［２５］．

显然犱（ξ０）－ε＜∑

τε

犽＝１
η犽犱（ξ０），犱（ξ０）也是关于

犡０的函数，故

犱（ξ０）－ε ! ∑

τε

犽＝１
η犽狘犡（ ）０ 犱（ξ０）．

　　最后得到结论

犱（ξ０）－ε

β（犡０）
 !

［τε狘犡０］
犱（ξ０）

α（犡０）
．

证毕．

　　估算种群的一步平均位移! η１｜犡（ ）０ 是定理１

应用的关键，作为条件数学期望，它是关于犡０的一个

函数．为使计算更为简便，可选择常数作为!

（η１｜犡０）

的上下界，但这有可能使得下界过小、上界过大，从

而导致对
!

［τε｜犡０］的上下界估计过于宽松．为此定

理１采用两个关于 犡０的函数α（犡０），β（犡０）作为

!

（η１｜犡０）的下上界，有助于更精细地估计!

［τε｜犡０］

的上下界．

推论２综合考虑初始种群的各种状态，可以得

到无条件数学期望
!

［τε］的上下界．

推论２． 若定理１的条件满足，则有

!

犱（ξ０）－ε

β（犡０
［ ］）  !

［τε］ !

犱（ξ０）

α（犡０［ ］）．
特别地，当α（犡０），β（犡０）分别为两个常数犆ｌｏｗ，犆ｕｐ

时，有
! 犱（ξ０［ ］）－ε
犆ｕｐ

 !

［τε］
! 犱（ξ０［ ］）

犆ｌｏｗ
．

证明．　由!

［τε］＝! !

［τε｜犡０［ ］］立即得证．

证毕．

ＬｅｖｅｌｒｅａｃｈｉｎｇＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｉｑｕｅ亦称Ｍｅｔｈｏｄ

ｏｆＦｉｔｎｅｓｓＢａｓｅｄＰａｒｔｉｔｉｏｎｓ，该方法主要用于分析采

用精英选择策略的种群规模为１的进化算法，是一

个简单而实用的数学工具．该方法首先按照适应值

函数的取值对搜索空间作适当的分割，然后估计个

体从当前区域跳到更优区域的概率下界，从而估算

出算法最终找到最优解的计算时间．该方法原有的

理论证明［５，２６］参考了几何分布的性质，直观但不够

严格．通过构造适当的距离函数，在本文所建立的

理论框架下，该方法实际是定理１的直接推论，可得

到严格的证明．

定义５．　基于犳的分割．设犳：犛→犚是待极大

化的目标函数，犛是非空有限集．把犳全部可能取

到的值按升序排列犳０＜犳１＜…＜犳犕＝犳ｍａｘ．令犃犻＝

｛狓∈犛｜犳（狓）＝犳犻｝，犻＝０，１，…，犕，则称｛犃０，犃１，…，

犃犕｝是基于犳的分割．

对于采用精英选择策略的种群规模为１的进化

算法，最优个体序列｛ξ犽，犽＝０，１，…｝即为种群序列．

ＬｅｖｅｌｒｅａｃｈｉｎｇＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｉｑｕｅ的严格证明

如下．

推论３． 设｛犃０，犃１，…，犃犕｝是一个基于犳的

分割，记狊（犪）＝"

｛ξ狋＋１＝犪′∈犃犻＋１∪…∪犃犕｜ξ狋＝

犪∈犃犻｝，狋＝０，１，…；犻＝０，１，…，犕－１．令狊犻＝

ｍｉｎ｛狊（犪）｜犪∈犃犻｝，τ＝ｍｉｎ｛犽０；ξ犽∈犛ｏｐｔ｝，则可得

!

［τ］∑
犕－１

犻＝０

狊－１犻 （２）

　　证明．　考察算法的搜索过程，不妨记τ犻＝

ｍｉｎ｛犽１；ξ犽∈犃犻＋１∪…∪犃犕，ξ０∈犃犻｝为个体从进

入犃犻，犻＝０，１，…，犕－１直到离开为止的逗留时间．

显然τ∑
犕－１

犻＝０

τ犻．为方便表述，下文中的下标犻约定总
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取犻＝０，１，…，犕－１．

在这里 犛ｏｂｊ＝犃犻＋１∪ … ∪犃犕，令 犱（狓）＝

１，狓∈犃犻

０，狓∈犃犻＋１∪…∪犃
烅
烄

烆 犕

，当犱ξ（ ）０ ＞０时，根据已知

条件可得

! η１｜犡（ ）０ ＝! η１｜ξ（ ）０

＝０·"η１＝０｜ξ（ ）０ ＋１·"η１＝１｜ξ（ ）０ 狊犻．

　　根据推论２，得!

［τ犻］
!

［犱（ξ０）］

狊犻
＝狊－１犻 ，从而

!

［τ］ ［! ∑
犕－１

犻＝０

τ］犻 ∑
犕－１

犻＝０

狊－１犻 ．

证毕．

精确地估计一步转移概率的下界狊犻，犻＝０，

１，…，犕－１是应用推论３的关键．

４　实例分析

４１　（１＋λ）犈犃求解犘犈犃犓函数

ＰＥＡＫ函数只在一处取得最大值，其他的位串

则具有相同的适应值，从而形成一个适应值平台，因

此也被称为“大海捞针”（Ｎｅｅｄｌｅｉｎｔｈｅｈａｙｓｔａｃｋ）

函数．由于进化算法的搜索过程受适应值引导，因

此从直观上看，算法很难逃离该平台．针对只接受

具有更高适应值的个体的（１＋１）ＥＡ，Ｄｒｏｓｔｅ等人
［４］

分析 了 其 在 ＰＥＡＫ 函 数 上 的 ＥＦＨＴ，得 到 了

Ω
狀（ ）２（ ）

狀

的下界．当采用规模大于１的子代种群

时，算法的性能有否提升是一个值得探讨的问题．本

小节将运用定理１分析（１＋λ）ＥＡ求解ＰＥＡＫ函数

的平均首达时间下界．待研究的目标函数是

ＰＥＡＫ（狓）＝∏
狀

犻＝１

狓犻，狓＝ （狓１，狓２，…，狓狀）∈ ０，｛ ｝１ 狀，

显然，该函数在（１，１，…，１）处取到最大值１，而在其

他地方的取值都为０．

为方便作比较，本小节所讨论的（１＋λ）ＥＡ仅

仅接受适应值较大的个体作为下一次迭代的父代个

体，算法流程如下所示．

算法２．　（１＋λ）ＥＡ．

输入：初始个体

输出：最优个体

１．初始化，随机生成１个个体狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈

０，｛ ｝１ 狀；

２．通过变异产生λ个中间个体狔
１，狔

２，…，狔λ；

３．若犿＝ｍａｘ 犳 狔（ ）１ ，犳 狔（ ）２ ，…，犳 狔（ ）｛ ｝λ ＞犳（）狓 ，

则从 狔
犻
｜１犻λ且犳 狔（ ）

犻 ＝｛ ｝犿 中任选一个取代狓，否则，

保留狓；

４．若满足终止条件，则停止，否则回到步２．

　　步２采用逐位翻转（ｂｉｔｗｉｓｅｆｌｉｐ）变异：对于父

代个体狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）中的每一位狓犻，犻＝１，

２，…，狀，以１／狀的概率独立翻转，产生一个中间个体

狔＝（狔１，狔２，…，狔狀），此时 "

｛狔犻＝１－狓犻｝＝１／狀．对父

代个体狓作λ次重复变异操作，共产生λ个独立的

中间个体．

记｛ξ犽，犽＝０，１，…｝为（１＋λ）ＥＡ的个体序列，

τ＝ｍｉｎ犽０；ξ犽＝（１，１，…，１｛ ｝）为算法在这个问题

上的首达时间．

定理２．　（１＋λ）ＥＡ在ＰＥＡＫ函数上的平均

首达时间是
!

［τ］＝Ω
１

λ

狀（ ）２（ ）
狀

．

证明．　首先给出距离函数的定义，令ξ为算法

产生的任一个个体，定义

犱（）ξ ＝
０，ξ＝ １，１，…，（ ）１ ；

１，ξ∈ ０，｛ ｝１ 狀
＼ １，１，…，（ ）｛ ｝１

烅
烄

烆 ．

　　令η狋＝犱（ξ狋－１）－犱（ξ狋），狋＝１，２，…，下面估计

! η１｜ξ（ ）０ ．假设ξ０中包含犻１个０，由于１个父代个

体通过λ次独立变异，总共产生λ个中间个体，于是

! η１狘ξ（ ）０ ＝ "ξ１ ＝ １，１，…，（ ）１狘ξ｛ ｝０

＝１－ １－
１（ ）狀

犻

１－
１（ ）狀

狀－

（ ）
犻 λ

．

　　根据伯努利不等式：对任意整数狀０，和任意

实数狓＞－１，有 １＋（ ）狓 狀
１＋狀狓成立，于是

! η１狘ξ（ ）０ ＝１－ １－
１（ ）狀

犻

１－
１（ ）狀

狀－

（ ）
犻 λ

λ
１（ ）狀

犻

１－
１（ ）狀

狀－犻

．

　　记βξ（ ）０ ＝λ
１（ ）狀

犻

１－
１（ ）狀

狀－犻

，由定理１可知

!

［τ狘ξ０］
犱（ξ０）

βξ（ ）０
＝
１

λ
狀犻

狀
狀－（ ）１

狀－犻

．

　　再根据推论２得

!

［τ］＝ ! !

［τ狘ξ０［ ］］

＝ ∑
狓≠（１，１，…，１）

!

［τ狘ξ０］"ξ０ ＝｛ ｝狓 ＋

　 !

［τ狘ξ０］"ξ０ ＝ １，１，…，（ ）｛ ｝１

∑
狀

犻＝１

１

λ
狀犻

狀
狀－（ ）１

狀－犻

（）狀犻 （ ）１２
狀

＝
１

λ（ ）１２
狀

∑
狀

犻＝１
（）狀犻狀犻

狀
狀－（ ）１

狀－犻

＝
１

λ（ ）１２
狀

∑
狀

犻＝０
（）狀犻狀犻

狀
狀－（ ）１

狀－犻

－
狀

狀－（ ）１（ ）
狀
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＝
１

λ（ ）１２
狀

狀＋
狀

狀－（ ）１
狀

－
狀

狀－（ ）１（ ）
狀


１

λ（ ）１２
狀

狀狀 ＝
１

λ

狀（ ）２
狀

．

即
!

［τ］＝Ω
１

λ

狀（ ）２（ ）
狀

．

证毕．

因为（１＋λ）ＥＡ在每次迭代时需要对λ个中间

个体的适应值进行评估，所以在首次找到最优解

前算法需要的适应值评估次数平均为λ!

［τ］＝

Ω
狀（ ）２（ ）

狀

．由此可见，增大子代种群的规模并没有

降低算法求解ＰＥＡＫ函数的计算复杂度．

４２　（１＋λ）犈犛求解倾斜平面问题

倾斜平面（ｉｎｃｌｉｎｅｄｐｌａｎｅ）问题是一个基本的连

续优化问题，Ａｇａｐｉｅ等人
［２１］引入更新过程理论，分

析了带均匀分布变异算子的（１＋１）ＥＳ在该问题上

的平均运行时间．本小节应用定理１将他们的分析

推广到带正态分布变异算子的（１＋λ）ＥＳ．本节讨论

的目标函数是二维倾斜平面（ｉｎｃｌｉｎｅｄｐｌａｎｅ）
［２０］：

犳（狓１，狓２）＝狓１，（狓１，狓２）∈犛＝［０，犪］×［－犪，犪］，犪＞０．

　　显然，ｍａｘ
（狓
１
，狓
２
）∈犛
犳（狓１，狓２）＝犪，当狓１＝犪时取到最

大值．

（１＋λ）ＥＳ的算法流程如算法３所示．

算法３．　（１＋λ）ＥＳ．

输入：初始个体

输出：最优个体

１．初始化，随机生成１个个体狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈犚
狀；

２．通过变异产生λ个中间个体；

３．从这１＋λ个个体中选择１个最佳个体；

４．若终止条件满足，则停止；否则回到步２．

　　步２的变异算子采用标准正态分布：对于父代

个体狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）中的每个分量狓犻，犻＝１，

２，…，狀，令狔犻＝狓犻＋狕犻，狕犻～犖 ０，（ ）１ ，狕１，狕２，…，狕狀相

互独立，生成一个中间个体狔＝（狔１，狔２，…，狔狀）．对

父代个体狓重复λ次变异操作，共独立产生λ个中

间个体．

由于本小节讨论的是二维连续优化问题，故可

设ξ狋＝ 狓
狋
１
，狓狋（ ）２ ∈犛犚

２，狋＝０，１，…为算法的第狋代

个体．距离函数定义为犱（ξ狋）＝犪－犳（ξ狋）＝犪－狓
狋
１
，

则η狋＝犱ξ狋（ ）－１ －犱ξ（ ）狋 ＝狓
狋
１－狓

狋－１
１ ，狋＝１，２，…为算

法的个体在迭代过程中从第狋－１步到第狋步的位

移．令τε＝ｍｉｎ犽０；犱（ξ犽）＜｛ ｝ε ＝ｍｉｎ｛犽０；狓
犽
１＞

犪－ε｝，则τε为（１＋λ）ＥＳ在倾斜平面问题上的

εＦＨＴ．

下面的引理描述了η狋，狋＝１，２，…的分布：

引理２．　η狋，狋＝１，２，…独立同分布，分布函数

犉（狓）＝"

｛η狋狓｝为

犉（狓）＝

０， 狓＜０

（ ）１２
λ

， 狓＝０

∫
狓

－∞

１

２槡π
ｅ－

狏
２

２ｄ（ ）狏
λ

， 狓＞

烅

烄

烆
０

（３）

　　证明．　记狓
狋
１
，狋＝０，１，…表示第狋代个体的第１

个分量，珟狓
狋
１，１
，珟狓
狋
１，２
，…，珟狓

狋
１，λ
分别为第狋代个体经变异

后产生的λ个中间个体的第１个分量，则珟狓
狋
１，犽＝狓

狋
１＋

狕犽，狕犽～犖 ０，（ ）１ ，犽＝１，２，…，λ且相互独立．于是第

狋＋１代个体的第一个分量为

狓狋＋１１ ＝

狓狋１， ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

珟狓
狋
１，犽 狓

狋
１

ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

珟狓
狋
１，犽
， ｍａｘ

犽＝１，２，…，λ
珟狓
狋
１，犽 ＞狓

狋烅

烄

烆 １

．

　　根据η狋，狋＝１，２，…的定义，可得

η狋 ＝

０， ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

狕犽 ０，

ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

狕犽， ０＜ ｍａｘ
犽＝１，２，…，λ

狕犽
烅

烄

烆
．

（４）

　　由算法的搜索过程可知，每一次迭代时正态随

机变量狕犽，犽＝１，２，…，λ都是独立产生的，故η狋，狋＝

１，２，…独立同分布，其分布函数犉（狓）＝"

｛η狋狓｝为

（１）当狓＜０时：犉（狓）＝０；

（２）当狓＝０时：

犉（狓）＝"

｛η狋狓｝＝ "

｛η狋 ＝０｝＝" ｍａｘ
犽＝１，…，λ

狕犽｛ ｝０

＝∏
λ

犽＝１

"

｛狕犽 ０｝＝ （ ）１２
λ

；

　　（３）当狓＞０时：

犉（狓）＝ "η狋｛ ｝狓 ＝ " ｍａｘ
犽＝１，…，λ

狕犽 ｛ ｝狓

＝∏
λ

犽＝１

" 狕犽 ｛ ｝狓 ＝∫
狓

－∞

１

２槡π
ｅ－

狏
２

２ｄ（ ）狏
λ

．

即　犉（狓）＝

０， 狓＜０，

（ ）１２
λ

， 狓＝０，

∫
狓

－∞

１

２槡π
ｅ－

狏
２

２ｄ（ ）狏
λ

， 狓＞０

烅

烄

烆
．

证毕．

不妨假定算法在初始化时从原点出发，即ξ０＝

狓０１，狓（ ）０２ ＝ ０，（ ）０ ，此时有如下结论．

定理３．　带标准正态变异算子的（１＋λ）ＥＳ求

解倾斜平面问题的平均εＦＨＴ满足

２槡π（犪－ε）

λ
 ! τε｜ξ０＝ ０，（ ）［ ］０ 

２槡π犪

λ（ ）１２
λ－１
（５）
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证明．　由式（４）可知，η１只与标准正态随机变

量狕犽，犽＝１，２，…，λ有关，故η１与ξ０相互独立．于是

根据式（３）可得

! η１｜ξ（ ）０ ＝! η（ ）
１ ＝∫

＋∞

－∞
狓ｄ犉（狓）＝

　　　∫
＋∞

０
狓·λ∫

狓

－∞

１

２槡π
ｅ－

狏
２

２ｄ（ ）狏
λ－１

· １

２槡π
ｅ－

狓
２

２ｄ狓．

　　而当狓＞０时，
１

２
∫

狓

－∞

１

２槡π
ｅ－

狏
２

２ｄ（ ）狏 １，故

λ（ ）１２
λ－１

∫
＋∞

０
狓
１

２槡π
ｅ－

狓
２

２ｄ狓! η１｜ξ（ ）０ 

　　　　　　　λ∫
＋∞

０
狓
１

２槡π
ｅ－

狓
２

２ｄ狓．

由∫
＋∞

０
狓
１

２槡π
ｅ－

狓
２

２ｄ狓＝－
１

２槡π∫
＋∞

０
ｅ－

狓
２

２ｄ －
狓２（ ）２ ＝

１

２槡π
，可得

λ（ ）１２
λ－１

１

２槡π
 ! η１狘ξ（ ）０ λ

１

２槡π

　　假定算法从原点出发，此时犱ξ（ ）０ ＝犪，根据定

理１，立即得到

２槡π（犪－ε）

λ
!

［τε｜ξ０＝（０，０）］
２槡π犪

λ（ ）１２
λ－１．

证毕．

需要指出的是本文的方法无需事先对η狋，狋＝１，２，…

作独立同分布的假设，只是在分析这个具体实例时

恰好可以证明η狋，狋＝１，２，…是独立同分布的，从而

使得计算简化．而文献［２１］的模型事先必须作η狋，

狋＝１，２，…独立同分布的假设，所分析的算法与实例

又恰好满足这一假设．由此可见本文的方法比文

献［２１］的方法更具一般性．

５　结　论

由于进化算法的首达时间实质是一个随机停止

时间，故引入停时来刻画是自然的想法．本文引入停

时理论，通过构造合适的距离函数，运用时齐马氏过

程的性质分析了平均首达时间、算法的一步平均位

移、初始种群与最优种群空间的距离这三者的关系，

得到了估计平均首达时间的一般方法．为展示这一

方法的应用，我们选择分析更为复杂的（１＋λ）ＥＡ

和（１＋λ）ＥＳ在两个问题实例上的计算时间，这与以

往大部分的工作都是分析（１＋１）ＥＡ、（１＋１）ＥＳ不

同，结果表明该方法适用于一般的进化算法．

通过分析比较 （１＋λ）ＥＡ 和 （１＋１）ＥＡ在

ＰＥＡＫ函数上的平均首达时间，我们发现增大子代

种群的规模无助于降低（１＋λ）ＥＡ求解ＰＥＡＫ函数

的计算复杂度．对于倾斜平面问题，文献［２１］建立

的更新过程模型要求对算法的一步位移作独立同分

布的假设，这是很强的假设，在实际中能满足这一假

设的情况很少，只是他们所分析的实例恰好满足

这一假设．本文所建立的理论模型不需作这样的

假设，从而更具通用性．ＬｅｖｅｌｒｅａｃｈｉｎｇＥｓｔｉｍａｔｉｏｎ

Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ是分析离散型进化算法计算时间的一个

简单而又威力巨大的工具，得到广泛的应用，但原有

的证明不够严谨，在本文中可以看出它只是我们所提

出的理论模型的一个特例，从而得到了严格的证明．

最后要指出的是，本文所建立的理论模型不仅

适用于进化算法的计算时间分析，经过改进推广后

也适用于 ＡＣＯ、ＰＳＯ等仿生优化算法的计算时间

分析．未来将要进一步研究：（１）改进本文的理论模

型，将其推广到其他仿生算法的计算时间分析中；

（２）分析进化算法在具有实际背景的组合优化问题

上的计算时间；（３）分析种群规模大于１的进化算

法，尤其是带交叉算子的遗传算法在一些优化问题

实例上的计算时间．这些都将是极具挑战性的工作．
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